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AVANT-PROPOS 


Ce livre est issu d’un grand cours professé par les auteurs aux 
universités de Léningrad et de Moscou. Le cours exposait les fonde- 
ments des principales branches de la topologie : les théories de l’ho- 
mologie, de l’homotopie, des espaces fibrés et la topologie des 
variétés. Le contenu de ce cours est assez précisément délimité par 
l'expression «topologie élémentaire »; elle signifie surtout que 
l'outil utilisé n'est pas trop compliqué. Le livre est composé des 
chapitres du cours où l’algèbre joue un rôle subalterne. Les parties 
plus « algébriques » de notre cours feront l’objet d’un autre volume. 

La transformation d’un cours oral en un cours écrit a ses avan- 
tages et ses inconvénients: l'exposé gagne en précision et perd en 
suggestion. Ainsi, les descriptions géométriques ont été forcément 
remplacées par des formules que le lecteur aura à déchiffrer, etc. 
Néanmoins, il nous semble que le livre a conservé les qualités prin- 
cipales de notre cours: son caractère élémentaire, systématique et 
didactique. Pour une bonne assimilation du livre, le lecteur doit 
être initié aux notions usuelles de Théorie des ensembles, d’Algèbre 
et d'Analyse qui sont enseignées généralement dans la première où 
les deux premières années de l’Université. L’exposé est accompagné 
d'exemples et d'exercices. Nous espérons que le livre pourra servir 
de manuel de topologie. 

Le livre diffère de la partie correspondante de notre cours oral 
essentiellement par la disposition des matières, étant en ce sens 
beaucoup plus systématique. À nos yeux, un exposé oral trop systé- 
matique de la topologie élémentaire est plus ennuyeux et moins. 
effectif qu'un mélange dosé de géométrie et d’algèbre, le tout suivi 
d'applications. Cette remarque est faite à l’intention du professeur 
qui voudrait utiliser notre ouvrage comme manuel. Le livre ne 
nécessite pas une lecture consécutive ; le lecteur qui voudrait aborder 
plus rapidement les groupes d’homotopie par exemple, ou tout autre 
chapitre pourra le faire facilement. 

En ce qui concerne la terminologie et les notations, nous avons 
essayé de nous conformer à l’usage général en mathématiques, mais 
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nous nous sommes permis quelques réformes qui à notre sens s’impo- 
saient depuis longtemps. Ainsi, nous avons remplacé les « complexes 
simpliciaux » et les « CW-complexes » par les « espaces simpliciaux » 
et les « espaces cellulaires »; les « cofibrés » par les « couples de 
Borsuk »; nous considérons également les «fibrés de Steenrod ». 
Nous employons un terme dans un sens inhabituel: dans ce 
livre on entendra par « connexité » la «connexité par arcs» (la 
notion habituelle de « connexité » n’a pas de nom spécial dans 
ce livre). En principe, nous avons cherché à éviter les notations non 
standards pour des objets standards. Dans la majorité des cas nos 
notations sont tout simplement des abréviations des termes corres- 
pondants et se conçoivent d'’elles-mêmes. Par exemple, pr est la 
projection, in l'inclusion, dim la dimension, ske le squelette, bs 
la base, etc. , 

La topologie nécessite un langage très précis, basé sur la théorie 
des ensembles, ce qui nous a amenés à lui prêter une attention parti- 
culière. Nous avons consacré une INTRODUCTION à une liste de termes 
et de notations, le sujet lui-même étant supposé connu dans ses 
grandes lignes. 

Cet ouvrage ne contient pratiquement aucun historique de la 
topologie. Nous avons évité de nous conformer à la tradition qui 
veut que certains théorèmes portent le nom de leurs auteurs, réels 
ou présumés. Par contre, nous nous servons volontiers des noms des 
topologistes dans la terminologie et les notations. 

Le système des renvois peut être brièvement décrit de la manière 
suivante. Chaque chapitre est divisé en paragraphes, les paragraphes 
en sous-paragraphes, ces derniers en alinéas numérotés dont les 
numéros sont imprimés en écriture cursive. Parfois, plusieurs alinéas 
numérotés d’un sous-paragraphe sont réunis sous un titre commun. 
Les faits communiqués sans démonstration sont précédés par le 
mot « Information ». 

Les renvois à des théorèmes, définitions, remarques, etc., sont 
donnés en principe par quatre chiffres, indiquant successivement 
le chapitre, le paragraphe, le sous-paragraphe et l'alinéa numéroté. 
A l'intérieur d’un même chapitre le numéro de ce chapitre est suppri- 
mé. Il en va de même pour les paragraphes et les sous-paragraphes. 

Exemples: les notations $ 1.2 (paragraphe 2 du chapitre 1), 
p. 1.2.3 (sous-paragraphe 3 du paragraphe 2 du chapitre 1) et 1.2.3.4 
{alinéa 4 du sous-paragraphe 3 du paragraphe 2 du chapitre 1) sont 
abrégés au chapitre 1 pour devenir respectivement $ 2, p. 2.3 et 
2.3.4. Le renvoi p. 1.2.3 devient à l’intérieur du $ 2 du premier 
chapitre tout simplement p. 3, et le renvoi 1.2.3.4 se note 4 et à 
l’intérieur du sous-paragraphe p. 1.2.3 et 3.4 à l’intérieur du para- 
graphe 2 du premier chapitre. 

Les auteurs 


INTRODUCTION. 


TERMINOLOGIE ET NOTATIONS NON USUELLES 
DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES EMPLOYÉES 
DANS CET OUVRAGE 


Dans la théorie des ensembles, les mathématiciens se satisfont 
d’une liste remarquablement modeste de termes et de notations. 
Ceux-ci peuvent être répartis, grosso modo, en trois groupes. Le 
premier comprend des termes et des notations universellement 
reconnus. Ceux du second groupe sont usités aussi largement, mais 
peuvent prêter à des interprétations variées. Les termes et les nota- 
tions moins usuels sont rapportés au troisième groupe. 

Les notations du premier groupe ne nécessitent aucune explica- 
tion. Par exemple, X [J ŸY, X NY, À, X ... x X, désignent 
invariablement là réunion, l’intersection et le produit des ensembles ; 
les notations f: À — Ÿ, [Im f et f |4: À — Ÿ une application, son 
image et sa restriction à À. Il en va de même pour la formule x € X 
et les expressions application injective et application surjective. 

En ce qui concerne notre mode d'emploi des termes et des nota- 
tions du deuxième groupe, quelques remarques sont nécessaires. 
L'ensemble vide sera désigné par le symbole Gi. La notation X € Y 
sera entendue au sens large, i.e. nous n'excluons pas l'égalité X — 
— ÿ. De même pour l'expression ensemble dénombrable: nous appe- 
lons ainsi tout ensemble qui est infini dénombrable ou bien fini. 
L'application identique de l’ensemble X sera désignée par id X 
ou simplement par id si le contexte ne prête pas à confusion. Une 
application est dite bijective, lorsqu'elle possède une application 
inverse, ji.e. est à la fois injective et surjective. La notation 
{x EX | ...} désigne la partie de l’ensemble X constituée par tous 
les x vérifiant la condition écrite à la place des points de suspension. 
Une famille {X ,};em est l'application de l’ensemble M sur l’en- 
semble des objets X, pour un € M, déterminée par la formule u-— X,. 

Le but principal de ce chapitre introductoire est de citer et 
d'expliquer les notations et la terminologie non usuelles. 


Applications 


Si À est un sous-ensemble de l’ensemble X, alors l’inclusion de À 
dans X peut être envisagée comme l'application définie par la 
formule x + x. Notation: in: À — X. Si À et X ne prêtent pas 
à confusion, nous écrirons plus brièvement in. 
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Si À est un sous-ensemble de X, et B un sous-ensemble de Ÿ, 
alors à chaque application f: X — Y vérifiant f (4) € B correspond 
une application ab f: À — B donnée par la formule x+-- f(x) et 
appelée abréviation de l'application f à À, B. Dans les cas où À et B 
sont bien déterminés par le contexte, nous écrirons ab f à la place 
de ab f: À —+ B. Lorsque B — Y, l'application ab f sera la restric- 
tion usuelle de f à À. 

Par application d’une suite (X, 4,, ..., A,), où À,, ..., À, 
sont des sous-ensembles de X, dans une suite (Ÿ, B,, ..., B,), 
où B,, ..., B, sont des sous-ensembles de Ÿ, nous entendons la 
suite d'applications 


(pi: À Y, p,: A, —+B,,..., ®r: An — B:) 


telle que q; — ab q. Notation: 
(P, Pays + + +, Pn): (À: Au . .., An) — (Y, B,, ..., Ba). 


Lorsque les sous-ensembles 4,, ..., A,, B;,, ..., B, sont fixés. 
l'application f — (p, p,, . .-., ®,) et sa première composante œ 
se déterminent l’une l’autre et ne seront pas généralement distinguées ; 
par exemple, la notation f: (X, À4,,..., A,)— (Ÿ, B,, ..., B,) 
peut également signifier que f est une application de l’ensemble X 
dans Ÿ telle que f(4,) = B,,..., f(4,)€ B,. Lorsqu'il s’agit 
de préciser la relation entre f et @, nous écrirons 


f =rel®, œ = absf. 


La notation rel id sera parfois réduite à rel. 


Quotients 


L'ensemble quotient de l’ensemble X par sa partition f est 
désigné par X/f. L'application X — X/f, qui fait correspondre 
à chaque point l’élément de la partition qui le contient, est appelée 
projection et désignée-par pr. Les sous-ensembles de XÀ constitués 
par des éléments entiers de la partition sont dits saturés. Le plus 
petit ensemble saturé contenant un sous-ensemble À de l’ensemble X 
(i.e. pr! (pr (À))) s'appelle safuration de l’ensemble À. 

Si f, t sont{ des partitions des ensembles À, Ÿ, alors à chaque 
application f: À — Ÿ qui applique les éléments de la partition f 
dans des éléments de la partition t correspond l’application X/f — 
— Ÿ/t qui fait correspondre à l’élément À de la partition f l’élé- 
ment de la partition t qui contient f (4). Cette application est 
notée fact f. En particulier, elle est définie lorsque t est une parti- 
tion dont les ensembles sont des points, tandis que f est constante 
sur les éléments de la partition Î; ainsi, à chaque application f: À — 
— Ÿ, constante sur les éléments de la partition f de X, correspond 
l’application fact f: X/f —+ Y. 
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La partition de l’ensemble X en ensembles non vides constitués 
par les images inverses des points par l'application f: X — Ÿ sera 
désignée par zer (f). L'application correspondante fact f: X/zer (f)—- 
— Ÿ est injective et sera appelée quotient injectif de l'application Î. 


Sommes 


On appelle somme d'une famille d'ensembles {X ,}4ew la réunion 
des copies disjointes des ensembles X,, i.e. l’ensemble des couples 
(x,, u) tels que zx, est élément de X,. Notation: [LluemX y: 
L'application de l’ensemble X, (VE M) dans {[lJuemX y donnée 
par la formule x (x, v) sera désignée par in, 

Puisque les applications in, sont injectives et les images in, (À,) 
sont deux à deux disjointes et recouvrent LIX,, pour chaque famille 
d'ensembles {Ÿ ,} indexée par le même ensemble M, et pour toute 
famille d applications (Ju: Au Yujuen, il existe une applica- 
tion et une seule f: L]X, —- Ur, qui vérifie la relation f o in, — 

— in,ocf,. On l'appelle somme des applications f, et on la désigne 
par Cinenf n: 

Lorsque M se compose des nombres 1, ., n, on emploie tout 
aussi bien que []X, et L]f, les notations 


X\U... UX, et fi... fn. 


Produits 


Le produit X, X ... X X, s'applique naturellement sur chaque 
facteur X; d’après la règle 


(Lu, +. ., Tnt Li. 
Cette application est appelée i-ième projection ; ge la à désigne par pri. 
Si les applications f,: Xi—Ÿ,, ..., fn: r Sont don- 
nées, on peut envisager l'application du ARS X 4. X Xhn 


dans le produit Ÿ, X ... x Ÿ, déterminée par la formule 


(T1 ...) Zn) > CA (ti); + Ja (£n)). 


Cette application est appelée produit des applications far fn 3 
on la désigne par jf; X . X 

Soient ? une partition de l'ensemble X et t une partition de 
l’ensemble Y. Nous désignerons par f X t la partition du produit 
X x Ÿ en ensembles de la forme À X B, où À est un élément de 
la partition f et P un élément de la partition t. 

L'ensemble X s'applique naturellement sur son carré X X X 
selon la formule xzr-- (x, x). Cette application est dite diagonale; 
elle est notée diag ; le sous-ensemble diag (X}) de l’ensemble X x X 
est appelé diagonale de ce dernier. 


CHAPITRE PREMIER 


ESPACES TOPOLOGIQUES 


$ 1. NOTIONS FONDAMENTALES 


1. Topologie 


J. On dit qu’un ensemble X est muni d’une structure topologique, 
ou simplement d’une topologie, lorsqu'on a choisi dans X une famille 
de sous-ensembles qui contient la réunion de chacune de ses sous- 
familles et l’intersection de chacune de ses sous-familles finies. Un 
ensemble muni d’une topologie est appelé espace topologique, ses 
éléments sont des points, tandis que les ensembles de la famille choi- 
sie sont des ensembles ouverts ou des ouverts. 

Une sous-famille d’ensembles dont on prend la réunion ou l'in- 
tersection peut, en particulier, être vide. La réunion d’une sous- 
famille vide est @, l'intersection d’une sous-famille vide d’ensembles 
de À est X tout entier. Ainsi @ et ZX sont des ensembles 
ouverts. | 

En guise d'exemple de structure topologique signalons la topo- 
logie triviale où seuls les ensembles X et @ sont ouverts, et la topo- 
logie discrète, pour laquelle toutes les parties de À sont ouvertes. 
Lorsque X contient plus d’un élément, il y a aussi d’autres topolo- 
gies. Par exemple, l’ensemble X constitué par deux éléments a, b 
possède, en plus des deux topologies indiquées, les deux suivantes: 
pour l’une les ensembles ouverts seront X, {a}, @, pour l’autre X, 
{b}, G. Des exemples plus sérieux seront envisagés par la 
suite. 

2. Un sous-ensemble d’un espace topologique est dit fermé lorsque 
son.complémentaire est ouvert. La classe des ensembles fermés 
contient l’intersection de chacune de ses sous-familles et la réunion 
de chacune de ses sous-familles finies ; pour chaque famille de sous- 
ensembles de X qui possède cette propriété, il existe une seule topo- 
logie dans X relativement à laquelle la famille donnée est celle de 
tous les ensembles fermés. 

3. On appelle voisinage d'un point d’un espace topologique tout 
‘ensemble ouvert qui contient ce point. On appelle voisinage d’une 
partie d’un espace topologique tout ensemble ouvert qui contient 
cette partie. 
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Notions dérivées 


4. Parmi les ensembles ouverts contenus dans une partie À d’un 
espace topologique X il y en a un qui est maximal: c’est la réunion 
de tous ses ensembles ouverts. On l'appelle partie intérieure ou 
simplement intérieur de l’ensemble À et on le désigne par Int À, 
ou plus explicitement, par Intzx À. De même, parmi tous les ensem- 
bles fermés qui contiennent À, il y en a un qui est minimal: c’est 
l'intersection de tous les fermés. On l'appelle adhérence de l’en- 
semble À et on le désigne par Cl À, ou plus: explicitement, par 
Clx À. La différence CI À X Int À peut être représentée comme 
l'intersection des fermés Cl À et XX Int À ; elle est donc fermée. 
On l'appelle frontière de l’ensemble À et l'on la désigne par Fr À 
ou bien par Fr; 4: Remarquons que XN Int 4 — = CI (XX 4) et 
que les ensembles À et XX À ont la même frontière. 

5. Relativement à l’ensemble À, les points des ensembles Int 4, 
CI À, Fr 4 et X CI À — Int (XÇA) sont’ appelés respectivement 
points intérieurs, poinis d'adhérence, points frontière et points exté- 
rieurs. On les décrit plus explicitement dans le langage des voisi- 
nages. Un point sera intérieur lorsqu'il possède un voisinage entière- 
ment contenu dans À ; c’est un point d’adhérence si chacun de ces 
voisinäges rencontre À ; un point frontière lorsque chacun de ses 
voisinages rencontre À aussi bien que XX 4; un point extérieur 
lorsqu'il possède un voisinage qui n’a pas de points communs avec À. 

Il est clair qu’un ensemble n'est ouvert que s’il coïncide avec 
son intérieur, i.e. se compose de points intérieurs ; il est fermé si et 
seulement s’il coïncidé aveëé son adhérence, i.e. contient tous ses 
points frontière. 

6. La partie À de l’espace topologique X-est appelée dense dans X 
ou partout dense si C1 À = X, i.e. si À rencontre tous les ouverts 
non vides. L'ensemble À s'appelle rare lorsque l’ensemble XX CI À 
est partout dense. 


Bases et prébases 


7. On appelle base d’un espace topologique une famille d’ensembles 
ouverts telle que tout ensemble ouvert se met sous forme de réunion 
d’ensembles appartenant à cette famille. Enoncé équivalent: une 
famille L' d’ensembles ouverts est une base si pour tout énsemble 
ouvert U et pour tout point x € Ü il existe un ensemble V € F tel 
que xEVe U. 

Une base détermine entièrement une topologie: sont ouverts 
précisément les ensembles qui se mettent sous forme de réunions 
d'éléments de la base. 

8. Pour munir un ensemble d’une topologie on se sert générale- 
ment de la proposition suivante. Soit l'une famille de sous-ensem- 
bles de l’ensemble X. Pour qu'il existe dans X une topologie de base’, 
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il est nécessaire et suffisant que l'intersection d'une sous-famille finie 
quelconque d’ensembles de T puisse être représentée comme réunion 
d'ensembles de T'. 

La nécessité découle du fait que l’intersection d’une famille finie 
d’ensembles de la base est ouverte. La suffisance se déduit du fait 
évident suivant : la classe des parties de l’ensemble X représentables 
sous forme de réunions d'ensembles de l vérifie les conditions de la 
définition J. 

9, La proposition précédente admet une reformulation utile: 
pour qu'il existe dans X une topologie de base T il faut et il suffit que 
les ensembles de T recouvrent X et que, pour deux ensembles quelconques 
U, V ET ef pour chaque point x EU (AV, il existe un ensemble 
W €Cl'ilquexeWeuUnñnvy. 

10. Une famille de parties d’un espace topologique est appelée 
prébase si les intersections des familles finies de cet ensemble consti- 
tuent une base de cet espace. 

Il découle de 8 qu'il existe, pour toute famille T de parties de 
l'ensemble X, une topologie unique de prébase TV dans X. 

11. On appelle base au point x de l’espace topologique À une 
famille de voisinages de x telle que chaque voisinage de x contient 
un voisinage appartenant à cette famille. On appelle prébase au 
point x une famille d’ensembles pour laquelle les intersections de 
ses sous-familles finies constituent une base au point x. 


Recouvrements 


12. Les recouvrements dont il s'agira ici seront en général des 
recouvrements d’un espace topologique par ses parties ou desrecouvre- 
ments d’une partie d’un espace topologique par d’autres parties 
de cet espace. Pour souligner que le recouvrement considéré d’une 
partie À d’un espace topologique X est constitué par des parties 
de X qui peuvent ne pas être contenues dans À nous l’appellerons 
recouvrement de l’ensemble À dans X. 

On dit qu’un recouvrement l'est inscrit dans un recouvrement A 
si chaque ensemble de [' est contenu dans un certain ensemble de A. 

Ün recouvrement est dit localement fini si chaque point de l’espace 
possède un voisinage qui rencontre seulement un nombre fini d'’élé- 
ments du recouvrement. 

Un recouvrement est dit ouvert (resp. fermé) s'il est constitué 
par des ensembles ouverts (resp. fermés). | 

13. Dans tout recouvrement ouvert d'un espace topologique X on 
peut inscrire un recouvrement constitué d'ensembles d'une base donnée 
de X. 

Un tel recouvrement est constitué, par exemple, par des ensem- 
bles d’une base et contenus dans des ensembles du recouvrement 
donné. 
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2. Distance 


1. Une fonction p à valeurs réelles non négatives, définie sur le 
carré À X XÀ d’un ensemble X est appelée distance sur X lorsque 
les trois conditions suivantes sont remplies : 

a) p (x, y) —0 si et seulement si z —7y; 

b) p (x, y) —p (y, x) quels que soient x, yEX; 

c) p (x, z) < p (x, y) + p (y, z) quels que soient x, y, z € X. 

Un ensemble muni d’une distance est appelé espace métrique. 
La notation standard pour la distance est dist. 

Par abus de langage les valeurs de la fonction de distance sont 
appelées distances; l'inégalité c) est appelée inégalité du triangle 
ou inégalité triangulaire. 

2. L'exemple fondamental d'espace métrique est l’espace eucli- 
dien R" usuel à nr dimensions (n > 0), i.e. l’ensemble des suites 
constituées par r nombres réels {x;}* dans lequel la distance entre 


n 
les suites {x;}* et {y,}° se détermine par D (x; — y) |. La droite 


R! est identifiée avec le corps des nombres réels désigné par KR. 
En passant des suites à n termes {x;}* à des suites infinies 
O0 n 
{x,}®°, soumises à la condition Da< co, et en remplaçant D par 
C0 


>, dans la formule pour la distance, on obtient la définition de 


ï 
l’espace hilbertien standard !.. 

3. On appelle boule de centre xs € X-et de rayon r > 0 dans un 
espace métrique À l’ensemble de tous les x € X tels que dist (to, x) < 
< r. L'inégalité correspond à une boule ouverte, tandis que l'égalité 
définit une sphère. La boule unité et la sphère unité de l’espace R”, 
i.e. la boule et la sphère de centre (0, ..., 0) et de rayon 1, sont 
simplement appelées boule de dimension n et sphère de dimension 
n — 1; on les désigne par D" et S'-1, En particulier, D° est. un 
point, S° est un couple de points, S-! — . En outre, nous posons 
D' = @ pour n < —1 et S$® = @ pour n < —2. 

4. On appelle distance des ensembles À et B, et on note Dist (4, B), 
le nombre infsea, yes dist (x, y). En particulier | lorsque a est un 
point, on a 


Dist (a, B) = infeg dist (a, y). 


On appelle diamètre de fl'ensemble À, et on note diam 4, le 
nombre sup, yea dist (x, y). Un ensemble de diamètre fini est dit 
borné. | 


2—0824 
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Topologie métrique 


5. L'inégalité du triangle montre que si une boule ouverte de 
centre x, et Ge rayon r contient un point x,, alors elle contient la. 
boule ouverte de centre x, et de rayon r — dist (x9, x). Par consé- 
quent, l'intersection de deux boules ouvertes d’un espace métrique 
contient, pour chaque point de cette intersection, une certaine boule 
ouverte de centre en ce point. Puisqu'’en outre les boules ouvertes 
recouvrent l’espace, elles constituent la base d’une topologie (voir 
1.9). Ainsi un espace métrique se munit d’une topologie. 

La topologie décrite est dite métrique. Par la suite, nous considé- 
rerons sans l’indiquer explicitement tout espace métrique comme 
topologique, la topologie métrique étant sous-entendue. En particu- 
lier, ceci se rapporte aux espaces R” et Z.. 

Un espace topologique dont la topologie est métrique relative- 
ment à une certaine distance est dit métrisable. 

6. Les boules ouvertes de centre en un point d’un espace métrique 
constituent évidemment une base en ce point. La partie de cette 
base constituée par les boules de rayon 1/n (n — 1, 2, ...) est 
également une base en ce point. 

7. On appelle voisinage métrique de rayon r >> 0 d’une partie À 
d'un espace métrique X l’ensemble de points x € À tels que 
Dist (4, x) <r. Etant réunion des boules ouvertes de rayon r de 
centres en les points de À, cet ensemble est un ouvert, i.e. effective- 
ment un voisinage de À. 


3. SOUS-ESpaces 


1. Dans ce sous-paragraphe, nous étudions la topologie induite: 
elle transforme une partie À d’un espace topologique À en un espace 
topologique indépendant. Cette topologie se définit de la manière 
suivante: ses ensembles ouverts sont des intersections de la forme 
À N B, où B est un ouvert de X. Il est évident que les conditions de 
la définition 1.1 sont satisfaites. Il est également clair que les ensem- 
bles fermés dans cette topologie sont précisément des intersections 
de la forme À f] PB, où BP est un fermé de X. Les parties de X munies 
de la topologie induite sont appelées sous-espaces. 

Un couple (X, À) constitué par un espace topologique X et 
son sous-espace À est appelé couple topologique. Un triplet (X, À, B} 
formé d’un espace topologique X et de ses sous-espaces À, B tels 
que B & À s'appelle triplet topologique. 

2. Un ensemble de À, sous-espace de X, ouvert ou fermé dans X, 
le sera dans À. Si À est ouvert, tout ouvert de À est également ouvert 
dans X. Si À est fermé, tout fermé de À est également fermé dans X. 
Dans tous les cas BE AC X implique Cl,B — (ClxB) N À. 
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Il est clair que si [est une base (resp. prébase) de l’espace X, 
les ensembles À fN B pour B € l' constituent une base (resp. prébase) 
de l’espace À. 

La topologie induite, comme on voit immédiatement d’après 
sa définition, est transitive : si B est un sous-ensemble d’une partie À 
d’un espace X, les topologies induites dans B par les inclusions 
BA et B€ X coïncident. 

3. Soient À un espace métrique et À une partie de X ; la restric- 
tion de la fonction dist à À X À est évidemment une distance sur À. 
Par conséquent, toute partie d'un espace métrique est également 
un espace métrique. Evidemment, la topologie métrique de ce 
dernier coïncide avec la topologie induite par la topologie métrique 
de l’espace sous-jacent. 

4. Les constructions étudiées dans ce sous-paragraphe élargissent 
considérablement notre liste d'exemples non triviaux d'espaces 
topologiques: elle comprend maintenant tous les sous-ensembles 
des espaces K” et Z,. En particulier, les boules et les sphères de 
l’espace R” sont des espaces topologiques. Nous indiquerons encore 
ici les cubes de l’espace R" définis par les inégalités de la forme 
Lt La ra (i —AÂ1,...,n), où a, ..., &,, a sont des 
nombres réels et a > 0. Lorsque x, — ... —a, —0 et a — 1, 
on dit que le cube en question est un cube unité et on le désigne par 7”. 
Le segment unité 7! est également désigné par 1. 


Recouvrements fondamentaux 


5. Un recouvrement T' d’un espace X est dit fondamental si est 
ouvert (resp. fermé) chaque ensemble dont l'intersection avec tous: 
les ensembles B € T est ouverte (resp. fermée) dans B. 

Il est évident que tout recouvrement dans lequel on peut inscrire. 
un recouvrement fondamental est lui-même fondamental. 

6. Tous Les recouvrements ouverts de même que tous les recouvrements: 
finis et localement finis fermés sont fondamentaux. 

Les cas d’un recouvrement ouvert ou d’un recouvrement fermé. 
fini sont évidents. Soit L'un recouvrement localement fermé d'un 
espace X: Construisons à partir des ensembles ouverts qui rencontrent 
seulement un nombre fini d'éléments de [ un recouvrement A de 
l’espace X. Puisque A est fondamental, nous démontrerons que F 
l’est également en établissant que les recouvrements des ensembles 
U € À par les intersections U NB, B € [’, sont fondamentaux. Mais 
ceci découle du fait que les recouvrements considérés sont finis et 
fermés. 

7. Un triplet (X, À, B), où X est un espate topologique et À! 
et B ses parties qui constituent son recouvrement fondamental, 
s'appelle friade. Aïnsi l’espace X constitue avec ses parties À, PB 
une triade lorsque Int À |] Int B — X, ‘et également lorsque À {| 
UB = X et les ensembles 4, B sont fermés. | 


2% 
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4. Applications continues 


T1. Une application d’un espace topologique X dans un espace 
topologique Ÿ est dite continue si l’image inverse de tout ouvert 
(resp. fermé) de Ÿ est un ouvert (resp. fermé) de X. 

Une application f: (X, À,,..., A») — (Ÿ, B,, ..., B,), où 
les À,, ..., À, sont des parties de X et les B,, ..., B, sont des 
parties de Ÿ est dite continue si l'application abs f: X —Y 
"est. 

Remarque utile: pour que l'application X — Y soit continue 
il suffit que soient ouvertes les images inverses d’ensembles d’une 
certaine prébase de Y. 

2. Il est évident que si les applications f: X —+ Y et g: Y +7 
sont continues, alors leur composée gof: X — Z l’est aussi. Il 
est également clair que l'application identique id X: X —+ X est 
continue pour tout espace topologique X 

Il découle de la définition de la topologie induite que si l’appli- 
cation f: À — Ÿ est continue et les ensembles À, B de X, Ÿ véri- 
fient f (A) B, l'application ab f: À — B est continue. En parti- 
culier, la restriction f |A: À —> Ÿ d’une application continue jf : X — 
— Ÿ à un sous-ensemble quelconque À de X est continue. Par exem- 
ple, l’inclusion dans un espace de ses parties est une application 
continue. 

Si l’abréviation ab f d’une application f: À —+ Ÿ est définie 
sur X tout entier, alors sa continuité découle non seulement de la 
continuité de f, mais à son tour implique la continuité de celle-ci. 
En particulier, l'application f: À — Ÿ est continue si et seulement 
si l'application ab f: X — f (X) l'est. 

3. Il est clair que si L est un recouvrement fondamental d'un 
espace X, la continuité de l'application f: X — Ÿ découle de la 
continuité des restrictions f |A pour À € l. Enoncé équivalent: 
soit l'un recouvrement fondamental d'un espace X et supposons donnée, 
pour chaque ensemble À ET, une application continue fa: À + Ÿ 
telle que fa (x) — fs (x) ss xEA NB(4, B ET); alors l'applica- 
tion f: À — Ÿ, définie par la formule 


(x) -fa(x) pour x£€A (AE), 
æst continue. 

: 4. Une application continue est dite ouverte (resp. fermée) si les 
images des ensembles ouverts (resp. fermés) sont ouvertes (resp. 
formées). 

Il est évident que la composée d'applications ouvertes (resp. 
fermées) est ouverte (resp. fermée). 

Indiquons une condition suffisante utile pour qu'une application 
soit ouverte: une application continue f: X — Ÿ est ouverte s'il 
existe pour chaque point y € Ÿ un voisinage U, et une application 
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continue g,: U, — X tels que la composée j + g, coïncide avec in: 
U, — Ÿ. Démonstration: dans ce cas f (4) — Uyeyg," (A) pour 
chaque partie À de X. 


Continuité en un point 


5. Une application f: À —- Ÿ est dite continue en un point x € X 
si pour chaque voisinage V du point j (x) il existe un voisinage U 
du point x tel que f(U)€ V. | 

Reformulons la définition précédente en évoquant moins d'en- 
sembles ouverts. Supposons que l'application f: À — Y est donnée 
avec une certaine base À au point x € X et une certaine prébase E 
au point f (x) € Y. Il est clair que pour la continuité de l’applica- 
tion f au point x il faut et il suffit que chaque voisinage VEE 
contienne l’image d’un voisinage U € A. | 

Dans le cas où X et Ÿ sont des espaces métriques, et les bases A 
et E sont constituées par des boules ouvertes à centres aux points x 
et f (x), cette dernière proposition nous amène à l'énoncé numérique 
suivant si populaire en Analyse: une application f: À — Ÿ est 
continue au point x € X si pour chaque € positif il existe un 6 positif 
tel que l’image d’un point quelconque x’ € X dont la distance de x 
est inférieure à Ô est éloignée du point f (x) d’au plus €. 

6. Une application f: X — Ÿ est continue si et seulement si elle 
l'est en chaque point. 

Démonstration. Si l'application f est continue et V 
est un voisinage du point f (x), alors f-! (V) est un voisinage du 
point x et l’on a f(f1(V) & y. 

Si l'application f est continue en chaque point et V est un voisi- 
nage ouvert dans Ÿ, alors chaque point de l’ensemble f-* (V) est un 
point intérieur, puisqu'il possède un voisinage qui s'applique dans V. 


Homéomorphismes et plongements 


7. La continuité d’une application bijective f: À — Y n'implique 
pas celle de l’application inverse f-!: Y — X. Par exemple, l’appli- 
cation inverse de l'identité d’un ensemble, muni de la topologie 
discrète, sur ce même ensemble, muni d’une autre topologie, n’est 
pas continue. 

Une application bijective f telle que les deux applications f et 
f-! sont continues s’appelle homéomorphisme. Lorsqu'il existe un 
homéomorphisme X —> Ÿ, on dit que l'espace Ÿ est homéomorphe 
à l’espace X. | 

Il est évident que l'application identique d’un espace est un 
homéomorphisme, que l’application inverse d’un homéomorphisme 
et la composée de deux homéomorphismes sont des homéomorphismes. 
Par conséquent, l’homéomorphisme est upe relation d'équivalence. 
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8 (Exemples). La boule ouverte Int D" est homéomorphe à R”. 
L'homéomorphisme standard R°—- Int D" se note: 


2x arc tg (dist (0, x))/n dist (0, x) si x 0, 
F7 0 si x =0. 


Le cube 7" est homéomorphe à la boule D”, sa partie intérieure 
Int 7" est homéomorphe à Int D", tandis que sa frontière Fr 7" 
est homéomorphe à Fr D, i.e. à S7-!, Les homéomorphismes D? — 
— I", Int D'—- Int 27, Fr D + Fr fr représentent une transla- 
tion d'un vecteur (ort; + . + ort,)/2, où ort,, ..., ort, dési- 
gnent les vecteurs (1, 0, ..., 0), ..…, (0, ..., O0, 1), suivie d’une 
projection centrale. 

La sphère S" dont on a éliminé un point unique est homéomorphe 
à R". L'’homéomorphisme R"—- SK ort, peut être composé de 
l’homéomorphisme {x,, . .., æ,}> {0, x,, ..., x,} de l’ espace R° 
sur le sous-espace correspondant de l'espace R"*}, suivi de la 
projection stéréographique, i.e. de la projection de ce sous- espace 
sur S° K ort, à partir du point ort.. 

9. On appelle plongement, ou plus précisément plongement topo- 
logique, une application f: X — Y lorsque ab f: X —f(X) est un 
homéomorphisme. Par exemple, l'inclusion d’un sous- espace dans 
l’espace sous-jacent est un plongement. 


Rétractions 


10. On. appelle rétraction une application d’un espace sur son 
sous-espace quand elle coïncide sur ce dernier avec l'identité. Le 
sous-espace sur lequel on peut effectuer la rétraction s'appelle 
rétracte d’un espace donné. 

Chaque point d’un espace topologique est son rétracte. Un couple 
de points peut ne pas être un rétracte. Par exemple, l'intervalle 
fermé ne peut être rétracté sur sa frontière: une telle rétraction 
serait sur cet intervalle une fonction réelle continue prenant deux 
valeurs et ne possédant pas de valeurs intermédiaires. 

11. Une partie À d'un espace topologique X est son rétracte si et 
seulement si toute application continue À —+ Ÿ se prolonge en une 
application continue X — Ÿ quel que soit l’espace topologique Y. 

Démonstration. Soient p: À + À une rétraction et 
f: À —+ Ÿ une application continue; la composée f° p prolonge 
f à X. 

Si une application continue À — Ÿ se prolonge en une applica- 
tion continue XŸ — Ÿ, alors l'identité À — À se prolonge en une 
application continue À — À, qui sera justement une rétraction. 
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Fonctions numériques 


12. Le théorème connu de l’Analyse sur la continuité des fonc- 
tions, résultats des opérations arithmétiques sur des fonctions con- 
tinues, est évidemment valable pour les fonctions numériques défi- 
nies sur un espace topologique. Il en va de même pour le théorème 
de la continuité de la limite d’une suite uniformément convergeante 
de fonctions continues. 

13. Si X est un espace métrique et À un sous-ensemble de X, alors 
Ja fonction À — R définie par la formule x Dist (x, À) est con- 
{inue. 
. Démonstration. Six, yEX,zE€A,on a Dist (x, À) < 
< dist (x,°2) < dist (&, y) + dist (y, z). Par conséquent Dist (x, À) < 
< dist (x, y) + Dist (y, À) quels que soient x, y € X; puisque zx 
et y jouent un rôle symétrique dans cette démonstration, on a 
| Dist (x, À) — Dist (y, À) | < dist (x, y). 

14. On dit qu'un sous-ensemble À d’un espace topologique X 
est découpable s'il existe une fonction continue f: À — I telle que 
f(x) =0 pourxz € À et f (x) > 0 pour x € XX À. Nous dirons alors 
qu'une telle fonction découpe l'ensemble À. 

Il est évident que tous les ensembles susceptibles d’être découpés 
sont fermés. Réciproquement, tout ensemble fermé d’un espace 
métrique est découpable: un sous-ensemble fermé À d'un espace 
métrique est découpé par la fonction zx min (1, Dist (x, A)) par 
exemple. 


9, Axiomes de séparation 


1. Dans ce sous-paragraphe et les deux suivants, nous énonçons 
des conditions supplémentaires, souvent imposées aux structures 
topologiques. On reconnaîtra les propriétés familières des sous-espa- 
ces des espaces R’. 

2. D'une douzaine « d’axiomes de séparation » nous aurons besoin 
des quatre suivants: 

T,;. Pour deux points distincts quelconques a, b d'un espace topo- 
logique il existe un voisinage du point a qui ne contient pas le point b. 
Enoncés équivalents: le point est un ensemble fermé; les ensembles 
finis sont fermés. 

T,. Deux poinis distincts quelconques possèdent des voisinages dis- 
joints. 

T;,. Un point quelconque et un ensemble fermé quelconque ne conte- 
nant pas ce point possèdent des voisinages disjoints. Enoncé équivalent : 
chaque voisinage d'un point quelconque contient l’adhérence d'un voisi- 
nage de ce point. 

T,. Pour deux ensembles fermés disjoints il existe des voisinages 
disjoinis. Enoncé équivalent : chaque voisinage d’un ensemble fermé 
contient l’adhérence d’un voisinage de cet ensemble. Autre énoncé 
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équivalent : pour chaque famille finie d'ensembles fermés deux à deux 
disjoints il existe des voisinages de ces ensembles à adhérences disjointes. 

8. L'axiome T, découle de l'axiome T, mais ne se déduit pas, 
comme le montrent des exemples évidents, des axiomes T, et T,. 

Les espaces qui vérifient l’axiome T, sont dits espaces de Haus- 
dorff où espaces séparés; ceux pour lesquels on a à la fois les axiomes 
T,et T; sont dits réguliers, tandis que ceux qui vérifient les deux 
axiomées T,et T, sont dits normaux. La normalité implique la régu- 
larité : le fait qu'un espace est régulier implique qu'il est un espace 
de Hausdorff. 

4. Il est clair qu'un sous-espace d’un espace de Hausdorff est 
également un espace de Hausdorff, un sous-espace d’un espace 
régulier est régulier et un sous-espace fermé d'un espace normal est 
normal. 

Information. Un sous-espace non fermé d’un espace nor- 
mal peut ne pas être normal; voir [11]. 

5. Un rétracte d'un espace de Hausdorff : est fermé. 

Démonstration. Soient À un rétracte d’un espace de 
Hausdorff X, p: X —+ À une rétraction, b un point n’appartenant 
pas à À. Puisque l'application p est continue et l'espace X est un 
espace de Hausdorfi, les points b, p (b) possèdent des voisinages dis- 
joints U, V tels que p (: U) & V; cette inclusion implique p (x) = x 
lorsque zŒEU, ie. U n'a pas de points communs avec À. Par con- 
séquent, tout point qui n'appartient pas à À est un point extérieur 

e À. 

6. Tout espace métrique est normal. 

Démonstration. Que les espaces métriques vérifient 
l’axiome T, est évident; vérifions T,. Soient À, B des sous-ensembles 
fermés disjoints d’un espace métrique. Posons 


U — {4 |Dist (x, A) < Dist (x, B}}, 
— {x | Dist (x, B) <Dist (x, 4)}. 
Puisque Dist (x, À), Dist (x, B) sont des fonctions continues en x 


(voir 4.13), les ensembles U, V sont ouverts et l'on a évidemment 
UN =get AS U, BC V. 


Fonctions d’Urysohn 


7 (Lemme). Soient A, B des sous-ensembles fermés d'un espace 
topologique X, T' la famille de tous les voisinages de À sans points 
communs avec B, et enfin À l’ensemble des nombres binaires rationnels 
de l'intervalle fermé I (i. e. des nombres de la forme m/21, où m, q sont 
des entiers non négatifs et m< 21). Si X est normal, il existe une 
application æ: A > T' telle que 


Clp(r)€ œp(r:) pour ri ro. (1} 
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Démonstration. Posons œ (1) — À KB et prenons en 
guise de (0) un voisinage de l’ensemble À contenu, avec son adhé- 
rence, dans À X B (deuxième énoncé de l’axiome T,). Si les valeurs 
de œ (r) sont déjà définies, la condition (1) étant vérifiée pour les 
nombres r — m/21 € À lorsque q — n, on peut étendre cette défini- 
tion, en conservant la propriété (1), aux nombres r —m/27+1 € A: 
en guise de (r) pour r —m/2%+#l € À, avec m — 2k + 1, on peut 
prendre un ouvert quelconque contenant CI @ (k/2") et contenu 
avec son adhérence dans œ ((4 + 1)/2”). Cette récurrence nous amène 
à l’application @: À — [' qui vérifie la propriété (1). 

8. Pour deux sous-ensembles fermés. disjoints quelconques À, B 
d'un espace normal X, il existe une fonction continue X — I, égale 
à O sur À et à 1 sur B. 

Démonstration. En appliquant le lemme précédent et 
les notations correspondantes, définissons la fonction. f:. À —> Î par 
la formule 


{ inf{r|@(r)3zx} si x Ep (1), 
jG)= 1 si zEXX (1). 


Il est clair que cette fonction est égale à 0 sur À et à 1 sur B. Pour 
démontrer sa continuité montrons que les intervalles [0, rf, Jr, 1], 
où rE À, constituent une prébase de l'intervalle fermé 7 et que 
f2 (10, rl) = Wrc;p(r), tandis que f1([0, rl) = M: (r’). 
Cette dernière intersection, d’après l'inclusion (1), coïncide avec 
NrrsrCl p (r’), de sorte que f-t{lr, 11) = X XKf-1 (0, rl) = 
= À X Nr>r Cl p (r'): Ainsi les intervalles [0, rl, Ir, 1] possèdent 
des images inverses ouvertes et la fonction f est donc continue. 

9. La fonction continue À —- 7, égale à 0 sur un ensemble À € X 
et à À sur un ensemble B & X, est appelée fonction d'Urysohn du 
couple À, B. 

La fonction d’'Urysohn du couple À, B peut s’annuler en dehors 
de À, mais lorsque l’ensemble À est découpable, la formule x +- 
min (f (x) + g (x), 1), où f est une fonction d'Urysohn quel- 
conque du couple À, B, et g une fonction qui découpe À, permet 
d'obtenir une fonction d'Urysohn du couple À, B, positive en dehors 
de À. 

On voit que la démonstration du théorème 8 n’emploie pas l’axio- 
me T.,, de sorte que ce théorème est valable pour chaque espace 
vérifiant T,. La réciproque est également vraie: si, pour deux sous- 
ensembles fermés disjoints quelconques de l’espace X, il existe une 
fonction d'Urysohn, alors X vérifie l'axiome TL. 

Notons finalement que le théorème &8 peut être renforcé en com- 
posant la fonction d'Urysohn avec une transformation linéaire 
tr> 4 + (b — a)t, où a, b sont des nombres réels quelconques. La 
composée sera une fonction continue qui applique X sur l'intervalle 
la, b]l et qui prend la valeur a sur À et b sur B. 
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Théorèmes de prolongement 


10 (Lemme). Soient F un sous-ensemble fermé d'un espace topolo- 
gique X et om: F-— R une fonction continue majorée en valeur absolue 
par un nombre L >0. Si X est normal, alors il existe une fonction 
<ontinue d: À +R telle que 


[p (à) | < L/3 si xCX, 


D (x) — p (x) | £ 2L/3, si xeF. (2) 
Démonstration. Les sous-ensembles de |’ ensemble F 
définis par les inégalités @ (x) < —L/3, œ (x) > L/3 sont fermés 


dans F (et donc dans X} et sont disjoints. Par conséquent, il existe 
une fonction continue w: X — [—L/3, L/3], égale à —L/3 sur le 
premier ensemble.et à L/3 sur le second (voir 9) ; il est clair qu’elle 
vérifie la condition (2). 

11. Si À est un sous-ensemble fermé d'un espace normal X; alors 
toute fonction continue À — R se prolonge en une fonction continue 
X — R. Dans cet énoncé, la droite R peut être remplacée par un inter- 
valle fermé. 

Montrons. d’abord que chaque application continue f de l’en- 
semble À dans un segment se prolonge en une application continue g 
de l’ensemble X sur cet intervalle. On peut supposer qu'ils” agit de 
l'intervalle [—1, 1]. La fonction g se définit comme la somme d’une 
série de‘ fonctions continues g,: À +R qui vérifient les conditions 


18% (x)| L2*-1/3* si «EX, (3) 
HÉDET x)|<< (2/3) si xEA. (4) 


Les fonctions g, se définissent par récurrence. En guise de g,, nous 

prenons la fonction nulle et, supposant les fonctions g,, . .., £a 

construites de manière à satisfaire les inégalités (3) et (4) pour 

k £ n, définissons g,+. en appliquant de lemme précédent à la fonc- 
u | 


tion ® —=f — Ÿ (g; |A) avec F — À et L —(2/3ÿ. Il découle de 
0 


(3) que la suite Ÿ g, converge uniformément sur X, de sorte que sa 


somme est continue (voir 4.12), tandis que (4) implique g la =f. 

Nous servant de la démonstration de la première partie du théo- 
rème, remplaçons la droite R par l'intervalle ouvert ]—1, {[ qui 
lui est homéomorphe. D’après ce que nous venons de démontrer, pour 
une fonction continue donnée f: À —>]—1, Al, il existe certaine- 
ment une fonction continue g: X —+ [-—1, 1] telle que g (x) = f (x) 
pour æ € A. Posons B = g”1 (1) [Jg-! (1). Les ensembles B et À sont 
fermés et disjoints, de sorte que le couple B, À possède une fonction 
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d'Urysohn. Multiplions-la par g. Nous obtiendrons alors le 
prolongement cherché X —-]—1, 1[ de la fonction f. 

12. Si À est un sous-ensemble ‘fermé d'un espace normal X, chaque 
application continue À — R" se prolonge en une application continue 
X — R'. Dans cet énoncé l’espace R" peut être remplacé par le cube. 
… Pour la démonstration, il suffit d'appliquer le théorème 11 aux 
fonctions coordonnées de l'application donnée. 


6. Axiomes de dénombrabilité 


._ 1. Le deuxième.axiome de dénombrabilité affirme l'existence d'une 

base dénombrable dans l’espace considéré. Le premier axiome de 
dénombrabilité dit que l’espace possède une base dénombrable en 
chaque point. Un espace £ est dit séparable s’il existe une partie 
dénombrable P de E partout dense dans E. 

2. Le deuxième axiome de dénombrabilité implique le premier et La 
condition de séparabilité. Pour les espaces métriques le premier axiome 
de dénombrabilité est toujours vérifié, tandis que le deuxième est équiva- 
lent à la séparabilité. 

Le premier axiome de dénombrabilité découle du premier d’une 
manière évidente, et s'obtient facilement (voir 2.6) pour les espaces 
métriques. Pour construire dans un espace à base dénombrable un 
sous-espace dénombrable partout dense, il suffit de choisir un point 
dans chaque ensemble de la base dénombrable. Une base dénombrable 
dans un espace métrique séparable peut être constituée par les boules 
ouvertes de centres en les points de l’ensemble dénombrable partout 
dense et de rayons 1{/n (n — 1, 2, .). 

3. Les espaces R" et L, sont séparables et possèdent donc une base 
dénombrable. 

Dans R" un sous-ensemble dénombrable partout dense est consti- 
tué, par exemple, par les suites {x;}* avec x, rationnels; dans L, 
un tel ensemble est constitué par les suites presque partout nulles 
{x;}® (i.e. possédant un nombre fini de termes non nuls), où les 

nombres x, sont rationnels. 

4. Une partie d'un espace à base dénombrable possède une base 
dénombrable. En particulier, tous les sous-espaces des espaces R" et 
1, possèdent une base dénombrable. 

En effet, une base dénombrable d’un sous-espace s'obtient en 
prenant son intersection avec les éléments de la base dénombrable 
de l'espace: voir 3.2. 

5. Dans un espace séparable toute famille de sous-ensembles ouverts 
deux à deux disjoints est dénombrable. 

En effet, en prenant dans chaque ensemble d’une telle famille 
un point quelconque d’un ensemble S dénombrable partout dense, 
nous obtenons une bijection de cette famille sur S. 
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6. Il est évident qu’une application continue d'un espace topo- 
logique sur un autre fait correspondre un ensemble partout dense 
à un ensemble partout dense. Par ailleurs, une application ouverte 
d’un espace topologique dans un autre applique une base dans une 
base, et une base en un point dans une base en l’image de ce point. 
Par conséquent, l’image d’un espace séparable par une application 
continue est un espace séparable, de plus, l’image par une appliea- 
tion ouverte d’un espace vérifiant le premier ou le second axiome 
de dénombrabilité satisfait le même axiome de dénombrabilité. 

7. Tout espace régulier à base dénombrable est normal. 

Démonstration. Soient À, B des sous-ensembles fermés 
disjoints d’un espace régulier X à base dénombrable. D’après le 
deuxième énoncé de l’axiome T,;, chaque point de chacun des en- 
sembles À, B possède un voisinage dont l’adhérence n’a pas de 
points communs avec l’autre ensemble. Les recouvrements ouverts 
des ensembles À, B ainsi obtenus peuvent être supposés dénombra- 
bles puisqu'ils peuvent être remplacés par des recouvrements inscrits 
constitués par les ensembles de la base dénombrable (voir 1.13). 
Numérotons-les dans l’ordre suivant: UÜ,, U,, ...; Vi, V:, ... et 
posons U, — U,  Ur-t CI V;,, V, — V, Ur CI U; Les ensembles 
U = UeU;,, V = UV, sont ouverts et évidemment disjoints, et 
comme CU; NB =@, Cl V; NA = GS, alors UT A, V = B. 


Théorèmes de plongement et de métrisabilité 


8. Tout espace régulier à base dénombrable peut être plongé dans là. 

Démonstration. Soit X un espace régulier à base dé- 
nombrable l'. Numérotons les couples (U, V) avec UEF, VEFT 
et CIUC V dans l'ordre (U,, V,), (U,, V,), ... et définissons 
l'application f: X — J, par la formule f (x) == {k”‘4 (x)}®, où px 
est une fonction d'Urysohn du couple CI U,, X X V, (voir 7). Lorsque 
z = y, d'après la régularité de l’espace X, il existe un Æ tel que 
zEU, et yE XX V,. Ainsi l’application f est injective. Nous 
montrerons que f est un plongement. 

Puisque les fonctions , sont continues, pour EX, e>0 
et n donnés, il existe un voisinage U du point x tel que 


D (12 (x) — px (to)l/k)2 << 82/2 dès que x EU. En choisissant n de 
Î 


manière à véritier la condition >, k2<<e2/2, nous voyons que 


n+i 
dist (f(xo), f(x)) e. Par conséquent l’application f est continue. 
. Désignons par g l'application inverse de l'application ab ÿf: 
X — f (X)et trouvons pour un point donné y, € f (X) et un voisinage 
donné Ü du point g (y,) un nombre n tel que g (yo) € Un, Vn & U. 
Lorsque y € f (X) et dist (yo, y)}<< 1/n, on a évidemment | a (£g (y))— 
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— En (g (Yo)) | 1. Puisque y, (g (yo)) — 0, la dernière inégalité 
est équivalente à l’inégalité o, (g (y)) <1 qui implique à son tour 
g (y) E Vh. Ainsi, lorsque y Ef(X) et dist (yo, y) <1/n, on a 
g (y) € U. Par conséquent, l'application g est continue. 

9. Un espace topologique à base dénombrable est métrisable si, et 
seulement si, il est régulier. | 

La nécessité de cette condition est contenue dans 5.6, sa suffi- 
sance dans 6. 


7. Compacité 


1. Un espace topologique est dit compact si chacun de ses recouvre- 
ments ouverts contient un sous-recouvrement fini. Par exemple, un 
ensemble fini muni d’une topologie quelconque est compact, par 
contre un ensemble infini muni de la topologie discrète ne l’est pas. 

Il est clair qu’un sous-espace d’un espace topologique X est 
compact si et seulement si chacun de ses recouvrements ouverts dans X 
contient un recouvrement fini. 

2. Un sous-ensemble fermé d'un espace compact est compact. 

Démonstration. Soient À un sous-ensemble fermé d’un 
espace compact À et À son recouvrement dans X. Ajoutons à À 
l’ensemble X À, choisissons dans le recouvrement ouvert obtenu 
de X un recouvrement fini et éliminons-en le dernier ensemble 
X X À (au cas où il n’a pas encore été éliminé). Il est clair que nous 
obtiendrons alors un recouvrement fini de l’ensemble À contenu 
dans A. 

3. Dans un espace de Hausdorff, deux sous-ensembles compacts 
disjoints quelconques possèdent des voisinages disjoints. 

Démonstration. Soient À, B tels ensembles. Si B est 
un point, fixons pour chaque point x € À des voisinages disjoints 
U,, V, des points x, B et choisissons dans le recouvrement ainsi 
obtenu de l’ensemble À par les voisinages U, un recouvrement fini 
Ux,, + .., Ux,; les ensembles [JEU,, et NV, seront alors des voisi- 
nages disjoints de l’ensemble À et du point B. Dans le cas général, 
nous fixons pour chaque point x € B des voisinages disjoints U,, V. 
de l’ensemble À et du point x et choisissons dans le recouvrement 
obtenu de l’ensemble B par les voisinages V, un recouvrement fini 
V,,, -.., V,,; les ensembles QU, UiVx, seront alors des voisina- 
ges disjoints des ensembles 4, B. 

4. Un sous-ensemble compact d'un espace de Hausdorff est fermé. 

En effet, il découle de 8 que tout point d'un espace de Hausdorff 
qui n'appartient pas à un ensemble compact possède un voisinage 
sans points communs avec cet ensemble. 

9. Un espace de Hausdorff compact est normal. 

Ceci découle de 2 et 3. 
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Compacité et recouvrements fondamentaux 


6. Si À est un sous-ensemble compact d’un espace X vérifiant l'axio- 
me T,, chaque recouvrement fondamental dénombrable de X contient 
un recouvrement jini de À. 

Démonstration. Soit U,, U,, ...le recouvrement envi- 
sagé. Si À n’est recouvert par aucun des ensembles [J"U;, alors 
nous pouvons choisir un point dans chacun des ensembles À NUrU;; 
ces points constitueraient un ensemble infini qui aurait avec chacun 
des ensembles U; un nombre fini de points communs. Puisque ces 
intersections sont finies, l’ensemble considéré et tous ses sous-ensem- 
bles seraient fermés ; il serait donc compact (voir 2) et discret à la 
fois, ce qui est en contradiction avec le fait qu'il est infini. 

7. La condition de dénombrabilité dans le théorème 6 est essen- 
tielle. Par exemple, le recouvrement d’un intervalle fermé par 
tous les sous-ensembles dénombrables est fondamental mais ne 
possède pas de sous-recouvrement dénombrable, 


Compacité et applications 


8. L'image d'un espace compact par une application continue est 
compacte. 

Démonstration. Soient f une application continue d’un 
espace compact X sur un espace topologique Ÿ et À un recouvrement 
ouvert de Ÿ. Les ensembles f-1(V), pour V € À, constituent un 
recouvrement ouvert l de X ; il est clair que si U,, ..., U, est un 
sous-recouvrement de l', alors f (U.), ..., f (U.) est un sous-recou- 
vrement du recouvrement A. 

9, Toute application continue d'un espace compact dans un espace 
de Hausdorff est fermée. 

Ceci découle de 2, 8 et 4. 

10. Une application continue bijective d'un espace compact sur un 
espace de Hausdorff est un homéomorphisme. Une application injective 
continue d'un espace compact dans un espace de Hausdorff est un plon- 
gement. 

Ceci découle de la proposition 9 et du fait évident qu'une appli- 
cation bijective fermée est un homéomorphisme. 


Compacité et distance 


11. Un sous-espace compact d’un espace métrique peut être recouvert 
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon € quel que soit & positif. 

Un tel recouvrement peut être choisi dans un recouvrement 
quelconque composé de boules ouvertes de rayon &. 

12. Tout espace métrique compact possède une base dénombrable. 
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Pour obtenir une telle base, il suffit de construire, pour chaque 
entier positif x, un recouvrement fini constitué de boules ouvertes 
de rayon {/n et prendre la réunion de ces recouvrements. 

13. Tout espace métrique compact est borné. 

Ceci découle de 71. 

14. Si X est un espace topologique compact, alors toute fonction 
continue À — R est bornée et prend ses valeurs maximale et minimale. 

Démonstration. Le fait que l'image de X est bornée 
dans R découle de 8 et de 13. D'après 9 cette image est fermée, ce 
qui entraîne à son tour qu'elle contient tous ses points d'adhérence 
parmi lesquels doivent se trouver sa borne inférieure et sa borne 
supérieure. 

15. Soient À et B des sous-ensembles disjoints d’un espace métrique. 
Si À est compact et B fermé, on a Dist (4, B) => 0. 

Démonstration. Puisque À est compact et Dist (x, B) 
est une fonction continue en x € À (voir 4.13), il existe un point 
a E À tel que Dist(a, B) — inf,ea Dist (x, B) — Dist (4, B) 
(voir 1/4). Puisque B est fermé et ad B, on a Dist (a, B) > 0, d'où 
Dist (4, B) > 0. 

16. Soient f une application continue d’un espace métrique X dans 
un espace topologique Ÿ et À un recouvrement ouvert de Y. Si X est 
compact, il existe un nombre positif & tel que pour tout ensemble À € X 
de diamètre inférieur à e, l'ensemble f (A) est contenu dans un élé- 
ment de A. 

Il suffit de montrer que pour un certain € > 0 deux points quel- 
conques x, y € À tels que dist (x, y) < e sont situés dans un même 
ensemble du recouvrement T° —/f* (A). Considérons la boule de 
centre en le point x € X, contenue dans un des ensembles du recouvre- 
ment l'; désignons par VU, la boule ouverte concentrique de rayon deux 
fois plus petit et choisissons, dans le recouvrement de X par les 
boules U,, le recouvrement U,, ..., U,.. Soit e; le rayon de la 
boule U,. et le plus petit des nombres &,. Six, y € X et dist (x, y) < 
< 8, on a dist (t;, x) Le; et dist (x;, y) <dist (t;, x) + 
+ dist (x, y) 2e; pour un certain i, de sorte que x et y sont situés 
dans un même élément du recouvrement l'. 


Compacité dans l’espace euclidien 


17. Les cubes de l'espace R" sont compacts. 

Démonstration. Un cube de l’espace R” se décompose 
d’une manière évidente en 2" cubes; lorsqu'un recouvrement 
F du cube donné par des ensembles ouverts de l’espace R” ne 
contient pas de recouvrement fini, alors il doit jouir de la même 
propriété relativement à un des petits cubes choisi de manière 
appropriée. En répétant ce raisonnement, nous construirons une 
suite décroissante de cubes Q.,,:Q,, ..., chacun desquels est deux 
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fois plus petit que le précédent et dont aucun ne peut être recouvert 
par une famille finie d’enséembles de l'. Pourtant le point commun 
de ces cubes se recouvre par un élément de l qui doit donc recouvrir 
également les cubes Q, pour k suffisamment grand. 

18. Un sous-espace de l’espace R" est compact si, et seulement si, 
il est borné et fermé. 

La nécessité de ces conditions est contenue dans 13 et 4. Sa suf- 
fisance découle de Z7 et ?, puisque des sous-ensembles bornés de 
l’espace R” sont contenus dans un cube. 


Compacité locale 


19. Un espace topologique est appelé localement compact \orsque 
chacun de ses points possède un voisinage à adhérence compacte. 

Il est évident que les espaces compacts sont localement compacts. 
L'espace le plus important localement compact non compact est R"' 
pour n > 0. 

20. Les sous-ensembles fermés d'un espace localement compact sont 
localement compacts. 

En effet, si a est un point d’un sous-ensemble fermé À d’un 
espace localement compact X, et U un voisinage du point a dans À 
à adhérence compacte CI&,U, alors U fN À est un voisinage du point 
a dans À à adhérence compacte Cl, (U MN À). (La compacité de 
l’adhérence Cl, (U MN À) découle du fait que cet ensemble est fermé 
dans Cl$;U(voir 2), ce qui à son tour est une conséquence du fait 
qu'il est fermé dans X.) 

21. Les sous-ensembles ouverts d'un espace de Hausdorff localement 
compact sont localement compacts. 

Démonstration. Soit a un point d'un sous-ensemble 
ouvert À d’un espace de Hausdorff localement compact X ; suppo- 
-sons que Ù est un voisinage du point a dans X à adhérence compacte 
‘Cl, U. Puisque l’espace CI,U est régulier (voir 5), le point a possède 
dans cet espace un voisinage V tel que Clu,uV € U NA. Nous 
montrerons que V est un voisinage du point a dans À à adhérence 
compacte Cl,V. 

Le fait que l’ensemble V est ouvert dans À découle de ce qu’il 
est ouvert dans Ü f] À, ce qui à son tour est une conséquence du 
fait qu'il est ouvert dans Cl,;U. Pour établir la compacité de l’en- 
semble Cl, V, notons que l’adhérence Clor ,u V est compacte (voir 2) 


“et située dans UN] À. Ceci implique, que cette adhérence coïncide 
avec ClynAV ‘et que cette dernière est fermée dans À (voir 4), 
ce qui à son tour implique l'égalité Clun4a V — ClAV. 

22. Soit U un voisinage d'un point a d'un espace localement com- 
pact X. Si X est un espace de Hausdorff, a possède un voisinage à 
adhérence compacte contenue dans U. 
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Démonstration. Puisque l’espace U est localement 
compact (voir 27), le point a y possède un voisinage à adhérence 
compacte; soit V un tel voisinage. Puisque U est ouvert, V l’est 
aussi dans X. L’adhérence de V dans U étant compacte et l’espace X 
un espace de Hausdorff, l’adhérence de l’ensemble V dans U est 
fermée dans X (voir 4) et donc coïncide avec l’adhérence de V dans À. 
Ainsi V est le voisinage cherché. 


23. Les espaces de Hausdorff localement compacts sont réguliers. 
Ceci découle de 22. 


Information: paracompacité 


24. Un espace de Hausdorff est dit paracompact si l’on peut 
inscrire un recouvrement ouvert localement fini dans chacun de ses 
recouvrements ouverts. Sont paracompacts les espaces de Hausdorff 
compacts (ce qui est évident) et tous les espaces métriques. Les sous- 
ensembles fermés d’un espace paracompact sont paracompacts. 
Tous les espaces paracompacts sont normaux. Pour les détails voir [11]. 

On peut montrer qu’un espace paracompact recouvert par des 
ensembles ouverts métrisables est lui-même métrisable; voir [13]. 
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1, Sommes 


I. La somme |[],emX, d'une famille d'espaces topologiques 
{X ,\uewm devient elle-même un espace topologique si l’on déclare 
ouverts (resp. fermés) tous ses sous-ensembles dont les images inver- 
ses par toutes les applications in,: À, — 1]XÂ, sont ouvertes 
(resp. fermées). Il est clair que chacune des applications in, : X,—- 
—+ LJX, est un plongement et que les images in, (X,) sont à la fois 
ouvertes et fermées dans L1X,. 

Soient {Ÿ,} une autre famille d'espaces topologiques indexée par 
le même ensemble M, et f,: X, — Y , des applications continues. 
L'application Lif,: LIX,— 1]Y, est évidemment aussi continue. 

2. Si tous les espaces X, vérifient un des axiomes T,, T,, T;, T,, 
leur somme vérifie le même axiome; il en va de même pour le pre- 
mier axiome de dénombrabilité, ainsi que de la compacité locale 
et de la métrisabilité (si les espaces X , sont métriques, l’espace L1X, 
peut être transformé en un espace métrique en posant : 

dist (in, (x), in, (x’)) = 1, si v = v'ousi v— v’et dist (x, x’) > 


dist (in, (x), in, (x')) = dist (x, z') si v — v' et dist (x, x') < 


Si chacun des espaces X . possède une base dénombrable et 
l’ensemble M est dénombrable, alors la somme possède également 
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une base dénombrable; il en est de même pour la séparabilité. 
Enfin, si chacun des espaces est compact et l’ensemble M est fini, 
alors la somme est compacte. 


2. Produits 

1. Soient X,,..., X, des espaces topologiques. Munissons 
l’ensemble X, x ... x X, d’une topologie en prenant pour base 
la famille de tous les ensembles U, X ... X U,E X, x ... 
... X X, où les U,, ..., U, sont des ouverts dans X,, ..., X,. 
Les conditions de la Resto 1.1.8 sont vérifiées en 
vertu de la formule ... X Un) AUX ... X Ur) — 
=(UnUu)x...x(U,n TA TL: espace topologique obtenu s'appelle 
produit des espaces À ..., 


n° 

Il est évident que si 4,, . .., À, sont des sous-espaces des espaces 
X,,..-., Xh, alors la topologie du produit À, X ... x 4, 
coïncide avec celle qui est induite par l'inclusion À, X ... X A4, 
CX, X ... X Xn. 

Nous avons déjà considéré certains produits sans le mentionner. 
Ainsi R" est le produit de n copies de la droite R de même que 7” 
est le produit de x copies du segment J. 

Le produit de l’espace topologique À par Z est appelé cylindre 
sur X. 

2. Le produit des espaces est commutatif et associatif: on a les 
homéomorphismes canoniques évidents suivants: X, x X,— X, x 
X X, et (X, X X:) X X3 — À; € X X3). On a de même 
(X, X ... X Xn) X Xn = À; X... XX. 

En outre, la multiplication est distributive relativement à la 
sorame : il existe un homéomorphisme canonique évident X X 

X (LluemY y) > yen (X X Ÿ). 

3. Si Les ensembles À,, . .., À, sont ouverts dans X1, ..., Xh, 
l'ensemble A — A, X ... X a est ouvert dans À, X ... X X,. 
Si Ay, - -., An sont fermés, À l'est aussi. Dans jous les cas Cl A — 
=C4, X ... x Cl4,. 

La première assertion découle immédiatement de la définition 
de la topologie dans X, X ... X X,, la deuxième est une consé- 
quence de la troisième ; démontrons donc celle-ci. Le point (x,, . .. 
..., Tn)EXy X ... X X, est un point d’adhérence de l’ensem- 
ble À si et seulement si l'intersection d’un voisinage quelconque 
U, x ... X U, de la base en ce point avec À est non vide, i.e. si 
les intersections des voisinages U,, ..., UÜU, quelconques des points 
Ti, - - +, Zn avec les ensembles À,, ..., À, sont non vides, autre- 
ment dit lorsque les points x,, . .., x, sont des points d'adhérence 
des ensembles À4,, ..., À4,. Ainsi Cl 4 —CI A4, X ... x Cl 4,. 

4. Il est évident que les projections pr;: À, X ... x X, —+ 
— X; sont continues et ouvertes pour des espaces topologiques 
X,,..., À, quelconques. 
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Les ensembles de la forme xf X ... X x?_1 X À; X xiii X … 

… af pour EX; i) sont appelés fibres du produit 

X, X ... X Xn. Il est clair que la restriction de la projection pr; : 

Xi x LE x XX, à La fibre 2! X ... xX xÿ_1 X X; x 

X a%,, X ... x x est un homéomorphisme. Ainsi les fibres sont 
canoniquement homéomorphes aux facteurs. 

À chaque application f: Y — X, x ... x X,, où Ÿ, X,, ... 

., À sont des ensembles quelconques, correspondent les appli- 
cations pr;of: Y —+ X,; pour des applications quelconques f;: Y —- 
— X, il existe une seule application f: Y — X, x ... x X, 
telle que pr; cf —f;. Il est évident que si Ÿ, X,, . .., Ân SOnt 
des espaces topologiques, alors l’application f est continue si et 
seulement si toutes les applications pr;  f le sont. 

Il découle en particulier de cette dernière assertion que l’appli- 
cation diag: À — À X X est continue pour tout espace topologi- 
que À. Notons le fait évident suivant : la diagonale diag (X) est fer- 
mée si et seulement si l’espace X est un espace de Hausdorff. 

5. Il est clair que le produit f, X ... X fn: Ay X ... X Xn —+ 
— Ÿ, X ... X Ÿ, des applications continues f.: X,—Y,,... 

fn Xn + Y, est continu. Il est égaement « clair que le produit. 
x se X fn des. applications ouvertes f,, . .., f, est une appli- 
cation ouverte. | 


6. Si X est un espace métrique, on a évidemment 
| dist (t{,x;) — dist (x,, re) |  dist (x, x) + dist (x;, x) 


quels que soient les points x,, x,, x,, x, de X. Cette inégalité montre 
que la fonction dist: À x X — R est continue. 


_Propriétés du produit 


7. Le produit d'espaces vérifiant T, est un espace du même type. 
Le produit d’ espaces de Hausdorff est également un espace de Hausdorff. 
Le produit d'espaces réguliers est régulier. 

Les deux premières assertions sont évidentes; montrons que le 


produit des T;-espaces X,, . .., X, est. un espace du même type. 
Soit U un voisinage du point (x,, ..., x.) dans X, X ... x X,. 
Trouvons d’abord pour les points x;, . .., x, des voisinages Ü:, ... 

, UV, tels que U, X ... x U, € U, et ensuite des voisinages: 


V,, ..., V, tels que Ve U,..., CI V, € U,. Puisque 
CV, x... X V,) =CV, x... x CV, 


(voir 4), onaCGI(V x... x) € U. 


Information. Le produit d'espaces normaux n'est pas 
nécessairement normal; voir [14]. 


8. Si Sy, + -., Sn sont des sous-ensembles partout denses d’espa- 
ces À,, ..., X.. “l'ensemble S, X ... X S, est évidemment 
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partout dense dans X, X ... X X,. Par conséquent, Le produit 
d'espaces séparables est un espace séparable. 

Si [,, ..., l, sont des bases d'espaces X,, ..., X,, les en- 
sembles U, x ... x U,, U, ET, ,..., U, ET,, constituent une 
base de l’espace X, X ... X X,. Par conséquent, Le produit d'es- 
paces à base dénombrable possède une base dénombrable. 

Si l,,. T, sont des bases d'espaces X,, ..., X, aux points 
Lis + 2, les ensembles U, X... x UK, U,E T.. .e. Un EF,, 
constituent une base de l'espace X, X ... X x, au point (x, ... 


+, Zn). Par conséquent, Le produit d'espaces vérifiant le premier 
axiome de dénombrabilité le vérifie également. 

9. Le produit d'espaces métrisables est métrisable. 

De plus, si les espaces X,,..., X, ont une structure d'espace 


métrique, alors le produit X*, X ... X À, se munit d'une telle 
structure à 1’ aide de la formule canonique dist ((r1, . . ., æn), (x, ... 
RE) ù  (dist (rs, xi))TPP. 


10. Le produit d'espaces compacts est compact. 

Il suffit d'effectuer la démonstration dans le cas de deux espaces. 
Soient X, Ÿ des espaces compacts et [un recouvrement ouvert de 
l’espace X X Y. Inscrivons dans T un recouvrement À constitué 
par des ensembles ouverts de la forme U X V (voir 1.1.13). Puisque 
les fibres x X Ÿ sont homéomorphes à Y, tandis que Ÿ est compact, 
on peut indiquer, pour chaque point x € À, une famille finie A, — 
= {Ui(x) X V: (x) qui constitue une partie du recouvrement À 
et qui recouvre entièrement x X Ÿ (voir 1.7.2); en outre on peut 
admettre que chacun des ensembles VU; (x) contient x. Puisque les 
ensembles ÙU, = ME%U; (x) sont ouverts et recouvrent X, et X 
est compact, nous voyons que À est recouvert par une famille finie 

ms es Un : il est donc clair que A’ = ([Jÿ21A,, est un recou- 
vrement de l’espace X x Ÿ. En remplaçant chacun de ces ensembles 
par l'élément du recouvrement [ qui le contient, nous obtiendrons 


un sous-recouvrement fini du recouvrement F. 
11. Le produit d'espaces localement compacts est localement 


compact. 
Démonstration. Si U,,..., U, sont des points x, € 
EX,,..., In E Xh, alors U, X ... X U, est le voisinage du 
point (x, ..., x.) dans X, X ... X X, dont l’adhérence 
CI (U, X ... X U,) coïncide avec CI U, x ... x CI U, (voir ä); 


elle est donc compacte, puisque les ensembles CI U,, ..., Cl U, 
le sont (voir 10). 


Application pratique: une méthode de construction 
d’applications continues 
12. La proposition Z4 ci-dessous permet d'établir la continuité 
de certaines applications, dans des situations qui ressemblent à celle 
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envisagée dans le théorème 1.4.3, lorsque ce dernier est inapplicable. 

13 (Lemme). Soit f: À x 0 —+Z une application continue qui 
envoie la fibre x, X Q en un point. Si l’espace Q est compact, il existe 
pour tout voisinage W du point f (xo X Q), un voisinage U du point 
x tel que f(U.X Q)e W. 

Démonstration. Choisissons pour chaque point g€ Q 
un voisinage U, du point x, et un voisinage V, du point q tels que 
FU XVIe W. Si l’espace © est compact, il se recouvre par une 
famille finie Vs, -.., Vas et il suffit de poser U — Ni UV qe 

14. Soient X, Ÿ, Z, Q des espaces topologiques, À une partie 
de X, Bun fermé dd Y etf: X X Q—2Z, g: Y — X des applications 
continues telles que les ensembles f (x X Q). x € À, se réduisent à un 
point et g(B) © À. Si © est compact, pour toute application conti- 
nue @: YKX B—Q l'application h: Y —- Z définie par la formule 


)- | f(g(y), p(y)) si yEYxXE, 
f(g(Y)xXQ) si YEB 


est continue. 

Démonstration. La continuité de k aux points de l’en- 
semble Ÿ  B est évidente; vérifions-la au point y € B. D'après le 
lemme /3, pour chaque voisinage W du point h (y) il existe un voi- 
sinage U du point g (y) pour lequel f{(U x* Q)= W. Il découle de 
cette dernière inclusion que À (g” (U)) = W; il ne reste qu'à remar- 
quer que g”! (U) est un voisinage du point y. 


Information 


15. La définition du produit d'espaces topologiques s'étend 
évidemment au cas où le nombre de facteurs est infini; le produit 
d'espaces compacts est toujours compact. Pour les détails voir [3]. 


3. Espaces quotients 


1. L'ensemble quotient X/f d’un espace topologique X par une 
partition f se munit d’une topologie naturelle: un ensemble est 
ouvert (resp. fermé) lorsque son image inverse par l'application 
pr: X — X/f est ouverte (resp. fermée). Cette topologie naturelle 
s'appelle topologie quotient et l’ensemble X/f muni de la topologie 
quotient est appelé espace quotient de l'espace X par la partition f. 

Il est clair que l’application pr: X — X/f est continue. 

Dans le cas particulier où tous les éléments de la partition f, 
sauf l'élément unique À, sont des points, l’espace X/f est appelé 
espace quotient de l’espace X par À ; on le désigne par X/A. 

2. Il découle de la définition de la topologie quotient que, quels 
que soient des espaces topologiques X, Ÿ, leurs partitions f, t et 
une application continue f: X — Ÿ qui envoie les éléments de la 
partition f dans des éléments de la partition t, l'application fact f: 
X/f— Y/t est continue. En effet, si U est un ouvert dans Y/f, 


38 ESPACES TOPOLOGIQUES _ [CH. 1 


l'ensemble f-E (pr-! (U)) est ouvert dans X, d'où l’on tire, d’après 
l'égalité f-! (pr ?(U)) — pr !((fact f) ! (U))}, que l’ensemble 
{fact f)-! (U) est ouvert dans X/ 

Si les éléments d’une partition t sont des points séparés, alors 
Y/t = Y, tandis que pr: Ÿ —+ Y/t est l'identité. Dans ce cas la 
correspondance f > fact f détermine une bijection entre les appli- 
cations continues X — Ÿ constantes sur les éléments de la parti- 
tion f et les applications continues X/f — Y. 

3. Il découle en particulier du précédent que la continuité d’une 
application f: À — Ÿ implique celle de son quotient injectif 
fact j: X/zer (f) + Y. La réciproque est également vraie. Chaque 
application f d’un espace topologique X dans un espace topologique Y 
peut être représentée comme la composée des applications X FH 


Ts X/1er (PTS Yet donc la continuité de fact f implique celle de f. 


4. Une application continue dont le quotient injectif est un 
homéomorphisme est dite décomposable. Définition équivalente : une 
application j d'un espace topologique À dans un espace topologique Y 
est décomposable si d’une part f (X) — Ÿ et d'autre part l’image 
inverse f-!(B) de l’ensemble B est ouverte si et seulement si B 
est ouvert. Une autre définition équivalente s’obtient en remplaçant 
dans ce dernier énoncé les ensembles ouverts par des fermés. 

On conçoit aisément que, la composée de deux applications 
décomposables est décomposable et que leur quotient injectif est 
un homéomorphisme. De même, si une application f est décompo- 
sable et la composée g ° f continue, l’application g est continue; 
si une application f est continue et la composée g « f décomposable, g 
est décomposable. 

_ La classe la plus importante d'applications décomposables est 
celle des projections sur les espaces quotients. Une condition suffi- 
sante — pas trop fine — pour qu’une application f: X — Ÿ, 
f (X) = Ÿ, soit décomposable est qu'elle soit ouverte (resp. fermée). 

5. Le passage aux espaces quotients est transitif: si Î est une 
partition d'un espace X, et f’ une partition de l'espace X/f, alors 
l’espace quotient (X/f)/f' est canoniquement homéomorphe à X/t, 
où t est la décomposition de l’espace X en images inverses des élé- 
ments de la partition f’ par la projection À —+ X/f. On définit 
l’homéomorphisme canonique comme étant le quotient injectif de 
la projection composée X —+ X/f — (X/f)/f'; le fait que celle-ci 
est effectivement un homéomorphisme découle du fait qu'elle est 
décomposable (voir 4). . | 

6. Si des ensembles À, B constituent un recouvrement fondamental 
d'un espace X, l'application 


fact [in: À — X]: 4/A NB — X/B 


est un homéomorphisme. 
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Pour la démonstration, il suffit d'établir que l’ensemble V — 
— [pr: X— X/B1-1 (fact in (U)) est ouvert dans X lorsque U est 
un ouvert de l’espace quotient A/A f\B. Mais ceci découle des 
égalités 
VNA=Ipr: 4->A4/AfN BT{(U), 
B si pr(AfNB)EU, 
VnB— si P (ANB)E 
@ si pr(ANB)éU. 


Propriétés des espaces quotients 


7. Il est évident qu’un espace quotient X/f vérifie l’axiome T, 
si et seulement si les éléments de la partition f sont fermés; il est 
un espace de Hausdorff si et seulement si deux éléments quelconques 
de la partition f possèdent des voisinages disjoints saturés. Si dans 
cette dernière condition on remplace un de ces éléments de f par un 
ensemble fermé saturé, on obtiendra une condition équivalente 
à l’axiome T;. pour X/f: en remplaçant ces deux éléments de f par 
des ensembles fermés saturés on obtient une condition équivalente 
à l’axiome T, pour X/f. 

Il est également clair que X/f possède une base dénombrable 
si et seulement si X contient une famille dénombrable d’ensembles 
ouverts saturés telle que chaque ouvert saturé se représente sous 
forme de réunion d’une certaine sous-famille de cette famille. 

Il découle de 1.6.6 qu’un espace quotient d’un espace séparable 
est également séparable. 

Il découle de 1:7.8 que l’espace quotient d’un espace compact 
est toujours compact. 


Le cas des partitions fermées 


8. Une partition f d’un espace X est dite fermée si pr: X — X/f 
est une application fermée. Condition équivalente: le saturé d’un 
ensemble fermé quelconque est fermé. 

Il est clair qu’une partition dont un seul élément est un ensemble 
ayant plus d'un point est fermée lorsque cet ensemble est fermé. 

9. L'espace quotient d'un T,-espace par une partition fermée est 
un espace du même type. L'espace quotient d'un espace normal par une 
partition fermée est normal. 

La première proposition est évidente et il suffit donc de démon- 
trer que X/f est un T,-espace lorsque f est une partition fermée d’un 
Ti-espace X. Soient F., F, des fermés disjoints saturés dans X. 
X étant normal, les ensembles F,, F, possèdent des voisinages dis- 
joints. Puisque la partition f est fermée, les saturés des complémen- 
taires de ces voisinages sont fermés et. donc les complémentaires 
de ces saturés sont des voisinages disjoints saturés des ensembles 
F,, Fo 
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Le cas des partitions ouvertes 


10. Une partition f d’un espace X est dite ouverte si pr: X — X/f 
est une application ouverte. Enoncé équivalent: les saturés des 
ouverts sont ouverts. 

Si $ est une partition ouverte et À un ensemble saturé, le saturé 
de l’ensemble Int À est ouvert et coïncide par conséquent avec 
Int À ; en passant aux complémentaires, on voit que le saturé de 
l’ensemble CI À coïncide avec CI À. Ainsi, dans le cas d’une parti- 
tion ouverte, l’intérieur et l’adhérence d’un ensemble saturé sont 
des ensembles saturés. 

Il découle de 1.6.6 que l’espace quotient, par une partition 
ouverte, d’un espace qui vérifie le premier ou le second axiome de 
dénombrabilité vérifie le même axiome de dénombrabilité. 

11. Sifet t sont des partitions ouvertes d'espaces X et Y, l’espace 
(X/f) X (ŸY/t) est canoniquement homéomorphe à l'espace quotient 
(X x Y}/(f x t). 

L'homéomorphisme canonique se définit comme le quotient 
injectif de l'application pr X pr: X X Y — (X/f) x (Y/t); le fait 
que ce quotient est effectivement un homéomorphisme découle du 
fait que l'application pr X pr est ouverte (voir 2.5). 


4. Recollements 


1. Nous appellerons recollement l'opération sur des espaces topo- 
logiques obtenue en composant les opérations de somme et de quo- 
tient. Plus exactement, si {X ,},em est une famille d'espaces topo- 
logiques et f une partition de l’espace À — []X,, nous dirons que 
l’espace quotient X/f s'obtient des espaces X ,, par recollement par f. 
L'application composée | 


x, X 2 Xi 


s'appelle v-ième immersion ; elle sera désignée par imm,.. Il est clair 
que les ensembles imm,, (X,) constituent un recouvrement fonda- 
mental de l’espace X/f et que l'application f de l’espace X/f dans 
un espace topologique quelconque est continue si et seulement si 
toutes les compositions fimm,, le sont. 


Somme 


2. Soit {X,},em une famille d'espaces topologiques. Supposons 
qu'on a fait correspondre à chaque couple (u, n’) € M X M un 
ensemble A, € X, et une application bijective œquu: : Auu — 
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—+ A, telle que (i) Au=Â, 47 Puu = id À y pour chaque 
u EM; (ii) Puur Au N Au) = Awyu NAwur et le diagramme 


.,2bp 


abpau” ab Pa” 


Aul À nur 


est commutatif quels que soient pu, D", u” € M. Désignons par B, 
pour æ € []X, le sous-ensemble de l’espace |jX, constitué par les 
points in (va (x)) pour lesquels 4,, 3 x. Les ensembles distincts 
B, sont disjoints deux à deux et constituent une partition de l’espa- 
ce LIX,. L'espace quotient correspondant s'appelle somme des 
espaces X, pour les applications un. 

Il est clair que cette construction est un cas particulier du recol- 
lement, à savoir le cas où toutes les immersions imm,, sont injecti- 
ves. On voit tout aussi facilement que tous les imm,, sont des plon- 
gements si tous les p,.,, sont des homéomorphismes et en outre tous 
les À, sont ouverts ou tous les À ,,, sont fermés. 

Dans le cas général la somme de T,-espaces est évidemment un 
espace du même type. 

3. La construction de la somme s'applique souvent dans la situa- 
tion où les espaces X, sont des parties d’un ensemble X et consti- 
tuent son recouvrement, tandis que A, et @,, sont définis par 
les formules À ,, — —X, NX, un —id. Dans cette situation, 
les conditions 2 (i), 4 (ii) sont vérifiées automatiquement et la réu- 
nion des espaces X, s'identifie à À muni d'une topologie pour 
laquelle l’ensemble C est ouvert (resp. fermé) si et seulement si 
pour chaque u € M l'intersection € f À, est ouverte (resp. fermée) 
dans À. 

Notons le cas particulier où la topologie dans les ensembles X, 
est induite par une certaine topologie donnée a priori dans À. Notre 
construction détermine dans ce cas une nouvelle topologie dans X. 
Il est clair que les ensembles ouverts (resp. fermés) pour l’ancienne 
topologie sont également ouverts (resp. fermés) pour la nouvelle. 
On voit également que si toutes les intersections À, MN À, sont 
ouvertes dans les ensembles À, correspondants (munis de la topologie 
originale), alors la nouvelle ‘topologie dans X induit dans chaque 
X , la même topologie; il en est de même, si toutes les intersections 
X, N À, sont fermées dans les X,, correspondants. 
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Limites et filtrations 


4. Soient X,, X,, . . . des espaces topologiques et mo: Ào > Â'10 
P1: À —> X,, ... des plongements. Posons 


e 0,...0@Prr(X x) si k'<k, 
Ann = . , . 
X» si 4 >k; 

ab (Px-1 0... o Qpr) si k'<k, 
rer = À id À y si k£'—k, 


[ab (@rr1o ... op)! si k >. 


Il est évident que les conditions 2 (i) et 2 (ii) sont vérifiées, de sorte 
que la somme des espaces X, est définie. Cette somme s’appelle 
limite de la suite {X,, o.} ou plus brièvement limite de la suite 
{X,}, on la désigne par lim (X;, œ:) ou lim X;. 

Une des propriétés spécifiques de la limite consiste en ce que 
toutes les applications imm,: X, — lim X, sont des plongements. 
Démonstration : chaque ensemble fermé À d’un espace X, est l’ima- 
ge inverse par l’applicatién imm, d’un ensemble fermé de l'espace 
lim X}, par exemple, l’image inverse de l’ensemble 


OO 


CU immy (CL X,, (quo. o pe (4))). 
h'=h+1 

Il est clair que si l’ensemble œ; (X;) est ouvert (resp. fermé) 
dans X;+, quel que soit k, tous les ensembles imm, (X,) sont ouverts 
(resp. fermés) dans lim (X,, ;). 

Soit {XE,.p,: X;, + X,,1} une autre suite d'espaces topologi- 
ques et de plongements. Pour chaque k on donne une application 
continue if,: X;, — X, telle que tous les diagrammes 


Î, re 
Xp © X 


|, 

PR 1 
Um lé 
X nya TL Ka: 


sont commutatifs. La formule f (imm, (x)) — imm, (f, (x)) définit 
une application continue f: lim (X,, æ;) — lim (X,, ;); voir 3.2. 
Cette application s'appelle Limite de la suite f,, f:, . . .; on la note 
lim f:. 

9. Si gs À - - . sont des T,-espaces, chaque sous-ensemble com- 
pact de l'espace lim X, est contenu dans un des ensembles immz X:. 

Ceci découle de 1.7.6. 

6.. Si les espaces Xo, À,, ... sont normaux et, quel que soit k, 
l'ensemble ®; (X;) est fermé dans Xy+1, l’espace lim (X», x) est 
normal. 
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Démonstration. Puisque nous savons déjà que lim (X,, oz) 
est un T,-espace (voir 2), il suffit d'établir que deux sous-ensembles 
disjoints fermés À, P de cet espace possèdent une fonction d'Urysohn 
{voir 1.5.9). Pour l’établir on construiræ une suite de fonctions 
f,: imm, (X;) — T telles que jf, est une fonction d'Urysohn du 
couple À Mimm, (X;), B Nimm, (X:) et fr+1 limm,(x,y = Jr. 

En guise de f, nous pouvons prendre une fonction d’Urysohn 
quelconque du couple À AN imm, (X,), B f\imm, (X o). La fonction 
fn+1: iMMy+1 (X2+1) — 1 peut être construite d’après la fonction f;, 
comme le prolongement de la fonction g,: limmz (X:)] UIA f 


N imm,+, (X»+1)] ULB Nimmy+; (Xx+1)] — 1 définie par la for- 
mule 


fr (x) si xEimm,(X;}), 
ga(x)= 10 si +EAfimmyxs (Art), 
1 si +xEBNimmsys (Xn+1) 
(voir 1.5.11). Le fait que les fonctions £g, sont continues découle 


de ce que les ensembles imm, (X;,), À Mimmz+:, (X:+,), B/N 
N imm;+, (X;,+.,) sont fermés (voir 1.4.3), ce qui découle à son 


tour du fait que les ensembles x (X:), @a+1 (Xx+1), - . . sont 
fermés. 
7. Une suite. X,, X,, ... de sous-ensembles d’un espace topo- 


logique X s'appelle filtration si, premièrement, X,= X, =... 
et, deuxièmement, les ensembles X, constituent un recouvrement 
fondamental de l'espace X. 

D'après la première condition, sont définies les inclusions in : 
X y, — Xp+ et la limite lim (X;, in), tandis que la deuxième con- 
dition revient à demander que l'application X — lim (X,, in) qui 
coïncide sur À, avec imm,: À, — lim (X» in) soit un homéo- 
morphisme. Cet homéomorphisme canonique permet d'identifier 
lim (X,, in) avec X. 


. Attachements 


8.. Soient X,, X, des espaces topologiques, C une partie de X, 
et op: C + X, une application continue. Désignons par f la parti- 
tion de la somme X, |] X, constituée, d'une part, par les points 
des ensembles in, (X, X C) et ins (À, Ko (Cet, d’autre part, par 
les ensembles in, (®-!(x})) U in, (x) pour x E ® (C). L'espace quo- 
tient (X, 1] X,)/f est désigné par X, Uo À, on dit qu’il est obtenu 
en attachant l'espace X, à l’espace X, par l'application ®. 

Il est clair que cette construction est un cas particulier du recol- 
lement et que imm,: X,— À; Uo À, est un plongement. 

Si À, est un point, alors X, Uo À, est canoniquement homéo- 
morphe à l'espace quotient X IC. L’ homéomorphisme canonique 
X,/C = X, [4 X,.se définit comme fact [imm,: X, —+ X, Uo X1l- 
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9. Si les espaces X,, X, sont normaux et l'ensemble C est fermé, 
l'espace X, Uo À, est normal. 

Démonstration. Puisque nous savons déjà que X, Uo X 
est un T,-espace (voir 2), il suffit d'établir que deux quelconques 
sous-ensembles disjoints fermés À, B de l’espace X, Us X; possè- 
dent une fonction d'Urysohn. Soit fo: À, —+ Î la fonction d'Urysohn 
du couple imm (A), imm ' (B). Définissons la fonction g: C |} 
U limm:t (4)] U limm: (B) + I en posant 


fo ( (x)) si xEC, 
g(x)= 40 si xEimm:' (4), 
1 si xEimm;, (B) 


et prolongeons-la en une fonction continue f,: X, — 1 (voir 1.5.11). 
Il est clair que la fonction X,U4«XÂ, —+ Î définie par la formule 


2 (x) si y=immi(z) [re], 
fa(x) si y—immi(x) [rex] 
est une fonction d’'Urysohn du couple À, B. 


9. Espaces projectifs 


1. Dans ce sous-paragraphe nous envisageons les espaces projectifs 
réels, complexes, de quaternions et de Cayley. Ils peuvent servir 
d'exemples illustrant les définitions précédentes, mais ils sont impor- 
tants par eux-mêmes. 

Le corps des nombres complexes sera désigné par C, le corps 
(non commutatif) des quaternions par H, l’algèbre des nombres de 
Cayley par Ca. Les espaces à n dimensions correspondants, i.e. les 
produits de n copies Cx...xC, HX...XH, Ca x... 

. X Ca seront désignés par CC", H, Ca”. Puisqu’un nombre 
complexe est un couple de nombres réels, un quaternion, un quadru- 
plet et un nombre de Cayley un octet de nombres réels, on identifie 
naturellement C", H*, Ca” avec R°", K“‘°, Rf' et, en particulier, 
ces espaces possèdent une topologie et une structure d'espace métri- 
que naturelle. Les opérations vectorielles dans C”, H”, Ca” (addi- 
tion et multiplication à gauche et à droite par des scalaires) sont 
continues pour cette topologie. 

2. L'espace projectif réel de dimension n est l’espace quotient. 
de la sphère S” par sa partition en couples de points diamétralement 
opposés. Notation: RP. Cet espace peut être décrit d’une manière 
équivalente comme l’espace quotient de la boule D” par la partition 
dont les éléments sont, d’une part, les points intérieurs de la boule 
et, d'autre part, les couples de points diamétralement opposés de 
sa frontière S"-1, L’homéomorphisme canonique qui permet d’iden- 
tifier ces espaces quotients est fact f, où f est l’applicaton de la boule 


LS 
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D" dans S” définie par la formule (x,, ..., Zn) (t,, . .., Zn, 
Vi —...— x). 

Les points de l’espace RP" se trouvent en bijection naturelle 
avec les droites de l’espace R°"*! qui passent par le point O0 — 
— (0, ..., 0) (au couple de points x, —zx € S" correspond la droite 
qui passe par x et —x). L'ensemble de toutes ces droites, muni d’une 
distance angulaire (la distance entre deux droites est l’angle qu’elles 
forment, inférieur ou égal à x/2), est un espace métrique ; il est clair 
que l’application naturelle mentionnée de l’espace RP” sur cet 
espace est un homéomorphisme. Ceci nous donne une troisième des- 
cription de l’espace RP". La quatrième. basée sur la notion de coor- 
données, s'obtient en remarquant qu’une droite passant par l’origine 
est déterminée par l’un quelconque de ces points (autre que l’origine), 
et que les coordonnées de deux points (sauf l'origine) de cette droite 
sont proportionnelles. Ceci permet d'interpréter les points de l’espace 


RP" comme étant des classes de suites (x,, . .., z,+,) non nulles 
réelles proportionnelles ; un point déterminé par la suite (x,, . .. 
., Ln+1) sera désigné par (x : ... : Æn:1) et les nombres x,,... 


...; Tn+1 S'appellent coordonnées homogènes de ce point. La topo- 
logie de l’espace RP” se décrit en termes de coordonnées homogènes 
d'une manière évidente. 

3. Toutes les descriptions de l’espace RP” indiquées ci-dessus 
peuvent être répétées pour le cas des nombres complexes et nous 
amènent à quatre descriptions équivalentes de l’espace projectif com- 
plexe CP" de dimension n. Première description: CP" est l’espace 
quotient de la sphère unité S***! de l’espace C"*! par la partition 
de cette dernière en cercles, obtenus par intersection de cette sphère 
avec les droites (complexes) de l’espace C"*! qui passent par le 
point 0. Deuxième description : CP" est l’espace quotient de la 
boule unité D?" de l’espace C” par la partition dont les éléments 
sont, d’une part, les points intérieurs de la boule et, d’autre part, les 
cercles obtenus par intersection de sa frontière S?-1 avec les droites 
de l’espace C” qui passent par le point 0; l'homéomorphisme cano- 
nique permettant d'identifier cet espace quotient avec le précé- 
dent est fact f, où f est l'application de la boule D?" dans S?"*t 
définie par la formule 


(zu, . [es Ton) (rl. .. Ton» y1 — L° — .. — L°h, 0). 


Troisième description: CP? est l’ensemble des droites de l'espace 
C'#lqui passent par 0, avec la topologie de la distance angulaire. 
Quatrième description : CP”est l’espace des classes de suites com- 
plexes non nulles proportionnelles (au sens complexe) (x,, . . ., Th+441). 

La notation (x, :... : z1+1) introduite dans 2 peut être appli- 
quée au cas complexe ; les nombres x,, . .., æ,+. s'appellent, comme 
dans le cas réel, coordonnées homogènes du point (x; :...:%7n+41). 
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4. Le corps des quaternions n'étant pas commutatif, il faut distin- 
guer dans l’espace H” les droites à gauche et les droites à droite. 
Une fois la distinction faite, tout ce qui a été dit dans Z peut être 
automatiquement répété pour le cas des quaternions, et nous obtien- 
drons quatre descriptions équivalentes de l’espace projectif des quater- 
nions HP” (à gauche ou à droite) de dimension n. Puisque l’anti-auto- 
morphisme du groupe multiplicatif du corps H défini par la for- 
mule x + x”! établit une bijection entre les droites à gauche et les 
droites à droite, l’espace HP" à droite est canoniquement homéo- 
morphe à l’espace correspondant à gauche. 

Par la suite nous allons toujours envisager H” comme un espace 
vectoriel à gauche, dont HP” sera toujours l’espace projectif à gauche. 

5. Le fait que l’algèbre de Cayley n'est pas associative ne permet 
pas de définir d’une façon satisfaisante les droites dans l’espace 
Ca” lorsque n > 2. Dans le plan de Cayley Ca°, la droite qui passe 
par l’origine (0, 0) peut être définie comme l’ensemble {(x,, x,)| to — 
— cx,} pour c E Ca et, en outre, il existe une droite verticale 
{(x,, &:)| & = 0}. Il est clair que ces droites sont des sous-espaces 
de dimension huit lorsque Ca° est identifié à R'$ et que chaque point 
du plan Ca, différent de (0, 0), appartient précisément à l’une d'elles. 
Ces droites coupent la sphère S1$ en des sphères de dimension sept, 
et nous pouvons définir la droite projective de Cayley CaP! comme 
l’espace quotient de la sphère S1$ par cette partition en sphères de 
dimension sept. Trois autres descriptions de cette droite projective 
sont identiques, à des modifications évidentes près, à ce qui a été 
dit dans 2, 8, 4. Quant au plan projectif de Cayley CaP? il est pos- 
sible de le définir comme l’espace quotient de la boule D'$ par la 
partition dont les éléments sont les points intérieurs de cette boule 
et les sphères de dimension sept que nous venons de décrire. Des 
descriptions du plan CaP? dans le sens de 2, 3, 4 ne conviennent pas. 
On ne peut définir les espaces projectifs de Cayley pour les dimen- 
sions supérieures. 

6. Les espaces RP!, CP!, HP1,  CaP! sont canoniquement 
homéomorphes aux sphères S!, S?, St, S8. L'’homéomorphisme 
RP! — St applique la droite x, — 0 dans ort,, et la droite &, — cx, 
dans le point de la sphère « trouée » SX ort, correspondant au nom- 
bre c par l’homéomorphisme R!—S1X ort, décrit dans 1.4.8. Les 
homéomorphismes CP1— S?, HP! S*, CaP!— S® se définis- 
sent de la même manière en remplaçant l’homéomorphisme R!— 
—+ Sort, par les homéomorphismes C1 — R°?—+ S?X ort,, Hi — 
— Ri— SX Ort;, Cat RE SN ort.- 

7. Le plongement canonique de l’espace R* dans R'* qui 
applique le point (x, .., x.) dans le point (x,, . .., z,, 0) permet 
d'identifier R* avec le sous-espace x,4, —0 de l'espace R** 
et peut ainsi être envisagé comme une inclusion. Il induit les inclu- 
sions D*— Dht#t Sh-1-, S RP*-1-> RP*, et de la même 
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manière les inclusions C* — C**1, H} — HE+#t induisent les inclu- 
sions CP*-1— CPF, HPF-1— HP, 
Posons 


R®=limR*, C’=limC?, H°=limHfÀ, 
D” =limD*, S°—=limsS*, 
RP” =—limRP#, CP°=—]limCP*, HP°=—]lim HPF,. 


Les points des espaces R®°, C® et H® peuvent être naturellement 
identifiés avec les suites finies {x;,}®° de nombres réels, complexes et 
de quaternions. La sphère S® est contenue dans la boule D® et 
celle-ci dans l’espace R°. Les espaces projectifs RP®°, CP®, HP 
s’obtiennent de la sphère S® et de la boule D® en passant aux espaces 
quotients, qui sont les limites des quotients décrits dans 2, 3, 4. 

8. Les descriptions des espaces CP”, HP" et CaP?' sous forme 
d'espaces quotients de sphères définissent des projections S?7+1 
— CP*', S:7+5-, HP? et S15 > CaP! qui jouent un rôle spécial. 
On les appelle applications de Hopf. Les plus intéressantes sont les 
applications S$— CP1 — S?, ST HP1 — S#, S15 > CaPi = S8, 


6. Constructions plus spéciales 


1. Soit ZX un espace topologique. L'espace quotient. 
(X X I)/(X X 0) s'appelle cône sur X ; on le désigne par cône X. 
Le point pr (ZX X 0) s'appelle sommet du cône, l’ensemble pr (X X 1} 
est la base du cône et chacun des ensembles pr (x x 1) pour x € X est 
la génératrice du cône. La base est liée à X par un homéomorphisme 
canonique et en général on l’identifie avec X. Les génératrices sont 
liées par des homéomorphismes canoniques avec J. 

À chaque application f d'un espace X dans un autre espace topolo- 
gique Ÿ on peut faire correspondre l’application fact (f X id l): 
cône À — cône Ÿ qui est continue lorsque f l’est. On la désigne par 
cône f. 

2. L'espace quotient du produit À X 7 par la partition dont les 
éléments sont les ensembles X X 0 et X x 1 ainsi que les points 
de l’ensemble (X x 7) X[(X X 0) U(X X 1)] est appelé suspen- 
sion sur X'; on le désigne par su X. Les points pr (X x 0), pr (X x 1} 
s'appellent sommets de jia suspension, l’ensemble pr (X X (1/2)) 
est sa base, l’ensemble pr (x X I) (pour x € X), sa génératrice. La 
base est liée par un homéomorphisme canonique évident avec X 
et chacune des génératrices avec J. 

À chaque application f: X — Ÿ correspond l'application fact(f x 
X id 7): su À — su Ÿ continue lorsque f l'est. On la désigne par 
su }. 

Remarquons que la suspension su X peut être décrite d’une maniè- 
re équivalente comme étant cône X/X. 
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3.,Soient X,, X, des espaces topologiques. L'espace quotient 
du produit ZX, x X, x Î par la partition dont les éléments sont 
les ensembles x, X X, X 0 (pour 7, € X,) et À, X x, X 1 (pour 
zx, EX,) ainsi que les points de l’ensemble (X, x X, x 1) KI(X, x 
X X, X O) U(X,;, X X, X 1)], s'appelle join des espaces 
X;,, À,; onle désigne par X, + X.. Les ensembles pr (X, XX, X O), 
pr (X, X X, x 1) s'appellent bases du join, tandis que les ensembles 
pr(uxXx XI), pour x EX,, 2 EX, sont les génératrices du 
join. Les bases sont liées avec X.,, X, par des homéomorphismes 
canoniques évidents et sont généralement identifiées avec ceux-ci. 
Les génératrices sont canoniquement homéomorphes à 7 d’une manière 
évidente. 

Chaque couple d'applications f,: X, —+ Y,, f,: X, — Y, engen- 
dre l'application fact (f, X f, X id 1): Xi; x X,—> YixY, qui est 
continue lorsque j, et f, le sont. On la désigne par fi * fo. 

L'opération + est commutative. : on a un homéomorphisme cano- 
nique évident X, x X,—+ X, » À.. 

Remarquons que le join X, + X, peut être défini de manière 
équivalente comme (X, L] À;) Uo(X1 X X2 X 1), où q est l’ap- 
plication du produit X, X X, x (0 U 1) dans X; 11 À, pour 
@ (T1, Lo, .0) = ins (tu), @ (tr, Lo, 1) — ino(t2). Il est clair égale- 
ment que l’espace quotient du join X, + X, par sa partition dont 
les éléments sont les deux bases X,, X,et les points du complémentaire 
{X, + X,) K (Xi UZX,) coïncide avec la suspension su (X, X X;). 

4. Le join itéré (. . .((X:1 + X2) x X,) ...) x X, peut être cano- 
niquement plongé dans le produit cône X, X ... X cône X,. Ce 
plongement est désigné par jc ou par jCx,, …., x, si l'on veut préciser 
les espaces concernés ; on le définit par récurrence : pour n — 1 il 
applique x, € X, dans pr (x,, 1) € cône X,; pour des entiers n plus 
grands, on l’obtient par la formule 


jCx1,..., Xn (pr (x, Ln L)) — (1 TT t) JCXpous Xn-i (x), pr (Zn, t)), 


où tE(... ((Xix Xi) X3)...)+x Xh 1, Zn E Xn et tE TI, tandis que 
le produit d’un point de l'espace cône X, x ...xcône X, 
par 1—#% se définit par la règle (1 — #) (pr (a, ti), . .., 
PT (Zne1, Én-1)) = (pr (ti, (1 — à) hi), +. ., pr (tn, (1 — t) tn). 

L'image du plongement jCx,, x, est évidemment l’ensemble 
{(pr (%:1, t1), : + +, PT (Zn, fn)) Ecône À, X... X cône X, | 1 +... 
... +tn=1}, ce qui permet d'identifier le join itéré (. .. ((X, * 
x X,)+ X3) ...) * À, avec cet ensemble. 

5. L'opération + est associative au sens usuel : le join (X, + X:) + 
«+ X,est canoniquement homéomorphe à X, + (X,+ X,). L’homéomor- 
phisme Xi (X,# X,) + (X1+ X,) » X, se définit comme la com- 
posée de l’homéomorphisme canonique À, # (X, # À) — (Xo x À.) * 
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* X, et de l’abréviation correspondante de l'homéomorphisme cano- 
nique cône X, x cône X, x cône À, —> cône X, x cône X, X cône X,. 

En vertu de l’ associativité de l'opération + pour des espaces 
topologiques quelconques ZX, ..., À,, on peut définir le join 
itéré Aix... Ân. 

6. Le produit cône X, X ... x cône X, est canoniquement homéo- 
morphe à cône (X3 x ... x CS. 

L'homéomorphisme canonique cône (X, x .:. + X,) — cône À, x … 

.X cône À, est déterminé par la formule 


pr (jcx... .., Xn (PT (Ti, lys ce. PT (Zn; tn)); it) 
> (pr (xi, lé/max (1, ...,Én)), ..., PT (Zn, tin/max (ti «sr ên)))e 


7. Les espaces cône S7, su sm sont canoniquement homéomor- 
phes à Di, Sri, 

Les homéomorphismes canoniques cône 9" —> Dm+1, du SMS Sm+ 
sont déterminés par les formules 

pr (1, .…. Lm +1), tr (ét, .. LT m +1); 
Pr ((tis + +, Tm+), 1) > Gi Sin né, . .., Æm+y Sin né, Cos nt). 

(8. Il existe des homéomorphismes canoniques du join X +-D° sur 
le cône cône X, du join X * S° sur la suspension su X, du join X * S* 
sur la suspension itérée su**! X; en particulier, le join Sms x Sm: 
est canoniquement homéomorphe à Smtmtt, 

L'homéomorphisme canonique X + D°— cône X est ‘donné par 
la formule pr (x, 0, #)+- pr(x, t), l’homéomorpisme canonique 
X x S0—> su À par la formule pr (x, 1, 5) pr (x, (A + 1/2), 
pr (t, —1, t)— pr (x, (4 —5)/2). L’ homéomorphisme canonique X: * 
 Sè suttl X se définit comme la composée. des applications 

X SP su X #.S*"1 ., —> su X «50 su“tiX, 
dans laquelle la dernière flèche désigne l’homéomorphisme canoni- 
que, tandis que la r-ième flèche pour r < 4 désigne l’homéo- 
morphisme canonique composé 
sut X # SAT sut X » su SF + 
sui X # ST #90, su771 X #90 + ST DS sur X * Sher, 

9. En prenant des combinaisons appropriées des homéomorphi- 
smes Canoniques construits dans 6 à 8, nous obtenons les homéomor- 
phismes composés suivants: 


Sin Sn Sie, a Sa Gien tt 


rs + ST -.+Mnin-2 _ Sat ...+mntn-i 
Dix... x D'" ne cône 5717" X ... _X cône. Sr * — : 
4, _ 4 
= cône (s" 1x, 1e Sn 2 cône St MR + prit mi: 


4—0824 
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m A —1 
Dix .:,.+D cône S717" x . + cône S” nd 
ste me mm mp. 
— cône (51714 D04,, 4 Sri t 4 pou gt) 


—+ côné S7171 x cône. D? x... x cône S7-17 1 ÿ cône D° X cône Sri 
— DM XIX... x DIXIXDT—. 
D" KX D' x _. X D x D! x D DT: c+trntnt 


Ainsi le join SU 4 x ST est canoniquement homéomorphe à 
rates tmnte le produit D"x...x D" est canoniquement 
homéomorphe à D1T:-"#7" et le join D+...x+ D"? est canonique- 
ment homéomorphe à D1T:-#mn#n0t 


Cylindre et cône d’une application 


10. Soit f: X, — X, une application continue. Le résultat de 
l'attachement du produit X., XI à X,, à l’aide de l'application 
X, X 1— X, définie par la formule (x, 1) f (x), s'appelle cylindre 
de l'application f ; on lé désigne par Cyl f. Les ensembles imm, (X, x 
X 0) et imm, (X,) sont appelés bases supérieure et inférieure du culin- 
dre Cyl f tandis que les ensembles imm, (x X 7) pour x € X, sont 
ses génératrices. Les bases sont liées à X,, X, par des homéomorphi- 
smes canoniques évidents, on les identifie donc en général avec X,, X,, 
tandis que les génératrices sont liées par des homéomorphismes cano- 
niques évidents avec 7. En outre, il existe une rétraction canonique 

rt f: Cylf— X, définie sur imm, (X, X 1) par la formule 


rt f (imm, (x, t)) —imm, (x, 1) [—#f eo 

et il est clair que la composée des applications X, — ” Cyl Î y X > 
coïncide avec f. 

Lorsque X, = X,et j —= id X,, l’espace Cyl f est canoniquement 
homéomorphe au cylindre X, x 7 sur X.. 
: Î1, On appelle cône d'une application continue f: X, —+ X, 
l'espace X, U ; cône X,. Notation: Cône f (qu’il ne faut pas confon- 
dre avec cône dans 7). Définition équivalente: Cône f — Cyl f/X,- 


7. Espaces d’applications continues 


1. L'ensemble de toutes les applications continues d'un espace 
topologique À dans un espace topologique Y est désigné par @ (X, Ÿ). 
L'ensemble des applications @ € @ (X, Y}), qui vérifient les condi- 
tions ® (4,)€ B,, ...,; @ (4:) &.B,, où les À4,, ..., À, sont des 
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sous-ensembles donnés de X et les B.,, ..., B, des sous-ensembles 
donnés de Ÿ, est désigné par @ (X, A4,, ..., 4,; Y, B,,..., B;). 
On peut l'interpréter comme l'ensemble de toutes les applications 
continues (X, À,,..., An) — (Y, B,, ..., B;). 


Nous allons munir l’ensemble & (X, Ÿ) de la zopologie compacte 
ouverte: c'est ainsi que l’on appelle la topologie dont la prébase 
est constituée par les ensembles de la forme @ (X, A; Y, B), où 
À est compact et B ouvert. De même que & (X, Y), tous les ensem 


bles & (X, A,,..., A,; Ÿ, B,,...,:B,) deviennent des espaces 
topologiques. 

Si Y est un point, @ (X, Ÿ) est également un point. Si X est 
discret et se compose des points x;, . .., æn, @ (X, Ÿ)est canonique- 
ment homéomorphe au produit de n facteurs Ÿ X ... x Y ; l’ho- 
méomorphieme canonique est défini par la formule ®+> (p (x), . .. 

p (&n)). 


À chaque couple d'applications continues f: X’-> X, g: Y —+ Y' 
correspond l'application @ (X, Y)— @(X', Y') définie par la for- 
mule @+-> gompoÿ. Ilest clair que cette application est continue : 
on la désigne par € (f, g). 

2. Si Ÿ est un espace de Hausdorff, l'espace € (X, Y) l’est aussi. 

En effet, si p, VEG(X, Ÿ), o ZÆ w, il existe un x € X tel que 
(x) Æ v(x) et l’on voit que si U, V sont des voisinages disjoints 
des points (x), w(x), alors @ (X, zx; YŸ, U), G(X, x; Y, V) sont 
des voisinages disjoints des points , Ÿ. 

3. Si X est un espace compact et Y métrisable, l’espace @ (X, Y) 
est métrisable. Si YŸ est muni d'une distance, l’espace G(X, Y) devient 
espace métrique à l’aide de la formule dist (p, Ÿ) — supsex dist (p (x), 
p (&)). 

Démonstration. SipE@(X, Ÿ), l’ensemble œ (X) se 
recouvre par un nombre fini de boules U,, ..., U, d'un rayon € 
aussi petit que l’on veut (voir 1.7.11) et donc W = fi 16 (X, 
pt (U;); Ÿ, U;) est un voisinage du point q contenu dans une boule 
de rayon 2e et de centre @. Ainsi, chaque boule contient un certain 
voisinage de son centre. 

D'autre part, si À est un sous-ensemble compact de X et B 
un sous-ensemble ouvert de Ÿ et en outre ® (4) € B, alors l’en- 
semble & (X, À; Ÿ, B) contient une boule de rayon Dist (o (4), 
Y KB) de centre @ (voir 1.7.15). Ainsi chaque voisinage du point œ 
choisi dans la prébase indiquée dans Z contient une certaine boule 
de centre . 

4. Pour des espaces topologiques quelconques X, Y,, ..., Y,l’es- 
pace G(X, Y, X... X Ÿ}») est canoniquement homéomorphe à 
B(X, YD) X... X GX, Ya). 

L’homéomorphisme canonique @(X, Y, X... X Y,) — 
+ E(X, Y,) X... X G(X, Yh) fait correspondre à chaque point 
œ le point (pr;o@p, ..., pro) (cf. 2.4). 

A 
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». Soit f une partition| fermée d'un espace de Hausdorff compact X ; 
A (pr, id Ÿ): G(X/f, Y)—&(X, Y) est un plongement, quel que 
soit l'espace topologique Y 

Il suffit de démontrer que si À est un sous-ensemble compact 
de l’espace X/f et B un sous-ensemble ouvert de Ÿ, alors l’ensemble 
@ (pr, id Y)[&(X/f, A; Ÿ, B)] est ouvert dans @ (pr, id Ÿ) x 
x [8 (X/f, Y)1. Puisque l'espace X/f est un espace de Hausdorff 
(voir 3.9), l’ensemble À est fermé, de même que l’ensemble pr-! (A), 
qui est par conséquent compact. Ainsi l'ensemble d (X, pr! (4); 
YŸ, B) est ouvert dans @(X, Y}), et il ne reste qu’à montrer que 
& (pr, id Y)[&(X/f, A; Y, B)) —=@(X, pr (4); Y, B)N& (pr, 
id Y) [@ QUE Y)1. 


Les applications X XY >—Z et X—G(Y, 2Z) 


6. Soient X,,Y, Z des espaces topologiques. Si une application : 
X X Y —Z est continue, la formule [o (x)l (y) — (x, y) définit 
une application continue ®: X + @(Y, Z). Si une application vw: 
X — @ (Ÿ, Z) est continue et Ÿ est un espace de Hausdorff localement 
compact, la formule 1 (x, y) — [ (x)l (y) définit une application con- 
iinue D: À X Ÿ —Z. | 

Pour démontrer la première assertion, il suffit de construire, 
pour chaque point donné x, € X, chaque ensemble compact donné 
B € Y et chaque ensemble ouvert donné C'& Z, un voisinage U 
du point x, tel que p(U)=e(Y, B ; Z, C). Fixons pour chaque point 
y € B des voisinages U,, V, des points Lo, y tels que p{(U, X V,) = 
 C, et choisissons dans la famille {V,},ye un recouvrement fini 
Vys +. Vy, de l'ensemble B. Il est clair que U = NiU,, est 
un voisinage ‘du point x et q(U X B) ip (Uy, X Vus) aC; 
il ne reste qu'à remarquer que l'inclusion o (U X B) C'est équiva- 
lente à l'inclusion (0) = @(Ÿ, B; Z,.C). 

Pour démontrer la deuxième assertion, trouvons pour le point 
donné (to, ÿo) € X X Y et le voisinage donné W du point Ÿ (xs, Yo) 
un voisinage V du point y, à adhérence compacte CI V contenue 
dans [ (to)17* (W) (voir 1.7.22), et choisissons ensuite un voisinage 
U du point x; de sorte que p({U)e & (Y, CI V; Z, W). Il est clair 
que U X V est un voisinage du point (xs, Yo) et que L on à Ÿ (TU X 
x Ma W. 

7. Une application @ (X XY,2)—+6(X, € (Y,2)) définie par 
la formule > ® (voir 6) est continue quels que .soient les espaces 
topologiques X, Ÿ, Z. Si X est un espace de Hausdorff et Ÿ un espace 
de Hausdorff localement compact, cette application est un-homéomor- 
phisme pour lequel l'homéomorphisme inverse se définit par la for- 
müle Ÿr>1. 


$ 2] CONSTRUCTIONS 53 


La continuité de l'application @ — œ découle du fait que l’image 
inverse de l’ensemble € (X, 4; & (Y, Z), G(Y, B; Z, C\)parcette 
application coïncide avec @ (X X Y, À x B; Z, C). Dans l'hypo- 
thèse que X est un espace de Hausdorff et Ÿ un espace de Hausdorff 
localement compact trouvons, pour un point donné Vo € & (X, 6 (Ÿ, 
Z)), un compact donné Q de l’ espace À X Ÿ, un voisinage donné W 
de l’ensemble ,(Q) et un point donné q € Q, un voisinage U, X V, 
du point q tel que do (Uy X C1 V,) = W. L'ensemble Q étant 
compact, ses images pri (Q), Pro (Q) sont compactes dans X, Y 
(voir 1.7.8) et puisqu'elles sont des espaces de Hausdorff, de même 
que X, Ÿ, elles sont normales (voir 1.7.5). Par conséquent, les 
ensembles pr; (Q), pr, (Q) contiennent des sous-ensembles ouverts 
U,, V, tels que 


pri (9) EU Clpr (QUa € Ua; Pr2() € Va, Chr, (Va € Va 


et il est clair que les intersections (U, X V;) N Q sont ouvertes 
dans Q. Puisque Q est compact, on peut le recouvrir par une famille 
finie d’intersections de ce type, i.e. il admet un recouvrement de 
la forme U, X Vs, ..., U,, X Vo et nous posons 


T — AN, G (X, Cor: OÙ ; € (Y, Z), G (Y,, Cloro QVa; ; Z, W). 


Il est clair que 7 est un voisinage du point 4, et que l’image de ce 
voisinage par l’application Ÿ-- Ÿ est contenue dans & (X X Y, Q; 
Z, W). Ainsi l application ÿ ++ d est continue ; le fait que les appli- 
cations pr> @ et Ÿr+ Ÿ sont inverses l’une de l'autre est évident. 


Une application inattendue 


8. Soit f: X — X' une application décomposable. Si Ÿ est un 
espace de Hausdorff localement compact, l'application f x id Y: X x 
X Y — X' X Y est décomposable. 

Pour la démonstration, on peut supposer que À’ — X/zer @), 
tandis que f est la projection X —- X/zer (f). Considérons la projec- 
tion pr: À X Y — (X x Y}/(zer (f) X zer (id Y)). L'application 
prV: X — €(Y, (X x Y}/(zer (f) X zer (id Ÿ})) étant constante sur 
les éléments de la partition Zzer (f), on obtient des applications 
continues 


fact prV: X'— €(Y, (X x Y}/(zer (f) x zer (id Y))) 
t 
‘ (fact prV)\: X°X Y —(X x Y)/(zer (f) x zer (id Y)). 


Il est clair que cette dernière application est inverse du quotienc 
injectif de l'application f X id: X x Y — X' x 
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Ainsi, le quotient injectif de l'application f X id est un homéomor- 
phisme. 
_ 9, Soientf: X —+ X'etg: Y — Ÿ' des applications décomposab les. 
Si X' et Y sont des espaces de Hausdorff localement compacts, l’applica- 
tion fXg:X XY — X' X Y' est décomposable. 
En effet, f X g se présente comme la composée des applications 
fxid idxg 


XXY——xX x Y——x'"x y" 


et l’on sait que la composée de deux applications décomposables 
est décomposable. 


8. Le cas des espaces pointés 


1. Nous aurons besoin dans la suite d'espaces topologiques munis 
d'une structure supplémentaire très simple: d’un point de base 
(il s’agit donc de couples topologiques (X, x,), où x, est un point; 
ils seront appelés espaces pointés ou espaces à point de base). Pour 
de tels espaces, les constructions décrites dans les sous-paragraphes 
précédents doivent être modifiées. Pour certaines constructions il 
s’agit de munir l’espace obtenu par un point de base: par exemple, 
l’espace quotient d’un espace à point de base x, possède un point 
de base naturel pr (x,); le produit d'espaces à points de base x,, . .. 

., Tn possède un point de base naturel (x,, . .., x,), tandis que 
l’ espace des applications continues d’un espace X dans un espace Ÿ 
à point de base y, et tous ses sous-espaces qui contiennent l’applica- 
tion constante const: X — Y à valeur y, possèdent le point de base 
naturel const. D'autres constructions, par exemple la somme, la 
suspension et le join, nécessitent des modifications sérieuses. 

Ces modifications sont décrites dans ce qui suit. En passant, 
nous introduisons une nouvelle construction: le produit tensoriel 
d'espaces pointés. À chaque fois, on obtient à partir d’un espace 
pointé des espaces pointés, et de leurs applications qui envoient 
le point de base dans le point de base, des applications envoyant le 
point de base dans le point de base. Remarquons que les applications 
fact f, @ (f, g)et f, X ... X f, envoient le point de base dans le 
point de base, à condition que les applications simples possédaient 
cette propriété. 

En guise de notation générale pour le point de base nous nous 
servirons du symbole bp. 


Bouquets et produits tensoriels 


2. La construction ci-dessous joue le rôle de la somme dans le 
cas des espaces pointés. 

Soit {x u}uem une famille d'espaces topologiques à points de 
base x,. L'espace quotient de la somme | ] ,emX, par le sous-ensemble 
constitué des points in,(x,) est appelé. bouquet des espaces X,; 
on le désigne par \/ ,em (X u» Zu). Si l’ensemble M se compose 


$ 2] CONSTRUCTIONS 55 


des nombres 1, , ñ, on écrit également (X,, x;) \/ . .. \/ (An; Zn). 
Le point pro in, (Ts) E\/ (Xu: zu) ne dépend pas de * v; on l'appelle 
centre du bouquet \/ (X,, æ,) et on le choisit pour point de base. 


Il est évident que le bouquet \ (X,, x.) est la somme des espa- 
ces X, dans le sens de 4.2, de sorte que nous avons les inclusions 
imm, : X, — \/ (X,, x). Le bouquet possède des applications spéci- 
fiques pr,y: V (X,, 2) X,, définies par la formule 


pr, (immy (2)) = | 


I est clair que pr, ° imm, —id X, et que pr ,°imm ,» — const 
lorsque v’ £ v. 

Si M est l'ensemble des indices de la famille d’ espaces Ÿ , à points 
de base y, et de la famille d'applications continues f,,: x, > Y,, 
telles que f,(xz;) —y,, on obtient . une application continue 
fact (L1f): VI (Zu Tu) > V (Vus Yu) qui sera notée \V/f,. 


Ty SV ÆV, 


x Si V' —. 


3. Soient X}, ., À) des espaces à points de base x;,, . . ., æà. 
Les formules 
Zi (t, Lo, ..:, An) EX), ..., ze 
> (lu... Tnir LT) IT € Xn 


déterminent les plongements canoniques 
Xi XX... XX, An Xi X... X Xn 


désignés par in;, ..., in, tandis que la formule 
ri (pri (&), ... pra (t) 
détermine le plongement canonique 
(Xs, Zi) VV (Zn tn) Xi XX... X Xy. 


Ce dernier permet d'envisager le bouquet & 1 y) Ve... V (Xns Tn) 
comme un sous-ensemble du produit X, X ... x X, : il est clair 
que le plongement in;: X;, X ... x X, est la composition du 
plongement 


imm;: X;—>(X,, x) V... V (Xn, %n) 


et de l'inclusion 
(X1: 1) V/ ... \/ (Xn; Zn) > À: X ... X Xn3 


tandis que la projection pr;: (X,, x:) V. (Xh, Zn) — À; est 
la restriction dela projection pri: X: .. j * — ÀX;. 

L'espace quotient (X, X ... x X TA Z3)\... V (Zn, Tn)l 
s'appelle produit. tensoriel des espaces X,, . .., X, :on le désigne 
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par (X,, &)) @ . . . @ (Xn; En). Le point 
pr ((Xs, 21) V +. V (Ans dn)l € (X, 21) @ » + + © (Xn> 2) 


s'appelle centre du produit tensoriel (X,,21) @ ... @ (Xh, t%); on 
le prend en guise de point de base. 

. Le produit tensoriel d° espaces est commutatif et associatif :. on 
a les homéomorphismes canoniques évidents 


(Xi, Zn) © (Âor Le) > (Xos Lo) @ (X1s Ti) 
et 


(Au 21) © L(Xs, 23) @ (Xe 22), bpl— 


| + Î(X 1, di) Q(X 2 te), bpl @ (X3; 3) ; 
on a de même | 


[(X; T1) @ --- Q (Xn-1: Tn_3); bpl © (An Tn) — 
— (X3 T1) @ : .. © (Zn; Tn)+ 


Soient Ÿ, --., Ÿ, des espaces topologiques pointés et f,: 
Xi V1, ..., fn: x, — Y,, des applications continues qui appli- 
quent des points de base dans des points de base ; il existe une appli- 
cation continue 


fact (f1 X ... X fn): (Xus 2) @ . à @ (Xn En) —+ 
—+ (Ÿ,, y1) ©. @ (Yn, Un)- 


Elle sera désignée par f, @ ... @ fn. 


Cônes, suspensions, joins 


4. Un cône sur un espace X à point de base x, se définit comme 
l'espace quotient du cône usuel cône X par la génératrice pr (x, X Î). 
Notation: cône (X, x,). L'image de la génératrice par la projection 
cône X —+ cône(X, xs) s'appelle sommet du cône cône(X, Lo) ; on 
la prend pour point de base. L'image de la base du cône cône X 
par. la projection cône À — cône (X, x,) s'appelle base du cône 
cône (X, æo); cette projection, restreinte à la première base, est 
un homéomorphisme sur la deuxième et, puisque la première base 
a été identifiée à X, ceci permet d'identifier X également à la deu- 
xième base. 

Si Ÿ est un espace à point de base y, et f: À — YŸ une application 
continue envoyant z, dans ÿ,, on obtient l'application continue 
fact cône f: cône (X, xo) —> cône (Ÿ, y.) que l’on désigne souvent 
par cône f. 

D'une manière équivalente, le cône cône (X, x) peut être décrit 
comme* espace quotient du cylindre X x { par (X xO0) U (Go x 1 ), 
i.e. comme (X, xo) @ (Z, O). 
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5. La suspension sur un espace X à point de. base x, se définit 
comme l’espace quotient de la suspension usuelle su XÀ par la géné- 
ratrice pr (x, X 1). Notation: su (X, x,). L'image par la projection 
su À —+ su (X, x,) de la génératrice s'appelle sommet de la suspension 
su (X, z,); on la prend pour point de base. 

Si Ÿ est un espace à point de base y,et f: À — Y une application 
envoyant zx, dans y, on obtient l'application continue fact su f: 
su (X; zoo) su (ŸY; yo) qui est également désignée par su f. 

D'une manière équivalente, la suspension su (X, x) peut être 
décrite comme l’espace quotient du cylindre À X J par (X X 
x (0 U1)) Ulæo X 1), ie. comme (X, ze) @ (/(0 Ui), bp) — 
=(X, xo) @-(S”, ort.). Autre description équivalente: su (X, zo) — 
— cône (X, zo)/X 

6. Le join des espaces Xi À à points de base x,;, x, se définit 
comme l’espace quotient du join usuel X, « X, par la génératrice 
pr (x, X zx, X 1). Notation: Se mi) * (x, 2). L'image de la géné- 
ratrice par la projection X, » X, —+ (X,, 1) * (X., x.) est appelée 
centre du join (X;, x) x (X:, d on la prend pour point de base. 

Si 1, YA sont des espaces à points de base y,, y, et fi: Xi — 
+ Ÿ,, fs: X° —> Ÿ, des applications continues qui envoient x,, x 
dans y,, Yo, on peut envisager l’application continue 


fact (f1# fo): (Xi, Zn) & (Xos Lo ) > (Vus V1) * (Vos Yo) 


désignée simplement par.f; * f2. 

7. Pour des espaces quelconques X,, X,, à points de base z,, to, 
le bouquet (su (X:, x), bp )\ (su (X2:, z2), bp) est canoniquement 
homéomorphe à su ((X:1, 1) V (X 2, Ta), bp). 

L'homéomorphisme canonique 


su (CA Z;) V (X», Ta), bp) ne (su (À: Ti); bp) V (su (X 2 To); bp}: 
se définit par la formule 
pr (mm; (x), t)r imm;,(pr(x, h))[xE X;; i —1, 21. 


8. Les espaces cône (S®, ort,)}, su (S”, ort,), (S7, ort.) » 
* (ST, ort,) sont canoniquement homéomorphes à Di, Sm*, 
SMmtn+l 

L'homéomorphisme canonique cône (S”, ort,) > Dm+1se définit. 
par .la formule 


pr ((@is ++. math Dre (ta + (1 — 0), ts +. fm). 


L'homéomorphisme canonique su (S", ort,) — S”+1 applique la 
génératrice qui passe par le point x € S" sur le cercle dans S"+E 
de centre (ort, + x})/2 (qui se réduit-au point ort, lorsque x — ort;); 
Jorsque z varie de 0 à 1, l’image du point pr (x, #) se déplace unifor- 
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mément le long du cercle considéré en partant du point ort, et en 
passant d’abord par le demi-espace z»+,< O0 (voir fig. 1). 

L’homéomorphisme canonique (S”, ort.,) * (S", ort,) — S®+#n+1 
est défini sur les bases S7, ST par les formules 


(ti, .. mt) 
3x1 + 1 Lo V3 Tm+1 lÆ V3 (1 —z:) 
(TT. D) ; 9 , 0, ..., 0, EE), 
(x, ss... Tn+1) r> 


3t1, +1 Ta v 3 Ln+1 V 3 
— (—, 0, ...,0, 9 D 


7 + +. 9 9 


| V 3(x: —1) | 
——— ), 
tandis que la génératrice qui joint les points x € S", x’ € S" est 
appliquée linéairement (relativement aux longueurs) sur l’arc du 
grand cercle qui joint les images de ces points (voir fig. 2).. 

" 9. Puisque cône (S”, ort;:) — (S®; ort,) @ (7, 0) (voir 4) et 
su (S", ort,)=(iS", ort;) @ (ST, ort,) (voir 5), les homéomorphismes 


première base 


deuxième base 


Fig. 1 (m — 2) Fig. 2(m—0,n—= 1) 


<ône (S", ort,) > D"*1 et su (S?, ort,) + S"+!, définis dans 6, 
nous amènent pour x > 1 aux homéomorphismes canoniques 


S® = (St, ort:) Q...@ (S1, ort:), 


ns” 
D" = (51, ont) @...® (S!, orts) @(I, 0) 


n—1 fois 
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qui permettent de définir les applications | 
id & ... @ id @ pr: D" — (St, ort,) @ ... @ (S*, ort,) Q@ 
Q (1, 0) — (S1, ort,) @ ... @ (S!, ort,;)@ (Z/(0 U1), bp) = S", 
{pr® ...@ pr @idl)opr: I" IX... x I— 
— (1/(0 U 1), bp) ® ... @ (7/(0 U1), bp)@ (7, 0) = D. 

Ces applications seront désignées par DS et ID. Il est clair que DS, 
restreinte à Int D”, est un‘homéomorphisme de Int D” sur S® K ort, 
qui applique Fr D" dans ort,, tandis que ZD applique Int 7" sur 
Int D" et Int 7"-1 sur ST-IK ort,, envoyant Fr" X Int 777 dans 
ort:. | 

L'application DS étant fermée (voir 1.7.9), son quotient injectit 
fact DS: Dr/ST-t ST est un homéomorphisme. Ainsi pour n > 1 
l'espace quotient D"/S"-1 est canoniquement homéomorphe à …S7. 


Les applications (X, xo) @ (Y, Yo) > Z et X —+— EG (Y, Yo; Z, 20) 


D.‘ 


10. Soient X, Ÿ, Z des espaces topologiques à points de base 
Los Yos Zoe Si une application p:(X, zo) © (Ÿ, Yo) — Z est continue 
et envoie le point de base dans le point de base, alors la formule [@”(x)] (y) — 
— (pr (x, y)) définit une application continue pp": À — @ (Y, yo; 
Z, zo) qui applique le point de base dans le point de base. Si une appli- 
cation d: À + (Ÿ, Yo; Z, Zo) est continue et applique le point 
de base dans le point de base, et Y est un espace de Hausdorff localement 
compact, la formule "(pr (x, y))— [4 (x)] (y) définit une application 
continue 7: (X, xo) © (Ÿ, Yo) —+ Z qui envoie le point de base dans 
le point de base. 

En effet, 

op —= ab f(popr: À x Y —+ Z)V], 
Ÿ o(pr' À XY —æ(X, to) @ (Ÿ, yo) —. 
UE (in: 6 (Ÿ, Yo; Z: 20) + E(Y, Z))}A 
(voir 7.6). 

11. Une application @ ((X, to) © (Ÿ, Yo), bp; Z, 20) + G(X, to; 
CE (Ÿ, Yo; Z: Zo), Const) définie par la formule ® > @7 (voir 10) 
est continue pour des espaces topologiques quelconques X, Y, Z à points 
de base Zo, Yo 20. Si X, Ÿ sont des espaces de Hausdorff compacts, 
cette application est un homéomorphisme, et l'homéomorphisme inverse 
est défini par la formule % + w°. 

La continuité de l’application @ > ®” découle du fait que l’image 
inverse par cette application de l’ensemble 

id (X, À, Lo ; € (Y, Yo) Z, Zo)» @(Y, B, Yo; Z; C, Z0): const) 
coïncide avec 


8 ((X, zo) @ (Ÿ, Yo), pr (4 X BP), bp; Z, C, zo). 
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Supposons que les espaces X, Ÿ sont compacts et sont des espaces 
de Hausdorit; considérons l'application 


& (pr, idZ): &((X, zo) © (Ÿ, yo), Z)— 6 (X X Y, Z). 


D'après 7.5, cette application est un plongement, d'où l’on tire 
que l'application 4% + 1" est continue, en utilisant le fait que le 
diagramme | 


C(X, 203 EF, Yo; Z Zo), const) +6 ((X, zo) © (Y, Yo), bp: Z, 20) 


G(X, &(Y, Z)) > G(XX Y, 2) 


dans lequel les flèches horizontales désignent les applications®—wŸ", 
ÿr- vw tandis que les flèches verticales sont les composées 

in 
6 (X, Lo ; &(Y, Uo Z, Zo); const) > 


Œd X, in) 


+ E(X, E(Y, Vi Z, 4) — 6(X, (7, 2)), 


Œpr, id 2) 


+ G(X, to) ® (Y, wo), 2) — G(XXY, 2) 


est commutatif. Le fait que les applications 1 @” et + — #7 
sont inverses l’une de l’autre est évident. 


9. Exercices 


1. Démontrer que, quels que soient X, espace topologique, et Y, 
espace topologique compact, l'application pr;,: X X ŸY — X est 
fermée. | 

2. Démontrer que le sous-ensemble de la sphère S" défini dans 
les coordonnées standards de l’espace R"*1 par l'inégalité x? + ... 
ee Ha ass +... + xs est homéomorphe à DÀ x S7-k. 

3. Supposons que M, X,, et @,, ont la même signification que 
dans 4.2, et soit X la somme des espaces X ,, définie par les homéo- 
morphismes ,,. Démontrer que les applications imm,: À, —X 
sont des plongements. topologiques lorsque M se compose de deux 
éléments et peuvent ne pas l'être lorsque M est. constitué par trois 
éléments. | L 

4. Démontrer que pour nr > 1 les espaces & (7, O, 1; S7, ort,, 
ort.) et & (7, O0, 1; S7, ort;, ort,) sont homéomorphes. | 

5. Soit T l'ensemble de toutes les suites réelles {x;}°; munis- 
sons-le d’une topologie en considéränt la prébase constituée de tous 
les ensembles de la forme {{x;}*|a x, b}; soit S l’espace 
quotient de l’espace T NX 0 (où 0 = {x; = 0}®) par sa partition en 


$ 3] | HOMOTOPIES 61 


demi-droites, i.e. en ensembles de la forme {{érÿ}® | O0 << co} 
pour {x?}* € T XK 0. Démontrer que T est métrisable et S est régulier, 
mais présente la particularité que toute fonction continue SR 
est constante. 


$ 3. HOMOTOPIES 
1. Définitions générales 

1. Nous dirons qu’une application f’: X — Ÿ est homotope à l’ap- 
plication continue f: X — Ÿ lorsqu'il existe une application conti- 
nue F: X XI + YŸ telle que F(x, 0) = f(x), F'(x, 1) —f'(x) pour x € X. 
Toute application F du type indiqué est appelée homotopie entre 
fet f’. On dit également que F est une homotopie de l'application f. 

L'homotopie F: X X I > YŸ est souvent interprétée comme une 
famille d'applications continues f;: X — Y, liées à F par la rela- 
tion f, (x) = F (x, t) [0 Lt <L 1]. Conformément à 2.7.6, la conti- 
nuité de F implique celle de la famille lorsqu'on l’envisage comme 
une application de l'intervalle fermé 7 dans & (X, Ÿ); lorsque X 
est un espace de Hausdorff localement compact, la continuité de 
cette famille est équivalente à la continuité de l'application F. 

Il est clair que l'homotopie constante. F, définie à partir d'une 
application continue f: À —+ Ÿ par la formule F (x, t) =f (x), est 
une homotopie entre f et f; d’autre part, si l'homotopie F est une 
homotopie entre j et f”, l’homotopie inverse F”, définie par la formule 
F' (x, t) = F(x, 1 — t), est une homotopie entre f’ et f; enfin, 
si F est une homotopie entre f et f’ et F” est une homotopie entre 
f' et f”, alors leur produit F”, défini par la formule 


F(zx, 26) pour t<1/2, 


(x, 1) F'(x, 2t —1) pour {4>1/2, 

est une homotopie entre ÿ et f”. Ainsi, La relation d'homotopie est 
une équivalence. Les classes d'équivalence correspondantes dans 
l’ensemble & (X, Ÿ) sont appelées classes d'homotopie. L'ensemble 
de toutes ces classes est désigné par x '(X, Ÿ). 

2. L’homotopie linéaire est un exemple d’homotopie. Soient f et f’ 
des applications continues d'un espace X dans un sous-espace Y 
de l’espace R”. Si pour tout point x € X le segment qui joint f (x) 
à f'(x) est entièrement contenu dans Ÿ, alors la formule F (x, t) — 
—{{ — ti) f (x) + tf' (x) définit une homotopie entre f et f’. Cette 
homotopie est appelée linéaire. | 

Il est évident que deux applications quelconques d’un espace 
arbitraire dans R* ou D" sont linéairement homotopes. 

. “d: Si deux applications f, f': X —'Y sont homotopes, les applica- 
tions gofoh, gof' oh: X'— Ÿ' sont homotopes, quelles que soient 
des applications continues g:Y—Y',h : X'— X. 
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En effet, si F: X X [1 — Y est une homotopie entre f et f’, 
alors go Fo (h x id J) est une homotopie entreg o fohetgof'ch. 

4. 11 découle de 3 qu'une application @ (f, g): @ (X, Y)—- 
—+ 6 (X', Y'), induite par des applications continues f: X'— X, 
g: Y — Ÿ', fait correspondre entre elles des classes d’homotopie. 
L'application fact @ (f, g): n (X, ŸY)— x (X’, Y') correspondante 
est désignée par x (f, g). Il découle de $ qu’elle est déterminée 
par les classes d'homotopie des applications f, g. 


Homotopies liées 


5. Soit À un sous-ensemble d’un espace X. L’homotopie F: 
X X I — Ÿ est dite liée ou fixe sur À ou, plus brièvement, A-homo- 
topie si F (x, t) = F (x, 0) pour € A, tE I. Deux applications 
entre lesquelles il existe une A-homotopie sont dites ÀA-homotopes. 
Il est évident que des applications A-homotopes coïncident sur À. 

De même que l’homotopie usuelle une A-homotopie est une rela- 
tion d'équivalence. Les classes d'équivalence correspondantes (dans 
l'ensemble des applications continues X — Ÿ qui coïncident sur À 
avec l’application donnée f: À —- Y) sont appelées classes de A-homo- 
topies ou, plus précisément, classes d'homotopies des prolongements 
continus à X de l'application f. L'ensemble de toutes ces classes est 
désigné par x (X, À; f). 

Notons que l’homotopie linéaire entre f et g (voir 2) est liée 
sur un ensemble où jf et g coïncident. 

Si l’on veut souligner que telle ou telle homotopie n’est pas liée, 
on dit qu'elle est Libre. 


Equivalence homotopique des espaces 


6. Une application continue g: Ÿ — X est dite komotopiquement 
inverse d’une application continue f: X — Ÿ si Ja composée go f 
est homotope à l'identité id X, et la composée f + g est homotope 
à l'identité id Y. Une application continue qui possède une applica- 
tion homotopiquement inverse est appelée équivalence homotopique. 
Lorsqu'il existe une équivalence homotopique X — Y, on dit que 
l'espace Ÿ est homotopiquement équivalent à l’espace X. 

Il est clair que l'identité est une équivalence homotopique, 
qu’une application homotopiquement inverse d'une équivalence 
homotopique est une équivalence homotopique et que la composée 
de deux équivalences homotopiques en est une. Par conséquent, l’équi- 
valence homotopique est bien une relation d'équivalence entre espaces 
topologiques. Les classes d'équivalence correspondantes sont appelées 
types d'homotopie. 
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Il est évident qu'un homéomorphisme est une équivalence homoto- 
pique. 

7. Si l’une des applications f: X—Y, g:Y —Z et leur 
composée gof: À — Z sont des équivalences homotopiques, l'autre: 
en est également une. | 

En effet, si .k est une application homotopiquement inverse de 
g o f, du fait que f est une équivalence homotopique il découle que: 
l'application f + À est homotopiquement inverse de g. D'autre part, 
le fait que g est une équivalence homotopique implique que l’appli- 
cation kg est homotopiquement inverse de f. 

8. Un ensemble x (X, Ÿ ) est homotopiquement invariant: si g: Y —- 
—+ Y'etf: X'— X sont des équivalences homotopiques, alors n (f, g): 
n(X, Y)—n(X", Ÿ') est une application bijective. . 

En effet, si f” est une application homotopiquement inverse de 
f, et g’ est une application homotopiquement inverse de g, alors 
l'application 1 (f', g') est inverse de x (f, g). 


Espaces contractiles 


9. Un espace X est dit contractile lorsque l'identité id X est 
homotope à l'application constante. 

En guise d'exemple d'espaces contractiles citons les espaces 
euclidiens R" et les boules D" (voir £). 

10. Un espace est contractile si, et seulement si, il est homotopique- 
ment équivalent à un point. 

Démonstration. Si une application id À est homotope 
à une application , alors l’application f: D°— X qui prend la 
valeur œ (X) et l’application g: X —+ D° sont homotopiquement 
inverses l’une de l’autre puisque f + g = o et go f = id D?. 

Si f: D X et g: X — D° sont des applications homotopique- 
ment inverses entre elles, alors l'application .id X est homotope 
à l'application constante f 0 g. 

11. Siun espace X est contractile, alors deux applications continues 
quelconques d'un espace topologique dans X sont homotopes. En parti- 
culier, l'application id X est homotope dans ce cas à toute application 
constante X —+ X. 

La proposition découle de 10 et de &. 


Rétractions de. déformation 


12. Une rétraction p d'un espace topologique X sur son sous-espace 
À (voir 1.4.10) est appelée rétraction de déformation (de déformation 


stricte) si la composée des applications X + A — X est homotope 
à id À (A-homotope à id X). Si l’espace X admet une rétrac- 
tion de déformation sur À, on :dit que À est son rétracte de 
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déformation. Si l’espace À admet une rétraction de déformation 
stricte sur À, on dit que À est son rétracte de déformation stricte. 

Il est clair que si 6: À — À est une rétraction de déformation, 
alors p et l'inclusion À — X sont des équivalences homotopiques 
homotopiquement inverses l’une de l’autre. Il est également clair 
qu’un espace admettant une rétraction de déformation sur l’un 
de ses points est contractile et que chaque point d’un espace contracti- 
le est son rétracte de déformation. 


Homotopies relatives 


13. Soient X un espace muni d'une suite de sous-ensembles 
A1, -.., An, et Ÿ un espace muni d’une suite de sous-ensembles 
B;,,..., B,. L'application F: (X X/,A4,X7,..., A, X 1) —- 
—+ (Ÿ, B,,..., B,) est appelée homotopie entre deux applications 
continues f, f’: (X, A,,..., An) + (Ÿ, B;, ..., B,) si abs Fest 
une homotopie entre les applications abs f, abs f'. Il est évident 
que dans ce cas ab abs F: À, X T1 + B; est une homotopie entre 
les applications ab abs f, ab abs f’: À; + B;. Il est également clair 
que l’homotopie définie par les homotopies (X X 7, À, XF, 

, An X 1)—+(Y, B;,..., B,) est une équivalence homoto- 
pique. L'ensemble des classes d’homotopie correspondantes dans 
l'ensemble &(X, À,, ..., An; Y, B;:,..., B,) est désigné 
par x (X, À4,,..., An; Ÿ, B:1, ..., B,). La définition de l’appli- 
cation x (f, g) donnée dans 4 se généralise au cas considéré d’une 
manière appropriée. 

Une application continue g: (Ÿ, B;,, ..., Bh)—(X, À,, ... 

., Ah) est dite homotopiquement inverse d'une application con- 
tinue f: (X, Ai; ..., An) + (Ÿ, B:,...., B,) si la composée go f 
est homotope à rel id X et la composée fe g est homotope à rel 
id Ÿ. Une application continue qui possède une application homo- 
topiquement inverse est appelée équivalence homotopique. Des suites 
{X, ÀA,,..., Ah), (Ÿ, B;,, ..., B;) pour lesquelles il existe une 
équivalence homotopique sont dites homotopiquement équivalentes. 
Les propositions 7 et 8 se transposent mot à mot au cas relatif. 

14. Ce qui a été dit dans 13 comprend en particulier le cas où 
X et Ÿ sont des espaces pointés (dans ce’cas À,, B, sont des points, 
n —= 1 et les homotopies définies dans 73 coïncident avec les homoto- 
pies liées au point À4,). En outre, on peut étendre au cas des espaces 
à points de base la définition de la contractilité donnée dans 9 
(toute homotopie entre id À et une application constante doit être 
liée au point de base), les deux théorèmes 70; 11 ainsi que les défini- 
tions de la rétraction de déformation et du rétracte de déformation 
données dans 12 (il faut prendre un même point de base dans: X et À 


et exiger que l’homotopie -entre la composée des applications X 
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p in . 4 J:Z . . . 
— A — X et id X soit liée en ce point). En ce qui concerne la notion 
de rétraction de déformation stricte, l'introduction de points de base 
n’y change rien. 

2. Chemins 


1. On appelle chemin dans un espace topologique X toute appli- 
cation continue du segment / dans X. Les points s (0) et s (1) sont 
appelés origine et extrémité du chemin s. Si s (0) — s (1), le chemins 

est dit fermé. Les chemins fermés sont également appelés lacets. 

Un chemin défini d’après le chemin s par la formule £+-> s (1 — à) 
est dit inverse du chemin s; on le désigne par s-f. Le chemin défini 
d’après les chemins s,, Sa dans le cas s, (4) = s, (0), par la formule 

S4 (2t) si t<1/2, 
… s2(2t—1) si 1>>1/2, 
est appelé produit des chemins s,, s,; on le désigne par s,s,. Il est 
clair que (sl —s et (s,s,) 1 = 5,151, 

2. Puisque I = D° X JT, un chemin dans X peut être envisagé 
comme une homotopie de l’application D° — X; dans cette inter- 
prétation, le chemin inverse devient l’homotopie inverse, tandis 
que le produit des chemins devient le produit d'homotopies. 

D'autre part, une homotopie entre deux applications continues 
f,f': X —Y détermine un chemin dans € (x, Ÿ) qui joint 
f à f' (voir 2.7.6); dans ce cas, une homotopie inverse correspond 
toujours à un chemin inverse, et le produit d'homotopies au produit 
des chemins. Si X est un espace de Hausdorff localement compact, 
une homotopie entre les applications continues f, f’: À — Ÿ peut 
même être définie comme un chemin dans &(X, Ÿ}) qui joint f à f. 

3. Etant une application continue, un chemin peut lui-même 
subir des homotopies. Malheureusement, la terminologie générale- 
ment admise qui se rapporte à ces homotopies s'accorde plutôt mal 
avec les définitions (elles aussi généralement admises) du sous-paragra- 
phe 1. À savoir, lorsqu'il s’agit de chemins, les expressions homotopie 
et équivalence homotopique signifient toujours une (0 |} {)-homotopie 
(i.e. une homotopie liée aux extrémités du segment 7) et une (0 {} 1)- 
équivalence homotopique. En outre, s'il s’agit de lacets, homotopie 
libre signifie toujours une homotopie libre (dans le sens usuel) où 
un lacet reste un lacet (i.e. une application continue F': 1 X [— X 
telle que F (0, &) — F (1, t) pour chaque € J). 


3. Connexité et X-connexité 


1. Les propriétés des espaces topologiques étudiées dans ce sous- 
paragraphe sont des variantes plus faibles de la contractilité envisa- 
gée dans le cas absolu, et dé la rétraction de déformation dans le cas 
relatif. 


5—0824 
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Connexité 


2. Un espace topologique est dit connexe si deux quelconques 
de ses points peuvent être joints par un chemin. Énoncé équivalent : 
un espace À est connexe si l’ensemble x (D°, X) contient au plus 
un élément; voir 2.2. ; 

Puisque l’ensemble x (D°, X) est homotopiquement invariant 
(voir 1.8), sa connexité est une propriété homotopiquement invariante. 
En particulier, les espaces contractiles sont connexes. Par exemple, 
les espaces R" et D" sont connexes quel que soit n. 

La sphère S” pour n => 0 est également connexe. Deux quelcon- 
ques de ses points peuvent être joints par un chemin déjà dans SX p, 
où p est un troisième point (rappelons que l’espace ST p est homéo- 
morphe à R"). La sphère S° n’est pas connexe. Le chemin qui joint 
—1 à 1 serait une fonction réelle continue sur l'intervalle [0, 41], 
prenant deux valeurs distinctes sans prendre de valeurs intermé- 
diaires. 

Parmi les sous-ensembles de la droite R sont connexes seuls: 
l’ensemble vide, les points, les intervalles ouverts, fermés et semi- 
ouverts ainsi que les demi-droites ouvertes et fermées. En effet, si &, 
B sont les bornes exactes d’un ensemble connexe À de la droite KR, 
alors À contient l’intervalle la, BI. 

3. Dans le cas d’un espace topologique quelconque X, une relation 
qui joint ses points par un chemin est une relation d'équivalence. 
Les classes d'équivalence correspondantes dans l’espace X sont des 
sous-ensembles connexes maximaux de X ; on les appelle composan- 
tes. L'ensemble des composantes peut être identifié d’une manière 
évidente avec x (D°, X). Nous le désignerons par comp X. 

À une application continue f: À — Ÿ correspond l'application 


fact f — x (id D0, f): comp À — comp Y 


qui pe varie pas lorsqu'on remplace f par une application homotope 
et qui est bijective lorsque f est une équivalence homotopique (voir 
1.4 et 1.8). Il est également clair que f (X) — YŸ implique 
fact f (comp X) —comp Ÿ. En particulier, l’image d’un espace connexe 
par une application continue est connexe. 

4. Si un espace X peut être représenté comme la réunion de ses 
sous-ensembles connexes À,, À,, et A, NA, ©, À est connexe. 

En effet, la composante de X qui contient le point xs E À, N A: 
contient également À, et À,, i.e. contient X tout entier. 

5. Etant donnée une partition d'un espace X en ensembles ouverts, 
chaque sous-ensemble connexe de X est contenu dans un des éléments 
de cette partition. En particulier, chaque sous-ensemble à la fois ouvert 
et fermé d'un espace connexe est ou bien vide ou bien coïncide avec 
l’espace X tout entier. 
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Démonstration. Soient À un sous-ensemble connexe 
d’un espace X, et U un élément de la partition qui rencontre À. 
Puisque l'application f: À — S° qui applique U dans 1 et XX U 
dans —1 est continue, l’ensemble f (A) est connexe. Par conséquent, 
f(4) =iet AC U. 


k-connexité 


6. Pour une application continue f: S®— X (avec r > 0) les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) f est homotope à l'application constante; 

(ii) f peut être prolongé en une application continue Di X; 

(iii) les composées fo DS ,, fo DS_: D'— X, où DS,, DS_ 
sont des plongements de la boule D' dans S”' définis par les formules 


DS, (x, ..., tr) — (x, ess Lys Via... — x), 
DS_ (xs, +.., ar)= (ts, .., ni ri. — x), 


sont ST-T-homotopes ; : 
(iv) f est ort;-homotope à l'application constante. 
La démonstration sera effectuée suivant le schéma : 


(i) 
| NS 2 ti) 
(iv) 4 


(i) =- (ii). En effet, l'homotopie F: S7 X 1 + X entre f et l’ap- 
plication constante applique la base supérieure du cylindre S7 X J 
en un point; par conséquent, F se décompose en deux applications: 
l'application ST X 7 —+ D'+#1 définie par la formule 


(1 + Tri) t) > (T1 (1 7 t), es Tri (1 t)) 
et une certaine application continue g: D'*1 + X (voir 2.3.4 et 
1.7.9); on a évidemment g |r —f. 
(Gi) = (iii) et (ii) = (iv). En effet, si g: D'*! > X est un pro- 
longement continu de l'application f, les formules 


((Zs °°. Tr), t) > £ (T4, ee.) Tr; (1 — 26) Vir Te. — T$), 
(rss, Tres), re g(+(et)rs, (—tz, ..., (1 — ) Tr+4) 
définissent une S7-l-homotopie entre f°DS + et fe DS_ et une ort,-ho- 
motopie S7 X 1 — X entre f et l’application constante. 

(iii) = (ii). En cffet, la S7--homotopie F: DT X I-> X, qui 
joint fc DS, à fo DS_ applique chaque génératrice du eylindre 
S"-1 X J'en un point; par conséquent, F se décompose en deux ap- 
5* 
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plications : l'application D° X I — D'*" définie par la formule 


- ((as, es Tr) DJ (dus ee, En, (2—1)V1—% — tr) 


et une certaine. application continue g: D'*t— X (voir 2.3.4 et 
1.7.9); il est clair que g kr = f. 

L’implication (iv) =- (i) est évidente. 

7. Un espace X non vide est dit k-connexe (0 & k < oo), si 
‘chaque application continue S— X pour r < k est homotope 
à l'application constante, i.e. vérifie la condition 6 (i). D'après 
le théorème 6, cet énoncé-est équivalent aux trois énoncés analogues 

ue l’on en obtient en remplaçant la condition 6 (i) par les conditions 
4 (ii), 6 (iii), 6 (iv). Comme, en outre, pour deux applications conti- 
‘ñlues quelconques : fs fo: Dr X qui coïncident sur S’-1, il existe 
une application continue f: S"—+ X pour laquelle fo DS, — f;, 
fo DS_ —7f,;, un espace X non vide est k-connexe si et seulement 
si deux applications continues . quelconques f,, f,:' D" — X pour 
r & k qui coïncident sur S'-1 sont S'-l-homotopes. 

I1 est évident que pour les espaces non vides, la 0-connexité 
est connexité. Les espaces 1-connexes sont dits simplement connexes ; 
pour les espaces Ü-connexes ceci signifie que deux chemins quelcon- 
ques à extrémités communes sont homotopes entre eux. 

Il découle de l’invariance homotopique d'ensembles x (S”, X) 
qu'un espace homotopiquement équivalent à un espace k-connexe 
est k-connexe. En particulier, les espaces, contractiles sont co-con- 
nexes. 


Le cas relatif 


[8 Poÿr une application continue f: (DT, ST) + (X, À), r > 0, 
Les conditions suivantes sont équivalentes : oo 

(i) f est homotope à l'application constante; . 

(ii) l'application abs f est S"-l-homotope à une application qui 
applique. D' dans un sous-ensemble de l'ensemble À. 

Démonstration. (i) = (ii). SiF: (DT XI, ST x I) — 

— (X, À) est une homotopie entre f et l’ application constante, la 
formule 


DS 


| F(x/dist (0, x), 2(1—dist (0, z))) si dist (0, a) >(2—1)/2, 


définit une ST- Lhomotopie DT X I — X entre abs f et une applica- 
tion qui envoie D’ dans un sous-ensemble de l’espace À. 

: (üi} > (). Si:G: DT X 1 — X est une homotopie liée'sur Sr! 
entre abs f-et une application qui envoie D” daris un “sous-ensemble 
ide l’ensemble À, l° application oi | 
CSA . : on + 
uibes rel. E: (DT 'X T,.S771 K. 1) — (X, A), à 


sfii fs 


à 
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où F est l'application du éylindre D' X I dans X, définie par la 
formule 


F((xs, ..., &r), t) = 
f G(ts, ..., tr), 20) si t<1/2, 
-| G((2x, (1—t), ..., 2x, (1—0t)), 1) si > 14/2,: 


est une homotopie entre f et l’application constante. 

9. Un couple (X, À) est appelé k-connexe (0 < k < oo) si pour: 
toute application continue f: (D7, S7-1) + (X, A) avec r L k, l’ap-. 
plication abs f est S7-!-homotope à une application dont l'image est: 
contenue dans À. 

Il est clair que le couple (X, À) est 0-connexe si et seulement 
si chaque composante de X rencontre À. Pour k > 0, le couple 
(X, À) est k-connexe si et seulement si toute application continue 
f: (D7, S7-1)— (X, À) avec r << k est homotope à une constante; 
voir 6. 

Un couple homotopiquement équivalent à un couple k-connexe 
est évidemment k-connexe. Il en découle en particulier que si À. 
est un rétracte de déformation stricte de l’espace X, alors le couple 
(X, À) est œ-connexe ; en effet, il est homotopiquement équivalent 
au couple (X, X). Comme nous verrons plus loin, le couple (X, A} 
est oo-connexe déjà dans le cas où À est un rétracte de déformation 
de l’espace X et même dans le cas où l'inclusion À — X est une 
équivalence homotopique; voir 95.1.6.5. 


4. Propriétés locales 


1. Un espace topologique X est dit localement contractile au 
point zo E X, si chaque voisinage Ü de ce point contient un autre 
voisinage V de ce point tel que l’inclusion V— U est homotope à l’ap- 
plication constante de V dans x,. 

Un espace topologique X est dit localement contractile s'il est. 
localement contractile dans chacun de ses points. 

Si l’on remplace dans ces définitions l’équivalence homotopique 
par la x,-équivalence homotopique, on obtient la définition de la 
connexité locale forte de l’espace X au point x, et de la contractilité 
locale forte de l’espace X. 

En guise d'exemples d'espaces localement contractiles on peut 
citer K'°, D?'et S. 

2. Un espace topologique X est dit localement connexe en un 
point x, € À si chaque voisinage ÜU de x, contient un voisiriage V 
de ce point tel que deux points quelconques de V peuvent être joints 
par un chemin dans ÜU. Un espace topologique est dit localement 
connexe lorsqu'il est localement connexe en chacun de ses points. 


70 ESPACES TOPOLOGIQUES [CH. 1 


Il est clair que la connexité locale découle de la contractilité 
locale. En guise d'exemple d'espace connexe non localement connexe 
citons une partie du plan R? constituée par les droites mix, + m,t, = 
= 0, où m,, m, sont des entiers. 

3. Un espace est localement connexe si et seulement si les composantes 
des ouverts sont ouvertes. En particulier, chaque voisinage d'un point 
quelconque d'un espace localement connexe contient un voisinage connexe 
de ce point. 

Démonstration. Six, est un point de la composante À 
d'un sous-ensemble ouvert ÜU de l’espace localement connexe X, 
alors Ü contient un voisinage V du point x, tel que deux points quel- 
conques de V peuvent être joints par un chemin dans U. Par consé- 
quent, VE À, de sorte que x, € Int À. Ceci démontre que, dans un 
espace localement connexe, les composantes des ensembles ouverts 
sont ouvertes ; la réciproque est évidente. 


5. Couples de Borsuk 


1. Un couple topologique (X, À) est appelé couple de Borsuk 
si quels que soient un espace topologique Ÿ, une application conti- 
nue f: À + Ÿ et une homotopie F: À X 1 + Y de l'application 
flz,. il existe une homotopie À X 1 + YŸ de f qui prolonge F. 

IT est clair que si (X, À, B) est un triplet d'espaces topologiques 
et(X, À), (4, B) sont des couples de Borsuk, alors (X, B) est un 
couple de Borsuk. 

2. Pour qu'un couple topologique (X, À) soit un couple de Borsuk 
il est nécessaire et, dans le cas où À est fermé, également suffisant, que 
l'ensemble (X X 0) UJ (A X J) soit un rétracte du cylindre X X I. 

Démonstration de la nécessité. Chaque homo- 
topie de l'application in: X = X X 0—+(X x 0) U(4 X I)qui 
est un prolongement de l’homotopie in: À X 1 —(X X 0) U (4 X 1) 
est une rétraction du cylindre À X 7 sur (X X 0) [J (4 X P). 

Démonstration de la suffisance. Sip: X X 
X [—(X X 0) U(4 X J) est une rétraction, alors, quel que soit 
un espace topologique Ÿ, une application continue f: X — Y et une 
homotopie F: À X [ + Y de la restriction f|4, la composée. des 


applications X X F, (X X 0) U(A X 1) > Y, où G est défini 
par la formule 
x si {—0, 
GG, D = f (x) | 
F(x, t) si x€À, 
est une homotopie de f qui prolonge F. 
3. La proposition suivante fait corps avec le théorème 2: si 


ZX est un espace de Hausdorff, l'ensemble À sera automatiquement fermé 
si le cylindre X X I peut être rétracté sur (X X 0) UJ (A X I). Pour 
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la démonstration il suffit de remarquer que cette dernière condition 
implique que l’ensemble (X x 0) UJ (4 X 7) est fermé dans X X 7 
(voir 1.5.5) et que À est l’image inverse de cet ensemble par l’appli- 
cation X — X X I donnée par la formule x + (x, 1). 

4. Si les ensembles À, B constituent un recouvrement fermé d'un 
espace X et (A, À (1 PB) est un couple de Borsuk, alors (X, B) est égale- 
ment un couple de Borsuk. 

Ceci découle de 2 car toute rétraction p: À X 1— [A4 X O0] [ 
UI(4 NB) X I] détermine, suivant la formule 


p(x, t) si xE À, 


(æ, ne | (x, t) si x€P, 
une rétraction X X 1 +(X X0) U(B X I). 
5. Si(X, À) est un couple de Borsuk, À étant fermé, et Z un espace 
iopologique, (Z X X, Z X À) est un couple de Borsuk. 
Démonstration. Si p est une rétraction du cylindre 
X x I sur (XX 0) U (4 %X I), alors id Z X p est une rétraction 
du cylindre (ZX X) XI —=Z X(X XI) sur [(Z X X) XOIU 
UI(Z x A) X 11 =Z x [(X x 0) U(A x D). 


Couples de Borsuk et rétractes de déformation 


6. Si (X, À) est un couple de Borsuk et l'inclusion À — X est 
une équivalence homotopique, alors À est un rétracte de déformation 
de l’espace X. 

Démonstration. Soit nn: À — À une application homo- 
topiquement inverse de l'inclusion À — X. Prolongeons l’homoto- 
pieentre n|a —ncin: À —+ À et id À en une homotopie de l'appli- 
cation x et désignons par p la rétraction de l’espace X sur À liée 
par cette dernière homotopie à x. Puisque la composée des applica- 
tions X — À — X est homotope à id X, l'application composée 
X > A > X est également homotope à id X, de sorte que p est une 
rétraction de déformation. 

7. Si À est un rétracte de déformation d'un espace X et ((X X I, 
(X x 0) U(4 x I) U(X X 1))est un couple de Borsuk, alors À est 
un rétracte de déformation stricte de l’espace X. 

Démonstration. Soit p: À —+ À une rétraction de défor- 
mationetf: X x 1 — X une homotopie liant id À avec la composée 


des applications X “> A X. Définissons une homotopie 
g: [(X X 0) U(A XI) U(X X 1)] X 1 — X par la formule 


zx si £ —0, 
g((x, ti) | f(x, (1—t)t1) si xEAÀ, 
f(x), 1—8) si n—1 
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et prolongeons-la en une homotopie G: (X X 1) X [1 — X de l’ap- 
plication f: X X 1—+ X. Il est clair que la formule (x, t) + 
> G((x, t), 1) définit une A-homotopie X X 7 — X liant id X 
avec in o ?. 

8. Si (X, À) est un couple de. Borsuk et B un rétracte de déforma- 
tion stricte de l’espace À, alors l'application rel::(X, B)—- (X, À) 
est une équivalence homotopigue. 

Démonstration. Prolongeons la B-homotopie liant id À 
à la composée de la rétraction de déformation stricte À — B et de 
l'inclusion B — À en une certaine homotopie G de l’application 
id X. Il est clair que l’application (X, A) — (X, B) définie par la 
formule x +> G (x, 1) est homotopiquement inverse de rel. 


Caractéristiques locales des couples de Borsuk 


9. Si(X, À) est un couple de Borsuk, X étant normal, alors, quels 
que soient un espace. topologique ‘Ÿ, une application continue f: 
X —- Y etune homotopie F delarestriction f|a, il existe pour chaque 
voisinage U de l’ensemble À une (X X U)-homotopie de f qui prolonge F. 

Démonstration. Si G est une homotopie de f qui pro- 
longe F, alors la formule (x, t) > G (x, tp (x))}, où œ est une fonc- 
tion d’'Urysohn du couple À X Ü, À, détermine une (X  ÜU)-homo- 
topie de f prolongeant F. 

: 10. Pour qu’un couple topologique (X, À) soit un couple de Borsuk, 
il est nécessaire et, dans le cas où X est normal et À découpé (en parti- 
culier, lorsque X est métrisable et À est fermé), suffisant qu'il existe un 
voisinage U de À tel que l'inclusion U —- X est A-homotope à une 
application qui envoie U dans À. 

Démonstration delanécessité. Sio:X x I — 
— (X X 0) U(4 X J) est une rétraction, alors l’ensemble U consti- 
tué par les points x € X tels que © (x, 1) € À X (0, 1] est ouvert, 
tandis que la composée des applications 


UxI XXI (XXOU(AXD XXI X 


est une A-homotopie liant l'inclusion ÜU — X à une application de 
U dans À. 

Démonstration de la suffisance. Soit F: 
U X I + X une A-homotopie telle que F (x, 0) —=zxet F (x, 1) € À 
quel que soit x EU, et soit @: X —+ J une fonction d'Urysohn du 
couple À, À X U qui découpe À (voir 1.5.9). La formule 


G F(x, min(t/p(x), 1)) si xEUXA, 
Ge, 1)= x si æCÀ 


détermine une certaine application G: U X I — X, continue d’après 
le théorème 2.2.14. De même que G, est continue l’application } : 
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X XI1— X X I définie.par la formule 
H (G (x, max (0, t—(x))), max (0, t—2(x))) si x EU, 
(x, t)= (x, 0) si EX NU: 


il est clair que À (X X 71) —(X X 0) U (4 X I) et que ab AH: 
X XI—(X X 0) J (4 X J) est une rétraction. 

11. Soit (X, A) un couple topologique tel que. A est un rétracte- 
de déformation stricte d'un de ses voisinages. Si X est normal et À 
découpable (en particulier, si X est métrisable et À fermé), (X, A} 
est un couple de Borsuk. 

La proposition découle de 10. : 

12, Si (X, À) est un couple de Borsuk, pour tout voisinage V 
de À, il existe un voisinage W tel que Wa V et l'inclusion W— V 
est A-homotope à une application de W dans À. | 

Démonstration. D'après 10, il existe un voisinage U 
de À et une A-homotopie F: U x I X tels que F (x, O0) — 
et F (x, 1) E À quel que soit x € U; d’après 2.2.13, chaque point x 
de À possède dans ÜU un voisinage W, tel que F (W, x 1)€ VY. 
Posons W — |J,kc4W.. Ilest clair que WE Vet F(W x 1e V, 
et que ab F: W x I — V est une A-homotopie liant l'inclusion. 
W — V à une application de W dans À. 

13. Un espace topologique qui constitue avec un de ses points un: 
couple de Borsuk est fortement localement contractile en ce point. Siun 
espace normal est fortement localement contractile dans un point 
découpé, il constitue avec ce point un couple de Borsuk. 

La proposition découle de Z2 et 10. 


6. Espaces SCNR “) 


1. Un sous-ensemble d’un espace topologique est appelé rétracte 
de voisinage s’il est rétracte d’un de ses voisinages. 

En guise d'exemples de rétractes de voisinage, citons les rétractes-. 
et les ensembles ouverts. 

2. SiA est un rétracte de voisinage d'un espace X, et B est un rétracte: 
de voisinage de À, alors B est un rétracte de voisinage de X. 

En effét, si po: U— À est une rétraction de voisinage de À 
dans X et o: V— B une rétraction de voisinage de B dans À, alors. 
Oo (plw): W— B,où W —p !(V), est une rétraction de voisinage 
de B dans À. 

3. Un espace topologique est appelé espace SCNR s'il est com- 
pact et peut être plongé dans un espace euclidien (d'une certaine di- 
mension) en tant que rétracte de voisinage. 

La boule D" et la sphère S" sont des espaces SCNR. 


*) La notation SCNR est composée des initiales des mots anglais « Sphere 
Compact Neighborhood Retract ».— N.da.T. 
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4. Un rétracte de voisinage compact d'un SCNR est un SCNR. 

La proposition découle de à. 

5. L'image d'un SCNR par plongement dans un espace normal. 
est un rétracte de voisinage. 

Démonstration. Soit f un plongement d'un SCNR X 
dans un espace normal Ÿ, et soit g: X — Run plongement tel que 
g (X) est un rétracte de voisinage de l’espace R'. Soit d’autre part 
f =labf: X—+f(X)], & =labg: X—g(X)let p: V—+ g(X) 
une rétraction de voisinage. Puisque l’ensemble / (X) est fermé (voir 
4.7.9), l'application g c f,': f (X) — R" se prolonge en une appli” 
cation continue k: Ÿ —+ R” (voir 1.5.12) ; on voit que U —h"! 
est un voisinage de l’ensemble f (X) et f, © ge p c [ab h: U —+ V] 
est une rétraction de ce voisinage sur f(X). 

6. Pour tout rétracte de voisinage compact X de l’espace R”, 
il existe un nombre positif e tel que des applications continues f, g d’un 
espace quelconque Y dans X vérifiant 


sup yey dist (f (y), g (y)) <e 


sont homotopes entre elles. Cette homotopie peut être supposée fixe 
sur tout ensemble où f et g coïincident. 

Démonstration. Soito: U-—#X une rétraction de voisi- 
nage. Nous montrerons qu’en guise de & on peut choisir la distance 
entre les ensembles X et R7 X U (elle est positive d’après 1.7.15). 

Soient f, g: ŸY — XÀ des applications continues telles que 
dist (f (y), g (y)) <e quel que soit y E Y. Il est évident que le segment 
qui joint f (y) à g (y) est contenu dans U quel que soit Je point y € Y. 


Par conséquent, les applications Y Lx 5 U, Y Æ, X > U sont 
liées par une homotopie linéaire F: Y X 1 —- U et il est immédiat 
que l'homotopie oo F: Y X [1 — X joint f avec g, étant liée sur 
tout ensemble où f et g coïncident. 

7. Si À est un rétracte de voisinage d'un SCNR X, alors (X, À) 
est un couple de Borsuk. 

Démonstration. Soit o: U — À une rétraction de voisi- 
nage. En supposant X rétracte de voisinage de l’espace R”, trou- 
vons pour lui le nombre & indiqué dans 6 et désignons par V le voisi- 
nage de l’ensemble À dans X constitué par les points x € U pour 
lesquels dist (x, © (x))  e. Désignons par ç la composée des appli- 
cations 

O]V 


y DAS X. 


Ï1 est évident que dist (@ (x), x)  & si x € V, tandis que œ (x) = x 

si x € À; par conséquent, l'inclusion V — X A-homotope à œ, et, 

puisque œ (V) = À, il ne reste qu'à appliquer le théorème 5.10. 
8. Les espaces SCNR sont fortement localement contractiles. 
La proposition découle de 5.7 et 5.13. 
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Information 


9, La réciproque du théorème 8 est vraie : tout sous-espace locale- 
ment contractile compact d’un espace euclidien est son rétracte de 
voisinage. Pour la démonstration, voir [14], 


7. Propriétés homotopiques des constructions 
topologiques 


1. Dans ce sous-paragraphe nous établissons l’équivalence homo- 
topique de certaines constructions décrites au $ 2 et nous étudions les 
propriétés homotopiques des espaces correspondants. 


Produits 


2. Ilest évident que des applications continues f, g: Y —+ X, x 
X... X X, sont homotopes si et seulement si les applications 
priof, priog: Y —+ X; le sont pour chaque à (cf. 2.2.4). Il en dé- 
coule en particulier que l’espace X, X ... X X, est k-connexe si 
et seulement si tous les espaces À; (0 < k < co) sont k-connexes. 

Il est également clair que si des applications g,: X,—+Y,, ... 
..., En: Àn — Ÿ, sont homotopes à des applications fi: À, — Y,, … 
ses fn Ân > Yn, alors l'application g, X ... Xgn: À X ... 
so XX Y, X... X Y, est homotope à l'applicationf; X ... 
se X fn XX XX Yi XX... X Y,; sifsy, . .., fn sont 
des équivalences homotopiques, alors f;, X ... X f, l’est également. 

3. Si À est un rétracte de déformation (resp. un rétracte de défor- 
mation stricte) d'un espace X, le produit À X Ÿ est évidemment, 
pour tout Ÿ, un rétracte de déformation (resp. un rétracte de défor- 
mation stricte) du produit X X Ÿ. En particulier, si À est contrac- 
tile, les fibres x X Ÿ du produit X X Ÿ sont des rétractes de défor- 
mation de ce produit. 


Espaces quotients 


4. Puisque la projection À — X/f est une application continue 
de X sur X/\, l’espace quotient d’un espace connexe est connexe 
(voir 3.3). [l est également clair que l’espace quotient X/A de l'espace 
X par son sous-espace À sera connexe dès que le couple (X, À) est 
0-connexe ; de même lorsque les composantes de À sont ouvertes, 
alors la O-connexité du couple (X, À) découle de la connexité de 
l’espace quotient X/A. 

Comme nous verrons par la suite, ni la k-connexité pour #4 > 0, 
ni la contractilité de l’espace quotient ne sont conservées par passage 
à l’espace quotient. 

5. Soient Ÿ, t des partitions des espaces X, Ÿ. Si des applications 
fs: À = Ÿ constituent une homotopie qui applique les éléments de la 
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partition Ÿ dans des éléments de la partition t, alors les applications 
fact f,;: X/f — Y’/t constituent également une homotopie. 

Il faut démontrer que l'application G: (X/f) X 1 — Y/t, 
définie par la formule G.{x, t) — (fact f;) (x), est continue. Pour 


cela, il suffit de remarquer (voir 2.3.4) que la composée des applica- 
i G 
tions À X 7 PAIE (X/f) X 1 — Y/t est continue, tandis que l’appli- 


cation pr X id / est décomposable; la première assertion découle 
du fait que le diagramme 


prxid I 


XXI1—— (XA)X1 


je Vs 


Y 2  y/t, 


où Fest définie par la formule F (x, t}) — f; (x), est commutatif, 
tandis que la seconde assertion découle du théorème 2.7.8. 

6. Si des applications f, f': (X, A) — (Y, B) sont homotopes,. 
les applications 


rel fact f, rel fact f’: (X/A, pr (4)) —+ (Ÿ/B, pr (B)) 


le sont également. Si f est une équivalence homotopique, alors rel fact f 
l'est également. 

La première assertion découle de 5, la seconde de la première: 
en effet, si une application g: (Ÿ, B) — (X, A) est homotopiquement 
inverse de f, alors l'application 


rel fact g: (Ÿ/B, pr (B)) — (X/A, pr (4)) 


est homotopiquement inverse de rel fact f. 

7. Si(X, À) est un couple de Borsuk avec À contractile, alors 
rel pr: (X, À) —+ (X/A, pr (A)) est une équivalence homotopique. 

Démonstration. Soient FF: À X I —+ À une homotopie 
qui joint id À à l'application constante, et G: X X 1 X 
une homotopie de l’application id X qui prolonge F. L'application g 
à laquelle G joint id X étant constante sur À, on a l’application 
fact g: X/A — X; comme évidemment fact g (pr (4))S À, on 
a également l'application 


rel fact g: (X/A, pr (4A)) — (X, À). 


Montrons que cette dernière est homotopiquement inverse de rel pr. 
A cette fin considérons les homotopies 


rel G: (X XI, A X1)—(X, A) et 
rel fact G:((X/A) XI, pr (A) X 1) — (X/A), pr (A)) 
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La première joint les applications rel id À, rel g: (X, A) + (X, À), 
tandis que la seconde joint les applications 


rel id (X/A), rel fact g: (X/A, pr (4)) + (X/A, pr (A)) 
et il est immédiat que Îrel g:(X, A) + (X, A)] = [rel fact g: 
(X/A, pr(4)) + (X, A)}olrel pr: (X, A) —+(X/A, pr (4))] et 
{rel fact g:(X/A, pr (4)) + (X/A, pr (A))]l = [rel pr: (X, A) — 
— (X/A, pr (4))] ° frel fact g: (X/A, pr (4)) + (X, 4)l. 


Attachements 


8. Soient (X,, C) un couple de Borsuk et @, @': C — X, des appli- 
cations homotopes; les espaces X, UoXÂ1 ÀXÂ2 Uo À Sont homotopi- 
quement équivalents ; en outre, il existe une équivalence d'homotopie j : 
Xe UoÂi 7 X2 Uv'À telle que le diagramme 


X 


Îmm, imm, 


(1) 


AIN LAURE 4 
est commutatif. 

Démonstration, Soit D:C x [—+ X, une homotopie 
liant o à @’ et o uné. rétraction du cylindre À, X 1 sur (X, X O0) LU 
U(C X I). Définissons les applications 


hi (Xi X 0) U(C X D + Xe UoXu k': (X1 X 0) U(C X D) — 


—+ X3 Uy À 
par les formules 
oo immy.(x) si t—0, 
he, n={ immo D (x, t) si +xEC, 
, imm, (x) si t—0, 
k n= | immooD(x, 1—t) si æEC, 


et les applications 
f: X2 UoX1 + Xe Us X» £: X2 Vo 1 + Àr Uodi 
par les formules 
foimm (a) —h'eo(x, 1), feimm, (x) — imm (x), 
goimm, (x) —hoo(x, 1), goimm, (x) — imm, (x). 


Il est évident que ces applications sont continues et que le diagram- 
me (1) est commutatif. ‘Il est. égalenient.. clair que l'application 
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(Xe UoX1) X T1 X3 UoXx définie par les formules 
(imm, (x), t}-- hoGcowb(o (x, t), t), 
(imm, (x), t) > imm, (x), 


où 1p est l’application du produit (ZX, X 7) X 1 dans À, X I suivant 
la formule # ((x, el t) = (x, max 6. t — u)), est une homotopie: 
entre id (X; Ue X,) et gof. Ainsi, la composée go f est homotope 
à id (X: Us X,) et, de même, la composée jf ° g est homotope à 
id (ZX? Ug/À 1)e 

ÿ (Lemme). Sif:Y —Y',f':Y"—Y sont des applications homo- 
topiquement inverses, pour toute homotopie F: Ÿ X [I —Y joignant 


C, 


Fig. 4 


id Ÿ à f'of, il existe une homotopie F': Y' X I— Y” joignant 
à fof' telle que les applications 


foF, F'offxidi)}: Y XI1—7Y' 


sont [(Y x 0) U(Y X 1)}l-homotopes. 

Démonstration. Soient G: Y’ X [— Y' une homoto- 
pie liant id Ÿ' à fof’, et F’ le produit des trois homotopies G, 
foFo(f" X id1) et de l’homotopie inverse de Gc(f X id f)e 
o (f" X id 7). Partageons le carré 7°? en 8 parties de la manière indi- 
quée sur la figure 3 (les points À,, 4,, A,, À, ont les abscisses 
0, 1/2, 3/4, 1 et l’ordonnée 0, Les points B,, ..., B$ ont les abscisses 
0, 1/8, 1/4, 1/2, 3/4, 1 et l’ordonnée 1/2, les points C,, C: les 
abscisses 0, 1 et l’ordonnée 1). Définissons des applications affines 
@: [?— P., QG: 1? —+ P par les conditions «, (0, 0)=B;, «; (1, 0)= 
= Bu & (0, 1) = A2, @2 (0, 0) = B5, @2 (1, 0) — B,, a (0, 1) — 
— A,. Définissons ensuite, pour y € Y, une application @,: 1? —- 
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— Y'en posant q, “e Gi, à)) = (FE QG, b) t)), Qu (as Ge )) = 
= G(feF (y, à), t); pour 0< t< 1/2 Po. v Ge 0) = & (f GY), 
2t); quant aux restrictions @ylo,, à = 1, 2, , 6, elles sont 
constantes: pour à — 1 sur les segments de droite parallèles à la 
droite A:B,; pour i — 2 sur les segments de droite passant par le 
point D,; pour i — 3 sur les segments verticaux ; pour i = 4 sur 
les segments de droite parallèles à la droite CB; pour i — 9 sur les 
segments de droite passant par le point D, ; pour i = 6 sur les seg- 
ments verticaux (les segments sur lesquels l'application ®, est 
constante sont représentés sur la figure 4). Il est clair que la formule 
(QU fa) te) > y (ta +) détermine une [(Y * ,0) U (4 X 1)}-homo- 
topie (ŸY X 1) X 1—Y' qui joint fe F à o (f X id Î). 

10. Soient (X, C) un couple de Borsuk avec c fermé, et: C—Y 
une application continue. Si f: Y — Y' est une équivalence homo- 
topique, 

fact (id X 11): Ÿ Uo À + Ÿ” UrogX 


est également une équivalence homotopique. 

Démonstration. Fixons: (i) une application f': Y” — 
—+ Ÿ, homotopiquement inverse de f; (ii) une homotopie F: Y x 
X [+ ŸY, joignant id Ÿ à f'.f; (iii) une homotopie F’: Y’ x 1 + 
—+ Ÿ', joignant id Ÿ’ à ff’ et une [(Y x 0) U (Ÿ X 1)]-homoto- 
pie G: (Y X I) X [I Y" joignant fe F à F'°(f X id 7) (voir 9): 
(iv) une rétraction p: X X 1—+(X X 0) U(C X TZ). Définissons 
ensuite les applications 


g: (X XOU(CXD—+YUoX, g': UX XO UC XIDIXI1—+ 


— Y” Ù foÀ 
par les formules 
imm:; (x) Si {— 0, 
g(x, t) — . . k 
immMooF(œ(x), t) si xEC 


, imm, (x) si ti —0, 
8 (Cr #4), :)= | immooG((m(x), t:), &) si xEC, 
et l'application k: Y'Uso À — Y Uo À par les formules 
h (imm, (x)) = gep(x, 1), h (imm, (y')} = imm, (f° (y'}). 
Il est clair que les formules 
H (immy (x), t) = gep{x, t), H (imm, (y), à) = imm, (F (y, t)) 
déterminent une homotopie FH: (YUy À) X1— YUQÀÂ qui joint 
id (Ÿ Uo À) à ho fact (id À LI f), tandis que les formules 
H; (mm (x), à = g'(p (x, ©), 1), H; (mm: (y'), à — 
= imme (7° (y', t)), 
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H, (mm (x), t)=g (p(x, 1),t), A, RE t)=imm, (j ° jf’ (y)) 


définissent des homotopies H, : ('UÜroX) X 1 —+ Y'Ù sp X 
dont le. produit joint id(Y” Dé eo X) avec fact(id X []f}ch. 
Ainsi l’application À est homotopiquement inverse de fact (id À LI] f). 


Constructions spéciales 


11. Le cône cône X est contractile pour tout X. La suspension su À 
æst connexe pour tout X. Le join X, + X, est connexe quels que soient 
- X ;, X 2. 

_ La contractilité du cône est évidente. La connexité de la suspen- 
sion découle du fait qu'elle est un espace quotient du cône. La con- 
nexité du join découle du fait que deux points quelconques 
pr (a % #), prti, æs d') € 

€ X1* À [(T 2 Las t), (ti, Las t') € À: X À X T] 
peuvent être reliés par un chemin défini par la formule 
prtrs don, 87 (1—t)+t) si T7<1/5, 
T — 4  pr(x: Li, Los 2 — IT) si L/3<T<2/3, 
prix, æ, t'(3T7—2)) si T>2/3. 

12. En appliquant le théorème 5 on trouve que si les applications 
f, g: X — Ÿ sont homotopes, les applications su f, su g: su À + 
— su Ÿ le sont également. On en déduit de la manière usuelle que 
si f est une équivalence homotopique, su f l’est également. 

On trouve aussi que si les applications f,, gi: X, — Ÿ, sont 
homotopes ainsi que les applications f,, g: X, —+ Ÿ, alors les 
applications f; * fo, gx go: Xix Xe —+ Y, x Ÿ, sont également ho- 
motopes. On en déduit de la manière usuelle que si f,, f, sont des 
équivalences homotopiques, f, + f, l’est également. 

13. Il est clair que l'application rt f du cylindre Cyl f de l’ap- 
plication f: XX, sur X, (voir 2.6.10) est une rétraction de 
déformation stricte. Ainsi X, est un rétracte de déformation stricte 
de l’espace Cyl f. 

L’inclusion X, — Cylf est une équivalence homotopique si et 
seulement si f est une équivalence homotopique. En effet, la com- 
posée des applications X, 7 Cylf'*? X, coïncide avec f, tandis 
‘que rt / est une équivalence homotopique. 


Le cas des espaces à point de base 


14. Les propositions énoncées dans 2, 3, 6, 7, 10, 11 et 12 peu- 
vent être modifiées de manière évidente pour le cas des espaces 
ä.point de base. Notons en outre que le théorème 72, dûment modifié, 
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est vrai pour les bouquets et les produits tensoriels : si les applica- 
tions 


Î no Zu: (X Lu) + (Y h Yu) 
sont homotopes pour tout u, alors les applications 


Vufus Vugn: (Vu (Au Tu): bp) + (Vu (us Yule DP) 


sont homotopes; si chacune des applications f, est une équivalence 
homotopique, \/,f, est une équivalence homotopique ; si les applica- 
tions fy, £a: (Xs, T1) —+ (Ÿ,, y4) sont homotopes et les applications 
fo 82: (Xos To) —> (V2, Ye) sont homotopes, alors les applications 


fi © for 81 © Lot ((Xar Ts) © (Ka Los DD) —+ (Vas V1) © 
@ (Va Yo) bp) 


le sont également et si f., f, sont des équivalences homotopiques, 
alors f, © f, est une équivalence homotopique. 


8. Exercices 


1. Démontrer que la sphère S” est contractile. 

2. Démontrer que si (X, À) est un couple de Borsuk et l’espace X 
est contractile, l’espace quotient X/A est homotopiquement équiva- 
lent à su À. 

3. Démontrer que si le produit de deux espaces topologiques est 
homéomorphe à la suspension d’un espace topologique, alors ou bien 
les deux facteurs sont contractiles, ou bien l’un d’entre eux se réduit 
à un point. 

4. Démontrer que si f: À, — X, est une équivalence homoto- 
pique, X, est un rétracte de déformation stricte de l’espace Cyl f. 

5. Démontrer que si un espace métrisable X constitue, avec 
un point distingué x, un couple de Borsuk, alors la projection 
su À — su (X, x) est une équivalence homotopique. 

6. Démontrer que quels que soient un espace topologique con- 
nexe X et ses points x, y, la partie de l'espace @(7, 0; X, x) 
constituée des chemins passant par le point y est contractile. 
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CHAPITRE 2 


ESPACES CELLULAIRES 


$ 1. ESPACES CELLULAIRES ET LEURS PROPRIÉTÉS TOPOLOGIQUES 


1. Notions fondamentales 


1. Une partition f d’un espace topologique X est dite cellulaire 
si sur l’ensemble des éléments de cette partition est donnée une fonc- 
tion d à valeurs entières non négatives telle que pour chaque élé- 
ment e de Ÿ il existe une application continue Dd(e) — X qui soit: 
(i) un homéomorphisme de [Int Dé sur e; (ii) une application de 
ST ans la réunion des éléments de la partition f sur lesquels 
d prend des valeurs inférieures à d (e). 

On appelle cellules les éléments d’une partition cellulaire et 
cellules fermées, leurs adhérences. Le nombre d (e) s'appelle dimen- 
sion de la cellulee; on le désigne généralement par dim e. Une appli- 
cation continue De) — X jouissant des propriétés (i), (ii) est 
caractéristique pour e; elle sera notée cha.. 

Il est clair que cha, (Ddime )E Cle; si À est un espace de 
Hausdorff, alors cha, (Däime) = Cle. En particulier, les cellules 
fermées d'une partition cellulaire d'un espace de Hausdorff sont com- 
pactes. Il est également clair que, dans le cas d’un espace de Hausdorff 
la différence Cl ee se recouvre par des cellules de plus petites dimen- 
sions quelle que soit la cellule e. 

2. Une partition cellulaire est dite équipée si pour chacune de 
ses cellules on a choisi une application caractéristique. La famille 
{cha,: Ddime > X} des applications caractéristiques est appelée 
équipement de la partition, tandis que l'application 


cha: DexfD >xX, 


définie par les relations cha o in, — cha,, est appelée application 
caractéristique totale. 

3. D'après les définitions générales du chapitre 1 (voir 1.2.4.3), 
le recouvrement d’un espace X par les cellules fermées d’une parti- 
tion cellulaire f définit dans X une deuxième topologie. La famille 
des ensembles fermés pour cette topologie peut être décrite de la 
manière suivante: un ensemble est fermé lorsque ses intersections 
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avec les cellules fermées de la partition f sont fermées dans la topolo- 
gie originale. La deuxième topologie est dite faible ou cellulaire; 
le passage à cette topologie est appelé affaiblissement. cellulaire. Par 
ce passage, on ne peut qu'enrichir les familles des ensembles ouverts 
et fermés; en particulier, un espace de Hausdorff reste espace. de 
Hausdorff. Dans tous les cas l’affaiblissement ne change pas la topo- 
logie des cellules fermées ainsi la partition f reste cellulaire avec les 
mêmes applications caractéristiques. 

Dans le cas où X est un espace de Hausdorff et la partition f est 
équipée de {cha.}, la topologie cellulaire admet une description 
en termes de l'application caractéristique totale : l’ensemble À est 
ouvert (resp. fermé) lorsque son image inverse cha” (A) est ouverte 
(resp. fermée). Autrement dit, la topologie cellulaire coïncide avec 
la topologie apportée dans X par le quotient injectif de l’application 
cha de l’espace quotient de la réunion LleexgD4Me par la partition 


zer (cha). L'équivalence de cette description de la topologie cellulaire 
à celle donnée au début découle du fait que les applications cha, 
sont fermées (voir 1.1.7.9). 

4. On appelle espace cellulaire un espace de Hausdorff muni 
d'une partition cellulaire vérifiant les propriétés suivantes : (C) toute 
cellule fermée ne rencontre qu'un nombre fini de cellules; (W}) les 
cellules fermées constituent un recouvrement fondamental de l'espace. 
La condition (W) signifie évidemment que la topologie de l’espace 
coïncide avec la topologie cellulaire. Les notations (C) et (W}) sont 
généralement admises et proviennent des termes anglais closure fini- 
teness et weak topology. 

Il est clair que la propriété (C) est conservée par les affaiblis- 
sements cellulaires de la topologie. Par conséquent, un espace de 
Hausdorff muni d’une partition cellulaire possédant la propriété (C) 
devient un espace cellulaire après l’affaiblissement cellulaire de sa 
topologie. 

La terminologie employée pour les partitions cellulaires est appli- 
quée aux espaces cellulaires. En particulier, un espace cellulaire 
peut être fini, dénombrable et équipé. En particulier, dire qu'un 
espace cellulaire est fini c’est dire qu'il est constitué par un nombre 
fini de cellules et non par un nombre fini de points. 

On appelle dimension d'un espace cellulaire la borne supérieure: 
des dimensions de ses cellules; pour l’espace vide (considéré lui 
aussi comme un espace cellulaire), on la pose égale à —1. La dimen-- 
sion, finie ou infinie, d'un espace cellulaire X est désignée par dim X. 

L' ensemble des cellules de dimension r d’un espace cellulaire- 
sera désigné par cell, X. 

5. L'espace cellulaire le plus. simple s'obtient en partitionnant: 
un espace discret en cellules zéro-dimensionnelles (en points séparés). 
Il est clair que tous les espaces cellulaires zéro-dimensionnels sont 
ainsi constitués. Une partition d'un espace de Hausdorff à topologie 
6 * 
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non discrète en cellules zéro-dimensionnelles ne vérifie pas la con- 
dition (W). 

En guise d'exemple de partition cellulaire vérifiant la condi- 
tion (W) mais ne vérifiant pas la condition (C), on peut citer la parti- 
tion de la boule D" pour n > 1 en la cellule Int D” de dimension n 
et en cellules zéro-dimensionnelles recouvrant la sphère S7-1, 


Le cas localement fini 


6. Conformément à la définition générale donnée dans 1.1.1.12, 
une partition cellulaire d'un espace est dite localement finie si chaque 
point de l’espace possède un voisinage qui coupe seulement un nom- 
bre fini de cellules. Condition équivalente: chaque point possède 
un voisinage qui coupe seulement un nombre fini de cellules fermées. 

Il est clair que toute partie compacte d'un espace muni d’une 
partition cellulaire localement finie possède un voisinage qui coupe 
seulement un nombre fini de cellules. Il en découle qu’une partition 
cellulaire localement finie d’un espace de Hausdorff vérifie la con- 
dition (C). En ce qui concerne la condition (W), elle est toujours 
vérifiée en vertu du théorème 1.1.3.6 pour toute partition cellulaire 
localement finie. Ainsi, un espace de Hausdorff muni d'une partition 
cellulaire finie ou localement finie est un espace cellulaire. 

7. Un espace cellulaire est localement fini si et seulement si chaque 
cellule ne coupe qu'un nombre fini de cellules fermées. 

Démonstration. Si un espace cellulaire est localement 
fini, l’adhérence de toute cellule possède un voisinage qui ne coupe 
qu’un nombre fini de cellules (voir 6), donc chaque voisinage, et la 
cellule elle-même, ne coupent pas d’adhérences d’autres cellules. 

Si chaque cellule d’un espace cellulaire ne rencontre qu’un nombre 
fini de cellules fermées, alors, d'après les axiomes (C) et (W),1a 
réunion d’une famille quelconque de cellules fermées est fermée. 
Par conséquent, le complémentaire de la réunion de toutes les cellules 
fermées qui ne coupent pas une cellule arbitraire e est, dans ce cas, 
un voisinage de la cellule e. Maïs puisque ce complémentaire ne peut 
couper les cellules fermées qui ne coupent pas e, il ne peut couper 
qu'un nombre fini de cellules fermées. 


Sous-espaces 


8 (Lemme). Si un sous-ensemble d'ün espace cellulaire contient 
l'adhérence de la cellule de chacun de ses points, chaque partie de ce 
sous-ensemble qui coupe suivant des ensembles fermés les cellules fermées 
contenues dans ce sous-ensemble est elle-même fermée. 

En effet, si B est une telle partie et e une cellule arbitraire, l’in- 
tersection B fN Cl e se présente sous la forme [J5_4 [(B N Cle;) N Clel, 
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Où €, .. ., e, sont toutes les cellules du sous-ensemble qui coupent 
Cl e : elle est donc fermée. 

9, Un sous-ensemble d’un espace cellulaire qui contient, avec 
chacun de ses points, l’adhérence de la cellule qui contient ce point, 
est appelé sous-espace de cet espace cellulaire. C’est un espace cellu- 
laire: une partition cellulaire de l’espace induit dans chacun des 
sous-espaces une partition cellulaire vérifiant, d’après le lemme 8, 
la condition (W) et, d’une manière évidente, la condition (C). 

On tire du lemme 8 la conséquence suivante: tout sous-espace 
d'un espace cellulaire est fermé. Remarquons que la réunion et 
l'intersection d’une famille quelconque de sous-espaces sont des 
sous-espaces; d'autre part, tout recouvrement d’un espace cellu- 
laire par ses sous-espaces est fondamental. 

Un espace cellulaire et son sous-espace forment un couple cellulaire. 
D'une manière analogue on définit les triplets et les triades cellulaires. 

Mise en garde: une cellule fermée n'est pas nécessairement un 
sn espare L'exemple correspondant est donné par le bouquet 
(D!, 0) \/ (S2, ort;) partitionné en quatre cellules : les cellules zéro- 
dimensionnelles imm; (—1) et imm, (1), la cellule imm, (Int D!) 
de dimension un et la cellule de dimension deux imm; (S?\ort,). 
Il est clair qu’il s’agit d’un espace cellulaire et que l’adhérence de la 
cellule de dimension deux a des points communs avec la cellule de 
dimension un, mais ne la contient pas. 

10. Les sous-espaces les plus importants d'un espace cellulaire X 
sont ses squelettes ske, À, ske, À, . .., définis par la formule 
ske, X = Ugimesr €. Ils sont tous non vides lorsque X l’est (car 
s’il existe une cellule de dimension positive, il existe une cellule 
de plus petite dimension) ; pour des raisons d'ordre formel, on y rap- 
porte le squelette vide ske_, X et le squelette ske, X = X. Il est 
clair que {ske, X}o<r est une filtration de l’espace X. 

Remarquons que toute application Didime > X, caractéristique 
de la cellule e, applique Sdim ef dans skegim e1 X (en fait, ceci a déjà 
été indiqué dans /). Si X est muni d'un équipement {cha, }, l'appli- 
cation ab cha,: Sdime-1_, skes, ._1 X est appelée application d'at- 
tachement pour e; on la désigne par att.. 

11. Chaque cellule d’un espace cellulaire est contenue dans un sous- 
espace fini. 

La démonstration s’effectue par récurrence sur la dimension de 
la cellule. Une cellule zéro-dimensionnelle est elle-même un sous- 
espace. Si e est une cellule de dimension positive, alors l’ensemble 
Cle e se recouvre par un nombre fini de cellules de plus petites 
dimensions ; il est clair que la réunion des sous-espaces finis qui 
contiennent toutes ces cellules et de la cellule e elle-même est un 
sous-espace fini contenant e. 
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Sous-espaces compacts 


12. Un sous-espace compact d'un espace cellulaire ne coupe qu'un 
nombre fini de cellules. | 

Démonstration. Dans tout sous-ensemble d’un espace 
cellulaire on peut trouver une partie qui coupe en un seul point 
chacune des cellules que rencontre ce sous-ensemble. Comme l’inter- 
section d'une telle partie avec chaque cellule fermée est un ensemble 
fini, elle est fermée, de même que chacune de ses parties; elle est 
donc discrète; si le sous-ensemble donné est compact, elle est 
également compacte et, par conséquent, finie. | 

13. Un sous-ensemble compact d’un espace cellulaire est contenu dans 
un sous-espace fini. | 

Un tel sous-espace sera la réunion des sous-espaces finis qui con- 
tiennent toutes les cellules que rencontre le sous-ensemble donné. 

14. Un sous-ensemble compact d'un espace cellulaire localement 
fini est contenu dans l'intérieur d'un sous-espace fini. 

Ex effet, un tel sous-ensemble possède un voisinage qui ne coupe 
qu'un nombre fini de cellules (voir 6) et la réunion des sous-espaces 
finis qui contiennent ces cellules est un sous-espace fini contenant 
le voisinage indiqué. 


Applications cellulaires 


15. Une application d'un espace cellulaire X dans un espace 
cellulaire Ÿ'est dite cellulaire si elle est continue et, quel que soit r, 
applique le squelette ske, X dans le squelette ske,Y. 

Il est clair qu’une application cellulaire envoie toute cellule 
zéro-dimensionnelle dans une cellule zéro-dimensionnelle. Une cellule 
de dimension positive n’a pas nécessairement pour image par une 
application cellulaire une cellule unique ; par exemple, l’application 
identique du segment D! partitionné en cellules zéro-dimensionnelles 
—1, { et en une cellule de dimension un (—1, 1), dans ce même seg- 
ment, partitionné en cellules zéro-dimensionnelles —1, 0, 1 et en 
cellules de dimension un (—1, 0), (0, 1), applique la cellule de dimen- 
sion un dans la réunion d’une cellule de dimension nulle et de deux 
cellules de dimension un. 

16. Une application cellulaire est appelée équivalence cellulaire 
lorsqu'elle est bijective et l’application inverse est également cellu- 
laire. Enoncé équivalent : une équivalence cellulaire est un homéo- 
morphisme qui établit une bijection entre les deux partitions cellu- 
laires. Deux espaces cellulaires entre lesquels peut exister une équi- 
valence cellulaire sont dits équivalents au sens cellulaire. Deux espaces 
cellulaires équipés que l’on peut lier par une équivalence cellulaire 
qui soit une bijection entre les équipements s'appellent équivalents 
avec équipements. 
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Une application j d'un espace cellulaire X dans un espace cellu- 
laire Ÿ est appelée plongement cellulaire si f (X) est un sous-espace de 
l'espace Ÿ (dans le sens de 9) et ab f: À — f (X) est une équivalence 
cellulaire. 

Mise en garde : un homéomorphisme cellulaire n’est pas nécessai- 
rement une équivalence cellulaire. Exemple: l’homéomorphisme 
décrit dans 15. 


2. Espaces cellulaires comme recollements de boules 


1, Pour r > 0 le squelette ske, X d'un espace cellulaire équipé X 
est canoniquement homéomorphe à l'espace (ske,_, À) Uo (Lle e M (De= 
= Dr)), où M,= cell, ZX, et œ@ est une application de 
l'espace Ljeemr (Se = S"-1) dans ske,_, X définie par la formule 
moin, — att, (e€ M,). 

L'homéomorphisme canonique (ske, X) Uo (Llee mr De) —+ 
— ske, X est obtenu en prenant le quotient bijectif de l’application 
{ske,_. X) 11 (LJeem. D.) —+ ske, X définie par l'inclusion ske, , X —+ 
— ske, X et par les applications ab cha,: D, — ske, X. 

2. La description donnée dans 1.3 de la topologie faible en termes 
de l’application caractéristique totale nous montre déjà qu’un 
espace cellulaire peut être obtenu par un recollement de boules 
assez spécial. Le théorème Z décompose cette identification en une 
suite d’attachements: le r-ième attachement transforme ske.,_1 À 
en ske, X (r = 0, 1,...) et X se définit d’après la suite {ske, X} 
suivant la formule X = lim ske, À (voir 1.10). 

La formalisation suivante fait de cette description de l'espace 
cellulaire une méthode récurrente de construction. Remarquons tout 
d’abord que si l’on attache à un espace topologique À, muni d’une 
partition cellulaire équipée dont toutes les cellules sont de dimension 
inférieure à q, une somme Lluem (D, = D) de boules de dimension 
qg à l'aide d'une application continue D: Liuem (Sy, = 811) + À, 
on obtient un espace muni d’une structure de partition cellulaire 
équipée dont toutes les cellules sont de dimension inférieure à 
g + 1. Cet espace vérifie la condition (W) si À vérifie cette condition ; 
d’après le théorème 1.2.4.9 il est normal si À est normal ; le théorème 
4.12 implique qu’il vérifie la condition (C) si À est cellulaire ; ainsi, 
si À est un espace cellulaire équipé normal, alors À U, (Lluem D) 
est également un espace cellulaire équipé normal. Ces remarques sont 
à la base de notre méthode de construction par récurrence. Nous com- 
mençons par g — Ü, i.e. par un ensemble À vide, et à la r-ième étape 
nous attachons à l’espace cellulaire X,_,, obtenu précédemment et 
tel que dim X,4 Sr —1, l’espace Ll,em, (D, — D”) à l’aide 
d'une application continue Pr: Llyemr ( Sr-1) — x, x Le 
résultat de la r-ième étape est un | espace cellulaire équipé normal 
Xy = Xr4 Uo, (LuDy), dim X, < r, tandis que le résultat final 
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est la suite X_, = ©, Xo, X4, . . . avec des plongements cellulaires 
naturels X,—+ X,., et l’espace limite X = lim X,. Ce dernier est 
normal d’après le théorème 1.2.4.6 et admet une partition cellulaire 
évidente vérifiant les conditions (C) et (W). Ainsi X est un espace 
cellulaire équipé normal. Il est immédiat que ske, À — X,. 

Nous dirons alors que X est un espace cellulaire à recollements 
successifs. D'après ce qui précède, chaque espace cellulaire équipé 
est équivalent avec équipement à un espace cellulaire obtenu par 
recollements successiis. 

3 (Corollaire). Tout espace cellulaire est normal. 


3. Partitions cellulaires canoniques de la sphère, 
de la boule et des espaces projectifs 


1. Les sphères, les boules et les espaces projectifs admettent des 
partitions cellulaires équipées canoniques qui en font des espaces 
cellulaires. Le fait que ces partitions vérifient les conditions (C) 
et (W) est toujours évident. 

2. La partition cellulaire canonique de la sphère S” pour 0 < nr < 
<Z oo est constituée par la cellule zéro-dimensionnelle ort; et par 
la cellule SN ort, de dimension #7. L'application caractéristique 
canonique de la cellule Sort, est DS: D7— 57, 

3. La partition cellulaire canonique de la boule D" avec 1 < n < 
<< co est constituée par la cellule zéro-dimensionnelle ort,, la cellule 
ST-1S ort, de dimension n — 1 et la cellule Int D” de dimension n. 
L'application caractéristique canonique pour la cellule S?-INort, 
est la composée des applications 

pri 25, sv 1, pr, 
et pour la cellule Int D” c’est l’application identique id D. 

4. La partition cellulaire canonique de l’espace projectif réel 
RP* (0< n < oo) est la famille de cellules e, = RPTXK RP71 
telles que dim e, =r, où Or < n (pour n <o) et 0 LL r Loo 
(pour n — c). En guise d'application caractéristique canonique pour 
e,, on prend la suite des applications 

D' => RP > RP”, 
où pr correspond au passage à l’espace quotient décrit dans 1.2.5.2. 

Il est clair que ati. est l'application pr: S77— RP et que 
ske, RPT = RP7T lorsque r < n. 

5. La partition cellulaire canonique de l’espace projectif com- 
plexe CP" (0 < n < oœ) est la famille de cellules e, — CP'KCP'-1 
pour dime, = ?r (où 0£r<n pour n Lo et 0 r Loœ pour 
n — co). En guise d’application canonique caractéristique pour e,, 
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on prend la composée des applications 
Der? CPr = CPr. 


Il est clair que ske, CP" = CP si rLOn. 

D'une manière analogue, on définit les partitions cellulaires 
équipées canoniques des espaces MP®T (0 £ nr < oo) et Ca?” 
(0 £< n << 2). La partition de l’espace HP” est la famille de cellules 
e, = HP7T KHPT1 avec dime, = 4r (où 0Zr<n pour nr <Loœ 
et 0 Lr<<o pour nr — co), tandis que la partition de l’espace 
CaP? est constituée par les cellules e, — Ca PK Ca PT 1 avec 
dim e, = 8êr pour 0£r<n. 


4. Autres propriétés topologiques 
des espaces cellulaires 


1. Dans ce sous-paragraphe nous allons montrer comment sont 
liées les propriétés d’un espace cellulaire telles que la compacité, 
la compacité locale, la séparabilité, l'existence d’une base dénom- 
brable et la métrisabilité d’une part et les propriétés de sa partition 
cellulaire telles que la dénombrabilité, la propriété d’être finie ou 
d’être localement finie de l’autre. En passant, nous démontrons que 
les espaces cellulaires finis sont des SCNR. En outre, nous considé- 
rons les conditions de connexité d’un espace cellulaire et de sa par- 
tition en composantes. 


Compacité et compacité locale 


2. Un espace cellulaire est compact si, et seulement si, il est fini. 

La nécessité de cette condition découle de 1.12 et sa suffisance 
du fait qu’un espace cellulaire fini se recouvre par un nombre fini 
de cellules fermées. 

3. Un espace cellulaire est localement compact si, et seulement si, 
il est localement fini. 

Cette condition est nécessaire car le voisinage à adhérence com- 
pacte d'un point coupe, d’après le théorème 1.12, seulement un 
nombre fini de cellules. Elle est suffisante puisque l’adhérence d’un 
voisinage qui coupe seulement un nombre fini de cellules est con- 
tenue dans la réunion des adhérences de ces cellules. 


Théorèmes de plongement 


4, Un espace cellulaire fini peut être plongé dansun espace euclidien 
de dimension suffisamment grande. 

Cette proposition se démontre par construction, pour un espace 
cellulaire fini X de dimension n> 0, d’un plongement J : X — R1+"+1 
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d’après un plongement j: ske, _, À —- R72 (le début de la récurrence 
est trivial, puisqu'un espace cellulaire de dimension —1 est vide). 
Equipons À et numérotons toutes les cellules de dimension r pour 


former une suite e,, ..., Définissons ensuite les applications 
Pis ee + Ds D —+ RITH Dar ‘la formule 
Pr (y 9 Un) — 


( (0, ..., 0, Y4, ..., Un-t1s Yn + 2k, 1), 
| si p= VE Fur < 1/2, 


. Y1 Yn | 
(2p—1) je cha, (#., 2) + 
+(2—2p)(0,...,0,,..., ne, 2m 42x41), 
| si p>1/2, 
et posons 


j(z) si xEske,u1X, 
J (= PL (y) si xECle, et æ — Chae, (y). 


La dernière formule définit une application continue J : X — R2+"+1! 
{voir 1.1.4.3) ; comme le plan y; = 0,..., ya = 0, Yain+1 = 1 n€ 
possède pas de droites parallèles à R?, cette “application est injec- 
tive. Par conséquent, c’est un plongement (voir 1.1.7.10). 

5. Un espace cellulaire fini est un SCNR. 

La démonstration s'obtient par récurrence sur n, en continuant 
le raisonnement précédent. Nous montrerons que R2? U J (X) est 
un rétracte de voisinage de l’espace R2*"*1 Ceci est suffisant, puis- 
que le fait que j (ske,_, À) est un rétracte de voisinage de l'espace R£2 
implique évidemment que J (X) est un rétracte de voisinage de 
l’espace R1 LU J (X). 

Posons Àk = Pr (Int D”) et B} — À h f\ {(t45 …..., Tatn+1) | X 
X Lq+n+1 F 

Les ensembles A4... À, étant fermés dans RIT" Dé X 
X x (S%-1) et deux à deux disjoints, ils possèdent dans R1+7#1X 
NUËz1 ®n (S7-1 des voisinages disjoints U,, ..., U,; il est clair 
que ces derniers sont ouverts dans R?***!. Comme en outre les 
ensembles À4,, ..., À, sont homéomorphes à R”, les applications 
identiques À, — 4,,..., À, — À, se prolongent en des applications 
continues 41: Us —+ A3, ..., W: U, — À, (voir 1.1.5.12).$Posons 


= {x € Un | dist (x, a (x)) << Dist (x, R?)}, 
V.= {x ERIME | Dist (x, RO <1/2) 


et désignons par 1 la projection orthogonale V > RT. On voit que 
W = V UVaU... UV, est un voisinage de l’ensemble R2?1 
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U J (X) dans R?*+! et que les ensembles 


{CU 1 CE V3) 0 Fr VIU Ur=14r}N W, 

[QU x=1 Fr Va) N CI V N WINU x=1@pr (771) 

sont disjoints et fermés dans Y'X {1 pr (S7-1), où Y — 

= (Ji C1 V,) AUV NW. Soit f: YK UË-:  (S7-1 — 7 une 

fonction d'Urysohn du couple (1). Désignons par u,, pour y € Cl B;, 

z ER? le chemin dans l’espace R? U J (X) défini comme le produit 

du segment de droite joignant y à œ, (x! (y}/dist (0, œ:' (y))) 

et du segment de droite joignant 4 (p;' (y})/dist (0, ;° (y))) à z, 
et définissons l'application 


o: (Uÿ-4 CL Bx) X RIT X 1 R2 UJ (X) 


par la formule © (y, z, t) — u,, (t). D'après 1.2.2.14, l'application 
tT: ŸY = RTUJ(X) définie par la formule 


O(Y (x), Y(x), f(x) 


(1) 


pour æ€(ClV,NCIV NW) ox (S7-1), 
Z pour xEUx=1@r (871) 


T (x) — 


est continue. Par conséquent, en vertu de 1.1.4.8, l'application 
W — RU J (X) définie par la formule 


Ÿ (x) pour x € WX U k=tVy 


(x) pour rECIV,N(WNY), 
TL 
T(x) pour zEY 


l'est également ; il est évident que c’est une rétraction. 


Connexité. Composantes 


6. Les composantes d'un espace cellulaire sont des sous-espaces ouverts. 

Démonstration. Une cellule fermée est connexe, étant 
l’image d'une boule par l'application caractéristique; par consé- 
quent, la composante d’un espace cellulaire contient, avec chacun 
de ses points, l’adhérence de la cellule qui contient ce point, i.e. 
elle est un sous-espace. Le complémentaire d’une composante est la 
réunion de toutes les autres composantes ; c’est donc également un 
sous-espace ; il est donc fermé, i.e. la composante est ouverte. 

7. Sir > 1, alors le r-ième squelette d'une composante d'un espace 
cellulaire est composante de son r-ième squelette. En particulier, un 
espace cellulaire est connexe si et seulement si son premier squelette est 
connexe. 
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Démonstration. Si À est une composante d'un espace 
cellulaire X, alors évidemment ske, À = À f\ske, X pour chaque r; 
il est clair que si B est une autre composante de F’espace X, alors 
ske, À et ske, B sont situés dans des composantes distinctes de 
l'espace ske, X. Par conséquent, il suffit de montrer que les squelettes 
ske, À pour r > 1 sont connexes ou, ce qui revient au même, que les 
squelettes ske, X pour r => 1 sont connexes lorsque X l’est. Mais 
ceci devient évident si l’on remarque que la construction d’un espace 
cellulaire par attachements successifs décrite dans 2.2 ne peut aboutir 
à un espace connexe si l'un des espaces X, pour r = 1 n’est pas 
connexe. 

8. Un espace cellulaire localement fini connexe est dénombrable. 

Démonstration. Chosissions dans l'espace cellulaire 
localement fini connexe considéré À un point x, quelconque et dési- 
gnons par À, l’ensemble des points que l’on peut joindre à x, par 
un chemin qui ne rencontre pas plus de m cellules. Puisqu'un chemin 
ne peut couper qu’un nombre fini de cellules (voir 1.12), on a X — 


= (}»—14m ; il est clair que les ensembles À, sont constitués par 
des cellules entières ; il suffit donc d'établir que le nombre de cellules 
contenues dans À, est fini pour tout m. 

Ceci se vérifie par récurrence sur m. Il est clair que l’adhérence 
de chaque cellule provenant de A,:, coupe l’adhérence d’une cer- 
taine cellule de À,,, tandis que le fait que l’espace X est localement 
fini implique que l’adhérence d’une cellule de À,, (de même que cha- 
que sous-ensemble compact de l’espace X) coupe seulement un nombre 
fini de cellules fermées. Le fait que le nombre des cellules qui cons- 
tituent À, est fini implique que le nombre des cellules constituant 
Am+1 est également fini, il ne reste donc qu’à remarquer que À, 
est une cellule. 


Axiomes de dénombrabilité et de métrisabilité 


9. Un espace cellulaire est séparable si, et seulement si, il est dé- 
nombrable. 

Démonstration. Un sous-ensemble dénombrable partout 
dense d’un espace cellulaire dénombrable peut être obtenu en prenant 
la réunion des sous-ensembles dénombrables partout denses de ses 
cellules. 

La dénombrabilité d’un espace cellulaire séparable découle du 
fait que chacun de ses points est contenu dans un sous-espace fini 
(voir 1.11): la réunion des sous-espaces finis contenant des points 
d’un ensemble dénombrable partout dense est un sous-ensemble 
dénombrable qui coïncide avec l’espace tout entier. 

10 (Lemme). Si un espace cellulaire X possède une base dénombrable 
au point xo, cette base contient un voisinage du point xo qui ne coupe 
qu'un nombre fini de cellules de X. 
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Supposons le contraire. Numérotons les éléments de la base en 
une suite U,, U;,, ... et construisons dans X\ x, (en procédant 
par récurrence) une suite z1, %, . . . telle que: (i) x; € U;; (ii) pour 
i-Æ j x; et x; sont contenus dans des cellules distinctes. Puisque 
chaque cellule fermée contient seulement un nombre fini de points x;, 
l’ensemble constitué de tous les points x; est fermé et son complé- 
mentaire serait un voisinage du point x,. Or, ceci est impossible, 
puisque le complémentaire indiqué ne contient aucun des voisinages 
U,, U,, ... 

11. Pour qu'un espace cellulaire vérifie le premier axiome de dé- 
nombrabilité, il faut et il suffit qu'il soit localement fini. 

La nécessité découle du lemme 70. Pour démontrer la suffisance, 
remarquons qu'en vertu du théorème 1.14, chaque point d’un espace 
cellulaire localement fini possède un voisinage contenu dans un sous- 
espace fini. En vertu du théorème 4, un tel sous-espace, et par suite 
le voisinage indiqué, vérifie le premier axiome de dénombrabilité ; 
il est clair qu’une base dénombrable de ce voisinage au point consi- 
déré sera une base dénombrable de l’espace en ce point. 

12. Pour qu'un espace cellulaire possède une base dénombrable, il 
est nécessaire et suffisant qu’il soit dénombrable et localement fini. 

La nécessité découle de 9 et 71. Pour démontrer la suffisance, 
choisissons pour chaque cellule fermée un voisinage contenu dans un 
sous-espace fini (voir 1.14). Il découle du théorème 4 que ces voisina- 
ges vérifient le deuxième axiome de dénombrabilité et, par consé- 
quent, la réunion de leurs bases dénombrables est une base dénombra- 
ble de l’espace. 

13. Pour qu'un espace cellulaire soit métrisable, il est nécessaire 
et suffisant qu'il soit localement fini. 

La nécessité découle de 71. La métrisabilité d’un espace cellu- 
laire localement fini connexe découle des théorèmes 8, 722, de 2.3 et 
1.1.6.9. La métrisabilité d'un espace cellulaire localement fini 
arbitraire découle de la métrisabilité de ses composantes, puisqu'il 
est homéomorphe à leur somme (voir 6 et 1.2.1.2). 


5. Constructions cellulaires 


1. Les constructions décrites dans le $ 1.2 se modifient d’une 
façon naturelle pour le cas des espaces cellulaires. Pour certaines 
de ces constructions, la modification consiste à munir l’espace 
obtenu d’une partition cellulaire qui en fait un espace cellulaire ; 
tel est le cas de la somme d'espaces. Pour d’autres constructions, 
par exemple pour le produit, la modification concerne également 
la topologie de l’espace obtenu. | 

Nous décrivons plus loin les modifications les plus importantes 
des deux types. Notons que dans le cas des espaces cellulaires équi- 
pés elles nous amènent à des espaces cellulaires équipés. 
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Produit cellulaire 


2. Le produit ZX, x X, des espaces topologiques X;,, X,, munis 
de partitions cellulaires f,, f, possède une partition cellulaire natu- 
relle, à savoir la partition f, x f, avec dim (e, Xe) — dime,; + dime.. 
On peut prendre pour application caractéristique de e, X e, la com- 
posée de l’homéomorphisme canonique DMm4+dime _, pDdime, 
x DR *: (voir 1.2.6.9) et du produit cha, X cha.,: pin as 
x DT X, x X, de deux applications caractéristiques arbitraires 
cha: DP4 ,X,, cha: DM, X,. Dans le cas où les par- 
titions f, f., sont équipées, ceci nous donne un équipement cano- 
nique pour f4 X Îo. 

Si les partitions f,, f, possèdent la propriété (C), la partition 
f1 X f la possède également. Par contre, la condition (W} peut 
ne pas être vérifiée pour la partition f, X f, même dans le cas où 
X,, X, sont des espaces cellulaires; voir exercice 6.6. Le produit 
des espaces cellulaires X,, X, se transforme, par affaiblissement 
cellulaire de la topologie, en un espace cellulaire appelé produit 
cellulaire ; on le désigne par X, XcXo. 

Notons que l’affaiblissement cellulaire d’une topologie ne change 
pas la topologie des parties compactes de l’espace À, X X,. En 
effet, un sous-ensemble compact de l'espace X, X X, possède des 
images compactes par projections À, X Xo —> X4, Xy X Xo — X, 
et se recouvre donc par un nombre fini de cellules. 

3. Si un espace X, est localement fini, alors X, XcXÂs = Xy X X, 
pour tout espace cellulaire X.. | 

Démonstration. Soient cha!, cha* les applications carac- 
téristiques totales correspondant à un équipement quelconque des 
partitions cellulaires f,, f, des espaces X.,, X:. Il est évident que 
l'application caractéristique totale qui correspond à la partition 
f, X f peut être représentée comme la suite des applications 


L] DiinteiXe:) |! (pin €: x pin €) _ 


chaixXcha? 


=(L DA) x (DE CES XX X» (2) 


où la flèche à gauche désigne la somme des homéomorphismes cano- 
niques Ddim(e; Xe2) > Djdimer X Ddimez Puisque les partitions 
f,. et f vérifient la condition (W), les applications cha! et cha? 
sont des applications quotients (voir 1.3), et puisque les espaces 
L] Diime, et X, sont localement compacts (voir 4.3), l'application 
chat X cha* est également une application quotient (voir 1.2.7.9). 
Alors la composée des applications (2) l’est également et la par- 
tition f, X f, vérifie la condition (W). 
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4 (Information). Si chaque point des espaces cellulaires X,, X, 
possède un voisinage qui ne rencontre qu’un ensemble dénombrable 
de cellules, alors X, XcX, = X, X X,. Une démonstration’ est 
donnée dans [6]. | 


Attachements 


5. Soient X.,, X, des espaces cellulaires, C un sous-espace de: 
l espace À, et œ: € —> X, une application cellulaire. Conformément 

à 1.2.4.8, on a l’espace topologique X: Uy À et il découle de 2.3 
et de 1.2.4.9 qu ’il est normal. Décomposons-le en ensembles imm, e;, 
et imm €, où e, parcourt toutes les cellules de ZX, €, tandis que e. 
parcourt toutes les cellules de X, et posons dim (imm, e;) — dime;, 
dim (imm, e,) = dime,. On obtient ainsi une partition cellulaire: 
en guise d'application canonique de l'ensemble imm;e; on peut 
prendre la composée d’une application caractéristique arbitraire 
cha,, et de imm;. Il est clair que l’adhérence de la cellule imm, e; 


ne coupe que des cellules de la forme imm, &,, où €, est une cellule 
de X, coupant Cl e,, et des cellules de la forme imm, &,, où €, est 
une cellule de X, coupant ® (Clfe, NC). De même, l’adhérence de 
la cellule imm, e, ne coupe que des cellules de la forme imm, &,.. 
où e, est une cellule de Ÿ, qui rencontre Cle,. Par conséquent, la 
partition construite vérifie la condition (C). Elle vérifie également 
la condition (W), car le fait que les intersections de la partie” F 
de l’espace X, Us À, avec les cellules fermées sont fermées impli- 
que, en vertu de Îa formule 


imm,t (}#) NCle, = imm,? (F MN Cl (imm, e,)), 
que l’ensemble imm;' (F) est fermé et, en vertu de la formule 
p'(imm;" (F)Np(Cle)) siecc, 
(FF le, = 
im" (F)N Cle: imm;?(F# NCI(immie)) si ec X,\CC, 


que l’ensemble imm,* (7) est fermé. Ainsi nous avons rendu l’espace 
X5 Uo À cellulaire; imm, (X,) est un sous-espace de cet espace, 
imm, un plongement cellulaire et imm, une application cellulaire. 

Lorsque X, = D, l'application ®: C — X, est cellulaire, quel 
que soit le couple cellulaire (X,, C) et l’on a X: Uo X1 = X4/C. 
Ainsi, la définition précédente transforme l’espace quotient d’un 
espace cellulaire par son sous-espace cellulaire en un espace cellu- 
aire. 


Limites 
Soient Xo, X1, . .. des espaces cellulaires et mo: X5—+ X 4 
X—+ X,, ... des plongements cellulaires. Conformément à 
À, 


2. l’espace topologique lim (X’}, 1) est défini, et il découle de 
8 et de 1.2. 4.6 qu'il est normal. Décomposons-le en des ensembles. 
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de la forme imm, e,, où e, est une cellule de X, K@x-1 (X2_1), 
k = 0, 1, ...; posons dim (imm, e;) = dime;. On obtient ainsi 
une partition cellulaire ; en guise d'application caractéristique pour 
imm, e, on peut prendre la composée d’une application caractéristi- 
que arbitraire cha, avec imm;. T1 est évident que cette partition 
vérifie les conditions (C) et (W) et transforme ainsi lim (X,, ;) 
en un espace cellulaire. Il est clair que les imm,; sont des plonge- 
ments cellulaires. 

Remarquons que cette définition de la limite contient la cons- 
truction dont nous nous sommes servis dans le sous-paragraphe 2 
pour former des espaces cellulaires à partir de boules par recollement. 


Constructions spéciales 


7. Puisque la partition de l'intervalle fermé JZ en cellules 0, 1, 
Tnt Z en fait un espace cellulaire fini, le cylindre À X Z est un 
-espace cellulaire pour chaque espace cellulaire X ; voir 2 et 3. Puis- 
que les bases d’un tel cylindre sont ses sous-espaces dans le sens de 
1.9, le passage à l'espace quotient qui le transforme en cône X et 
“un nouveau passage à l’espace quotient qui transforme cône X en su X 
sont conformes à la définition 5 et, par conséquent, le cône et la 
-suspension d’un espace cellulaire sont également des espaces cellu- 
laires. 

Si f: À, — X, est une application cellulaire, alors les attache- 
ments qui transforment XŸ, x 7 en Gyl f et cône X, en Cône f sont 
également conformes à la définition 6. Ainsi le cylindre et le cône 
d’une application cellulaire sont des espaces cellulaires. 

8. Nous définissons le join cellulaire X,+*.X, des espaces cellu- 
laires X,, X, par la formule 


Xi *eXe = (X1 LI Xe) Uo [(X1 XeX2) X 11, 


où œ est l'application de la réunion [(X;, XeX,) X OI U 
U IX: XeX2) X 1] dans X, L] X:, définie par les formules 


® (Zi Los 0) — in; (x4); P (Z1 Los 1) — in (to) ; 


voir 1.2.6.3. Comme œ est une application cellulaire, X, + :X, 
est un espace cellulaire. 

Si X, est localement fini, alors en vertu de 3, X, + .X, coïncide, 
. comme espace topologique, avec X, + X,. Dans le cas général, la 
partition cellulaire de l’espace X, + .X, est évidemment cellulaire 
tout aussi bien pour X, + X,, de sorte que X, + .X, s'obtient de 
X,+ X, par affaiblissement cellulaire de la topologie. IÎl est clair 
que ceci ne change pas la topologie des parties compactes de l’espace 
_X, + X, (cf. 2). 


$ 1] PROPRIÊTÉS TOPOLOGIQUES 97 


« 


Le cas des espaces à point de base 


9. Si X est un espace cellulaire muni d’une cellule zéro-dimension- 
nelle distinguée zx,, le cône cône (X, &o) et la suspension su (X, x) 
s'obtiennent du cône cône X et de la suspension su À par passage au 
quotient par un sous-espace ; par conséquent, ce sont des espaces 
cellulaires. D'une manière analogue, le bouquet d'une famille d'espaces 
cellulaires à cellules zéro-dimensionnelles distinguées s’obtient de la 
somme de ces espaces par passage au quotient par un sous-espace ; 
c’est donc également un espace cellulaire. 

Enfin, nous définissons le produit tensoriel cellulaire des espaces 
cellulaires X,, X, à cellules zéro-dimensionnelles distinguées x,, æ 
comme étant l’espace quotient (X, X cX2)/[(X1 X x) U (x1 X X3)] 
et leur join cellulaire comme étant l’espace quotient (X,+.X,)/(x1+2). 
Ce sont des espaces cellulaires que l’on désigne respective- 
ment par (X,, ts) © e(X 2, To) et (X 1, Ta) + (A2, Lo). Si À, est locale- 
ment fini, ces espaces coïncident, comme espaces topologiques, avec 
(X,, ti) © (Xo, T2) et (X y, Ta) # (Ko, >) respectivement; dans le 
cas général leur partition cellulaire est cellulaire pour (X,, x,) © 
© (X,, 2) et (X,, x) # (X2, 22), de sorte qu'ils s’obtiennent à partir 
de ces derniers par un affaiblissement cellulaire de la topologie qui 
ne change évidemment pas la topologie des parties compactes des 
espaces (X:1, ti) © (Ko, To), (Au Ta) * (X 2, To). 


6. Exercices 


1. Démontrer que pour tout espace cellulaire X et chacun de ses 
points x, il existe un espace cellulaire Ÿ et un homéomorphisme cel- 
lulaire f: ZX — Ÿ tels que f (x) € ske, Y. 

2. Démontrer que la sphère S° et la boule D° sont homéomorphes 
à des espaces cellulaires. 

3. Démontrer que tout espace cellulaire connexe et localement 
fini possède un plongement topologique dans R”. 

4. Démontrer que tout espace cellulaire localement fini, connexe 
et de dimension finie peut être plongé dans R'T pour g suffisamment 

rand. 
° 5. Démontrer que tout espace cellulaire fini admet un plongement 
cellulaire dans un espace cellulaire homéomorphe à la boule D pour 
g suffisamment grand. 

Information. Tout espace cellulaire fini de dimension n 
admet un plongement cellulaire dans un espace cellulaire homéo- 
morphe à D*7?, 

6. En envisageant le bouquet B = \/;e6R (1; = T, 0) comme espace 
cellulaire (voir 5.9), démontrer que l'application id: B X ç«B — 
— B X B n'est pas un homéomorphisme, 
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$ 2. ESPACES SIMPLICIAUX 


1. Simplexes euclidiens 


1. Soit À un sous-ensemble de l’espace R” constitué de r + 1 
points (r > 0) non situés dans aucun plan de dimension (r — 1). 
L'enveloppe convexe de l’ensemble À (le plus petit ensemble con- 
vexe qui contient À) s'appelle simplexe euclidien engendré par À; 
on le désigne par Esi À. Les points de l’ensemble À sont appelés 
sommets du simplexe Esi À ; le nombre r est sa dimension. 

Il est clair qu'un point du simplexe Esi À est un de ses sommets 
si et seulement si le simplexe ne contient aucun segment non dégénéré 
dont ce point soit le milieu. Aïnsi, l'ensemble À se détermine par 
l'ensemble Esi À. | | 

Les simplexes engendrés par les sous-ensembles de l’ensemble À 
sont appelés faces du simplexe Esi À. Il est évident que Esi 4, f) 
N Esi À, = Esi (4, N 4.) quels que soient À,, 4: € À 

Les faces engendrées par deux sous-ensembles de l’ensemble A 
complémentaires entre eux sont dites opposées. Si A,, A, sont de 
tels sous-ensembles, la formule 


pr'(zs, 2, tem (—i)z +ix [rx € Esi4,, & € Esi 4,, t€ 1] 


détermine un homéomorphisme du join Esi À, « Esi 4, sur Esi"A. 
Par conséquent, un simplexe euclidien est canoniquement homéo- 
morphe au join de deux quelconques de ses faces opposées. 

Puisque la boule D’ est canoniquement homéomorphe au join 
DP x DT, avec p+g—r—1 (voir 1.2.6.9), en raisonnant par 
récurrenceé on montre que chacun des espaces Esi 4, D’ est homéo- 
morphe au join de r + 1 points. Ainsi un simplexe euclidien de 
dimension r est homéomorphe à D”. 

Il est évident que la frontière du simplexe Esi À dans le plan 
de. dimension r qu'il détermine coïncide avec la réunion de ses 
faces de dimension (r — 1). Cette frontière et son complémentaire 
dans Esi À sont appelés tout simplement frontière et intérieur du 
simplexe Esi À.. 

?. Le simplexe Esi À peut être décrit de manière équivalente 
comme l’ensemble des sommes >, € 4 4,0, où les t, sont des nombres 
réels non négatifs dont la somme est égale à 1. Puisque À n'est con- 
tenu dans aucun plan de dimension (r — 1), les nombres t, sont 
uniquement déterminés par le point x = >, e a ,@: le nombre t, 
est appelé a-ième coordonnée barycentrique de ce point ; on la désigne 
par bar, (x). 

Il est évident que la face Esi B du simplexe Esi À ést déterminée 
dans. les coordonnéés barycentriques du simplexe Esi.A par les 
équations bar, (x) — 0, avec a € AB: Il est également clair que 


$ 2] ESPACES SIMPLICIAUX 09 


si z € Esi B, les coordonnées bar, (x), a € B, calculées dans Esi À, 
coïncident avec les coordonnées bar, (x), calculées dans Esi B. 

On appelle centre du simplexe Esi À le point dont toutes les 
coordonnées barycentriques sont égales entre elles, donc égales 
à 1/(r + 1). 

3. Une application d’un simplexe Esi À dans un simplexe Esi B 
est dite simpliciale si elle est affine et applique À dans B. Une telle 
application est simpliciale sur chaque face du premier simplexe et 
elle envoie chaque face du premier simplexe sur une certaine face 
du deuxième et applique l’intérieur du premier simplexe sur l’inté- 
rieur de son image. 

Il est évident que chaque application À — B se prolonge de 
manière unique en une application simpliciale Esi À — Esi B. Si 
l'application À — B est injective, son prolongement simplicial 
Esi À — Esi B est un plongement, et si elle est bijective, son pro- 
longement simplicial Esi À — Esi Best homéomorphisme. 

4. Un simplexe Esi À est dit ordonné si l’ensemble À est ordonné. 
Les sous-ensembles d’un ensemble ordonné étant naturellement 
ordonnés, lés faces d’un simplexe ordonné sont des simplexes or- 
donnés. . 

Si Esi B est un autre simplexe ordonné de même dimension r, 
l’ordre donné dans À et B définit une application bijective À — B 
et par conséquent un .homéomorphisme simplicial Esi À — Esi B. 
Aïnsi tous les simplexes euclidiens ordonnés de même dimension 
sont liés par un homéomorphisme simplicial canonique entre eux. 

2. On appelle simplexe unité le simplexe enveloppant les points 
orts, ..., ort.+, de l’espace R'*'; il est désigné par 7”. Il présente 
cette particularité que les coordonnées barycentriques de ses points 
coïncident avec leurs coordonnées usuelles dans R’*. En fixant 
l’ordre de ses sommets on en fait un simpJexe ordonné, donc tout 
simplexe euclidien ordonné de dimension r possède un homéomor- 
phisme simplicial canonique sur 7”. . 

Remarquons que dans le cas d’un simplexe ordonné Esi À, 
l’homéomorphisme Esi À — D' évoqué dans Z devient canonique. 
L’homéomorphisme canonique 77 —+ D’ sera désigné par TD et l’ho- 
méomorphisme inverse, par DT. II est clair que TD applique la 
frontière du simplexe: 7" sur S$'-1 et son intérieur sur Int D”. 


Simplexes topologiques 


6. On appelle un espace topologique X simplexe topologique ordon- 
né de dimension r s’il est muni d’un homéomorphisme 7” — X; 
ce dernier est appelé. homéomorphisme caractéristique du simplexe, 
tandis que l’ensemble X est parfois appelé support du simplexe. 
Par exemple, les simplexes euclidiens ordonnés de dimension r et. 


7% 
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la boule D’ sont des simplexes topologiques ordonnés de dimension r; 
Voir à. 

La méthode usuelle pour se débarrasser d’un ordre consiste à 
introduire simultanément tous les ordres possibles. En ce sens nous 
appellerons l’espace topologique X simplexe topologique de dimension r 
lorsqu'il est muni de (r + 1)! homéomorphismes 7° — X qui se 
transforment l’un dans l’autre à l’aide des homéomorphismes sim- 
pliciaux 77 — T7, On emploie également les termes homéomorphisme 
caractéristique et support dans cette situation, sauf qu’au lieu d’un 
seul homéomorphisme caractéristique on envisage (r + 1)! homéo- 
morphismes caractéristiques d’égale importance. Les simplexes 
euclidiens sont des simplexes topologiques. 

Si À est un simplexe topologique (resp. un simplexe topologique 

ordonné) de dimension r, et Ÿ un espace topologique, alors chaque 
homéomorphisme X —+ Ÿ transforme Ÿ en un simplexe topologique 
(resp. en un simplexe topologique ordonné) de dimension r. Par 
conséquent, un espace topologique sur lequel on a appliqué un sim- 
plexe euclidien (resp. un simplexe euclidien ordonné) de dimension r 
dévient lui-même un simplexe topologique (resp. un simplexe topo- 
logique ordonné) de dimension r. 
-’ Pour les simplexes topologiques, on définit d’une manière évi- 
dente les sommets, les faces, la frontière, l’intérieur, les coordonnées 
barycentriques, le centre et les applications simpliciales. Les faces 
d’un espace topologique sont des simplexes topologiques, les faces 
d'un simplexe topologique ordonné, des simplexes topologiques 
ordonnés. De même qu'un simplexe euclidien, un simplexe topolo- 
gique devient ordonné si l’on donne un ordre de ses sommets. 


2, Espaces simpliciaux et applications simpliciales 


1. On appelle triangulation d’un ensemble son recouvrement par 
des simplexes topologiques tel que: (i) les faces d’un simplexe 
quelconque du recouvrement: sont des simplexes du recouvrement ; 
(ii) si un simplexe du recouvrement est recouvert par un autre sim- 
plexe de ce recouvrement, le premier est une face du second ; (iii) l’in- 
tersection. des supports de deux simplexes à points communs est 
support d’un certain simplexe du recouvrement. 

Un ensemble muni d’une triangulation est appelé espace simpli- 
cial. Les simplexes de la triangulation sont appelés simplexes de 
l’espace, tandis que les simplexes zéro-dimensionnels sont les som- 
mets. Le plus petit des simplexes de la triangulation qui contient 
le point x est désigné par si x. 

Conformément à 1.2.4.3, uné triangulation d’un ensemble le 
munit d’une structure d'espace topologique, et conformément à 
1.2.4.1 les supports des simplexes de la triarigulation constituent 
un recouvrement fondamental de cet espace: Les intersections des 
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simplexes de la triangulation étant fermées dans chacun d’eux, 
envisagés comme sous-espaces de cet espace, ils conservent leur 
topologie (voir 1.2.4.2). 

Si a est un sommet d’un espace simplicial X, les points des 
simplexes à sommet a possèdent a-ième coordonnée barycentrique 
bar, (voir 1.2 et 1.6), et nous obtenons une fonction continue bar, : 
X —R en posant bar, (x) = 0 pour tous les points x € X qui n’ap- 
partiennent pas aux simplexes de sommet a. Cette fonction est 
appelée a-ième fonction barycentrique. Il est clair que pour deux 
points arbitraires distincts x, y d’un espace simplicial il existe un 
sommet a tel que bar, (x) = bar, (y). Par conséquent, un espace 
simplicial est un espace. de Hausdorff. 

Dans le cas où l’ensemble X que l’on munit d’une triangulation 
possédait déjà une topologie, il est utile de savoir sous quelles con- 
ditions la topologie déterminée par la triangulation coïncide avec 
la topologie originale. Une condition nécessaire et suffisante évidente 
consiste en ce que la topologie des simplexes de la triangulation 
coïncide avec la topologie induite par la topologie originale de 
l’espace X, et que les supports de ces simplexes forment relative- 
ment à la topologie originale un recouvrement fondamental. Si 
cette condition est satisfaite, la triangulation est appelée triangu- 
lation de l’espace topologique donné X. Par exemple, le recouvre- 
ment d’un simplexe topologique constitué par toutes ses faces est 
une triangulation. 

Un espace simplicial est dit ordonné lorsque ses simplexes sont 
ordonnés et les faces de chaque simplexe sont ordonnées conformé- 
ment à l’ordre donné dans le simplexe lui-même. Cette dernière 
condition est remplie, par exemple, si l’ordre dans les simplexes est 
induit par un ordre dans l’ensemble des sommets de l’espace; par 
conséquent, un espace simplicial peut toujours être ordonné. 

2. La classe suivante d'espaces simpliciaux joue un rôle fonda- 
mental. Soit À un ensemble non vide quelconque; désignons par 
Si À l’ensemble de toutes les fonctions non négatives à support borné 


p: A—R telles que >,e4 p (a) — 1, et convenons d'identifier 
les ensembles de Si B correspondant aux sous-ensembles de À avec 
certains sous-ensembles de l’ensemble Si À, en posant les fonctions 
de Si B nulles sur AB. Si À est fini et se compose der + 1 éléments, 
alors Si À est un simplexe topologique dans le sens naturel suivant : 
c'est le sous-ensemble de l’espace euclidien de dimension (r + 1) 
de toutes les fonctions À —R; aux (r + 1)! modes d’ordination 
de l’ensemble À correspondent (r + 1)! homéomorphismes T' — 
—+ Si À qui appliquent le point (x,, ..., x,.41) dans la fonction à 
valeurs x,, ..., z,+., et qui se transforment l’un dans l’autre par 
les homéomorphismes. simpliciaux 77 —- T'. Dans le cas général, 
Si À se recouvre par les simplexes topologiques de Si B qui corres- 
pondent à tous les sous-ensembles finis de l’ensemble À ; il est clair 
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qu'on obtient ainsi une triangulation de l’ensemble Si À. Par consé- 
quent, Si À est un espace simplicial. On l’appelle simplexe engendré 
par À. Ordonner ce simplexe équivaut à ordonner l’ensemble À. 

3. Les intérieurs des simplexes d’un espace simplicial X consti- 
tuent une partition de l’ensemble X ; cette partition devient évidem- 
ment cellulaire si l’on définit la dimension de l’intérieur e du simplexe 
s par la formule dim e — dim s: en guise d'application caractéristi- 
que pour e on peut prendre la composée des applications 


piime2r TRS x (1) 


où est un homéomorphisme caractéristique du simplexe s. Comme, 
d’une part, les conditions (C) et (W) sont satisfaites ici de manière 
évidente et, d'autre part, nous avons déjà établi qu'un espace sim- 
plicial est un espace de Hausdorff, cette partition cellulaire trans- 
forme X en un espace cellulaire. Ainsi les intérieurs des simplexes 
d’un espace simplicial forment une partition qui en fait un espace 
cellulaire. 

Puisqu’un simplèxe de dimension r possède (r + 1)! homéo- 
morphismes canoniques, la formule (1) permet de choisir, parmi les 
applications caractéristiques de la cellule de dimension r d'un 
espace simplicial, (r + 1)! applications privilégiées. Ces applica- 
tions caractéristiques privilégiées sont dites simpliciales et sont des 
plongements topologiques. Choisir l’une d’entre elles c’est ordonner 
le simplexe s, de sorte qu’un espace simplicial ordonné possède un 
équipement canonique. 

Il est clair que le squelette ske, X d’un espace simplicial X 
coïncide avec la réunion des simplexes dont la dimension est infé- 
rieure ou égale à r et que l’on a dim (ske, X) —r lorsque r < dim À. 
En particulier, ske, À est l’ensemble des sommets de l'espace X. 
Pour que l’espace À soit fini il faut et il suffit que soit fini cet 
ensemble. Pour qu'un espace simplicial soit localement fini, il 
est nécessaire et suffisant, d’après 1.1.7, que chaque sommet appar- 
tienne seulement à un nombre fini de simplexes. 


Sous-espaces 


4. On appelle sous-espace d’un espace simplicial tout sous-ensemble 
constitué par des simplexes entiers de la triangulation. Les sous- 
espaces possèdent une triangulation naturelle et sont par conséquent 
des espaces simpliciaux. Un sous-espace d’un espace simplicial 
ordonné est un espace simplicial ordonné. 

Il est évident que pour qu’un sous-ensemble d’un espace sim- 
plicial soit son sous-espace, il faut et il suffit qu'il le soit au sens 
cellulaire. 
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Un sous-espace d’un espace simplicial est dit complet si son 
intersection avec le support d’un simplexe quelconque de l’espace 
est le support d’un certain simplexe de l’espace ou bien est vide. 
Formulation équivalente: un sous-espace est complet s’il contient 
tous les simplexes dont les sommets lui appartiennent. 

Il est clair que les simplexes d’un espace simplicial sont des 
sous-espaces complets. Les seuls sous-espaces complets de l’espace 
Si À sont les espaces Si B pour B & A. 


Applications simpliciales 


2. Une application d’un espace simplicial X dans un espace 
simplicial Ÿ est dite simpliciale si elle est simpliciale sur chaque 
simplexe de l’espace X et envoie chaque tel simplexe dans un sim- 
plexe de l'espace Y. Il est clair qu'une telle application est cellu- 
laire et applique X sur un sous-espace de l’espace Ÿ. 

Les faits suivants sont également évidents. Une application sim- 
pliciale bijective est un homéomorphisme et l'application inverse 
est simpliciale. Une application simpliciale injective est un plonge- 
ment topologique. Une application simpliciale f: X — Ÿ se déter- 
mine par l'application induiteab f: ske, X — ske, YŸ del’ensemble 
des sommets de l’espace X dans l’ensemble des sommets de l’espace Y. 
L'application ske, X — ske, Ÿ se prolonge en une application 
simpliciale X — Ÿ si et seulement si elle applique les sommets de 
chaque simplexe de l’espace X dans les sommets d'un certain sim- 
plexe de l’espace Ÿ. Si l’application simpliciale f : X —- Y est injec- 
tive (resp. bijective), l’application ab f: ske, X — ske, Ÿ est égale- 
ment injective (resp. bijective). 

Les espaces simpliciaux que l’on peut lier par un homéomorphisme 
simplicial sont dits simplicialement homéomorphes. 

6. Une application simpliciale ÿ d’un espace simplicial ordonné X 
dans un espace simplicial ordonné Ÿ est dite monotone si f (a) < f (b) 
pour deux sommets quelconques a, b de l’espace À appartenant au 
même simplexe et vérifiant a < 0. 

Une application simpliciale d’un espace simplicial dans un 
autre peut toujours être rendue monotone en ordonnant de manière 
appropriée ces espaces. Qui plus est, si X est un espace simplicial 
et Ÿ un espace simplicial ordonné, l'application simpliciale f : X— Y 
peut être rendue monotone en ordonnant de manière appropriée 
l'espace X : il suffit d’ordonner de telle ou telle manière l’image 
inverse de chaque sommet de l’espace Ÿ et d’ordonner lessimplexes 
de |” espace X d’après la règle suivante: a < b si f (a) < Î (b) ou 
bien si f (a) — f (b) et a < b dans f* (7 (a)). 
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3. Schémas simpliciaux 


1. On appelle schéma simplicial un couple dont le premier élé- 
ment est un ensemble et le second, un recouvrement de cet ensemble 
par des’ sous-ensembles finis, si ce recouvrement contient chaque 
partie de chacun de ces sous-ensembles. 

On appelle application d’un schéma simplicial (M, S) dans un 
schéma simplicial (M', S') un couple d'applications @: M — M, 
D: S—+S’ tel que D (4) = p (4) pour A ES. En vertu de la 
dernière condition, l'application (+, ®) du schéma (M, S) dans le 
schéma (M', S') se détermine par l'application @ et donc l’applica- 
tion o: M — M" détermine l'application du schéma (M, S) dans le 
schéma (M, S’') si et seulement si (A) € S’ pour À € S. Lorsque 
des applications et ® sont bijectives (i.e. est bijective et D (S) — 
— $’), l'application (+, D) est appelée isomorphisme. Des schémas 
simpliciaux qu’on peut lier par un isomorphisme sont dits isomorphes. 

Un schéma simplicial (M, S) est appelé sous-schéma du schéma 
simplicial (M', S') si M € M'et Sa S’. Un sous-schéma (M, S) 
est dit complet si S contient tous les ensembles de S” situés dans M. 

2. Un schéma simplicial constitué par le squelette zéro-dimen- 
sionnel d’un espace simplicial X et le recouvrement de ce squelette 
par les squelettes zéro-dimensionnels des simplexes de l’espace X 
est appelé schéma de l'espace X ; on le désigne par sh X. Par exemple, 
le schéma de l’espace Si À (voir 2.2) se compose de l’ensemble À et 
de son recouvrement par tous ses sous-ensembles finis. 

Puisque l’application ab f: ske, X — ske, X’ induite par l’ap- 
plication simpliciale f: X — X' applique le squelette zéro-dimen- 
sionnel de chaque simplexe de l’espace X dans le squelette zéro- 
dimensionnel d’un simplexe de l’espace X”, elle définit une applica- 
tion du schéma sh X dans le schéma sh X” ; cette dernière est appelée 
schéma de l'application f; on la désigne par sh f. Il découle de 2.5 
qu’une application simpliciale est déterminée par son schéma, que 
chaque application du schéma d’un espace simplicial À dans le 
schéma d’un espace simplicial .X’ est le schéma d'une certaine 
application simpliciale de l’espace X dans l’espace X”’, et qu'une 
application simpliciale est bijective si et seulement si son schéma 
est un isomorphisme. En particulier, il existe un homéomorphisme 
simplicial entre les espaces X, X' si et seulement si les schémassh X, 
sh X' sont isomorphes. 

3. Si X est un sous-espace d’un espace simplicial X”, il est évi- 
dent que sh X est un sous-schéma du schéma sh X”; ce sous-schéma 
est complet si X l’est. Il est également clair que chaque sous-schéma 
d’un schéma d’un espace simplicial est le schéma d’un de ses sous- 
espaces. 

Considérons, en particulier, pour un schéma (M, S), le simplexe 
Si M. Il est évident que (M, S) est un sous-schéma du schéma 
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sh Si M; par conséquent, (MW, S) est un schéma d’un certain sous- 
espace de l’espace Si M, de sorte que tout schéma simplicial est le 
schéma d'un certain espace simplicial. En choisissant en guise de 
(M, S) le schéma d’un espace simplicial arbitraire, nous voyons en 
outre que chaque espace simplicial X est un plongement simplicial 
dans Si ske ÀX. 

4. Un schéma simplicial (W, S) est dit ordonné si les ensembles de 
S sont ordonnés et ceci en conformité avec l’ordre choisi dans ses 
sous-ensembles. Une application (, ®) d’un schéma simplicial 
ordonné (, S) dans un schéma simplicial ordonné (M', S’) est 
appelée monotone lorsque a < b implique œ (a)  @ (b). Ainsi, 
ordonner le schéma d’un espace simplicial équivaut à ordonner ce 
sous-espace ; le schéma d'une application simpliciale d’un espace 
simplicial ordonné dans un autre est monotone si et seulement si 
cette application est monotone. 


4. Polyèdres 


I. On appelle polyèdre tout sous-ensemble d’un espace euclidien 
muni d’une triangulation finie dont tous les simplexes sont eucli- 
gens. L'exemple le plus simple d’un polyèdre est le simplexe eucli- 

ien. 
I] est clair que les sous-espaces d’un polyèdre sont des polyèdres. 

Puisqu’un espace simplicial admet un plongement simplicial dans. 
le simplexe engendré par son squelette zéro-dimensionnel (voir 3.3), 
et puisque ce simplexe est homéomorphe (par un homéomorphisme:- 
simplicial) à 7-1 si l'espace est fini et contient g sommets, alors un 
espace simplicial fini admet un plongement simplicial dans un 
simplexe euclidien ayant même nombre de sommets. Ainsi, chaque: 
espace simplicial fini est homéomorphe à un polyèdre par un homéo- 
morphisme simplicial. 

2. Pour chaque espace simplicial de dimension n il existe un homéo- 
morphisme simplicial sur un polyèdre contenu dans R?"**. 

Démonstration. Puisqu'un espace simplicial fini de 
dimension r7 admet un plongement simplicial dans ske, 7% pour q 
suffisamment grand (voir }, il suffit de construire, pour des valeurs- 
arbitraires de q et n, une application linéaire f: R?*1— R?7#1 
injective sur ske, T1 

Lorsque q < 2n, on peut prendre en guise de f l'inclusion R1*° —- 
— R?#1, Pour q > 2n, nous définissons f par la formule 


1\ — +1 ji 2n+1 
f ({x5}#1) — (57 ti}i7 
et il ne reste qu’à montrer quex = 2’ silespointsz — (t1,..., Tq+1)s 
2 — (x, ..., 21) sont contenus dans ske, T? et f(x) = f (x*). 
Comme chacun de ces points est contenu dans une face de dimension 
du simplexe 7%, il ne peut y avoir, parmi les nombres x4, . . ., Tata, 
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ni parmi les nombres x ,...,2,11, plus den + 1 nombres non nuls. 
Par conséquent, parmi ‘les nombres Ti — T,, ss Tati — Lot il 
n’y à pas plus de 2n +.2 nombres non nuls, je. il existe des entiers 


positifs Jar ++. Jon+2 tels que jy Lee fonte LK 29 + À et 
Zj = Tj POUT j Æ ji, + + ., Jon+2. VU que 


S'a+i { À à 7 
DE Lj — Data z5(=1) et Dur ja; Dis j'x; 


pour i=1,..., 2n+1, on a > 21? jr (æÿ, — 2; )=0 pour Or. 

, 2n+ 1; le ‘déterminant de la matrice ° GA sn, Tnt? étant 
pas nul, on a Tj = Ti. pour r—1, , Qn+9. Par conséquent 
Z=X. 


3 ({nformation). Quel que soit n, il existe des polyèdres 
de dimension nr qui ne peuvent pas être plongés topologiquement 
dans R°. En guise d’exemple, signalons ske, T?**?; pour la démons- 
tration voir [10]. 


5. Constructions simpliciales 


1. La plupart des constructions topologiques et cellulaires décrites 
au $ 1.2 et au p. 1.5 peuvent également être effectuées dans un cadre 
purement simplicial. Citons les opérations simples L] et \/ : la somme 
des espaces simpliciaux et le bouquet des espaces simpliciaux à som- 
mets distingués sont bien entendu des espaces simpliciaux. Les 
plus importantes des constructions plus complexes sont envisagées 
ici. Nous commençons par la subdivision barycentrique. Cette cons- 
truction qui n’a pas d’homologues topologiques ou cellulaires permet 
de passer à des triangulations plus fines. 

2 (Lemme). Soit lun recouvrement fondamental d'un espace topo- 
Jogique X par des sous-espaces triangulés. Si, pour des éléments quel- 
conques À, B ET, l'intersection À [1 B est un sous-espace complet de 
chacun des espaces À, B (considérés comme espaces simpliciaux) et 
hérite de À et B la même triangulation, alors X possède une triangu- 
lation et une seule pour laquelle les éléments du recouvrement T sont 
des sous-espaces dans le sens simplicial. 

Une telle triangulation est donnée par la réunion des triangula- 
tions des éléments du recouvrement F. Une simple vérification 
montre que cette réunion satisfait les conditions (i}), (ii), (iii) de 2.1 
{la complétude des intersections est nécessaire pour remplir (iii)). 
L'unicité est tout aussi évidente. 


Subdivision barycentrique 


3. La construction ci-dessous fait correspondre à un espace sim- 
plicial X un certain espace simplicial ba X qui coïncide avec X 
-<omme espace topologique mais qui possède. une triangulation plus 
fine, appelée subdivision barycentrique de la triangulation donnée. 
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Supposons d’abord que X est un simplexe euclidien. Considérons, 
pour une numération arbitraire &,...,a, des sommets du simplexe À, 
l'ensemble 


{z EX lhar,, (x) < bars, G)<...< bar, (x)}. (2) 


Il est clair que (2) est un simplexe euclidien dont les sommets sont 
situés dans les centres des simplexes Esi 45, ..., Esi À,, où À; 
est l’ensemble des points &, . . ., a; ; les simplexes (2) correspondant 
à toutes les numérations des sommets du simplexe X constituent, 
avec leurs faces, une triangulation de l’espace X. C’est justement 
la subdivision barycentrique de la triangulation standard du sim- 
plexe XÀ qui le transforme en ba X. Cette construction possède évi- 
demment la propriété suivante: si X est une face du simplexe X”, 
alors l'inclusion ba À — ba X° est un plongement simplicial. 

Nous définissons la subdivision barycentrique de la triangulation 
standard du simplexe topologique À comme l’image de la sub- 
division barycentrique de la triangulation standard du simplexe unité 
TT, où r = dim X, par l’homéomorphisme simplicial T7 — X. Il 
est clair que cette définition est correcte, i.e. que la triangulation 
obtenue de l’espace X ne dépend pas du choix de l’homéomorphisme 
simplicial 727 — X parmi les (r + 1)! possibles. 

Soit enfin À un espace simplicial quelconque. Une vérification 
immédiate montre que le recouvrement de l’espace X par ses sim- 
plexes triangulés comme indiqué ci-dessus satisfait aux conditions 
du lemme 2. La triangulation de l’espace X que: définit ce lemme 
est justement la subdivision barycentrique de la triangulation 
donnée. 

Remarquons que si X est un espace simplicial fini (resp. locale- 
ment fini), alors ba X est également fini (resp. localement fini). 
Ïl est tout aussi évident que si À est un polyèdre, alors ba X est 
également un polyèdre. 

4, Il est clair que l’ensemble des sommets de l’espace ba X est 
précisément l’ensemble des centres des simplexes de l’espace X et 
que les centres des simplexes s,, ..., sn de l’espace X sont les som- 
mets d’un simplexe de l’espace ba ZX si et seulement si les simplexes 
St» + + + Sm CODStituent une suite croissante pour un choix approprié 
de la numération. Ceci permet de décrire la subdivision barycentri- 
que dans le langage laconique des schémas: si sh X = (M, S), alors 
sh ba À — ($S, ba S), où ba S est la famille de toutes les parties 
finies de l’ensemble S, ordonnées par inclusion. En même temps, 
l’espace ba X s'avère canoniquement ordonné : le sommet a € skeo X 
X ba X précède le sommet a’E ske, ba X si le simplexe (de l’espa- 
ce À) de centre a est contenu dans le simplexe de centre a’. 

De la description du schéma de l’espace ba X on tire en parti- 
culier que si À est un sous-espace d’un espace X”, alors ba X est un 
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sous-espace complet de l’espace ba X" ; en effet, sh ba X est évidem- 
ment un sous-schéma complet du schéma sh ba X*. 

Pour une application simpliciale f: X — X*, l'application f: 
ba À —> ba X* n'est pas en général une application simpliciale 
(exemple très simple: X = T°, X° = T1, f (ort;) = ort;, f (ort.) — 
= f(ort,) — ort,), néanmoins l'application sh f: sh À — sh X° 
induit naturellement l’application sh ba X — sh ba X” et par consé- 
quent l'application simpliciale ba X —- ba X’. Cette dernière est 
désignée par ba f; elle est évidemment toujours monotone. 

5. Si X est un polyèdre, le plus grand des diarnètres des simplexes 
du polyèdre ba X est inférieur ou égal au plus grand des diamètres des 
simplexes du polyèdre X multiplié par n/(n + 1), où n = dim X. 

I] suffit de montrer que si À est un simplexe euclidien de som- 
mets do, - + + Gr, alors le diamètre du simplexe (2) est inférieur ou 
égal à [r/(r + 1)] diam X. Considérons pour cela la partie X’ du 
simplexe X définie par l'inégalité bar, (x) > 1/(r + 1). C'est un 
simplexe euclidien obtenu de À par homothétie de sommetiw, et de 
coefficient r/(r + 1); par conséquent, 


diam X* < Î{r/(r + 1)] diam X 


et il ne reste qu’à remarquer que X’ contient le simplexe (2). 

6 (Corollaire). Pour tout polyèdre X et un € > O quelconque il 
éxiste un entier positif m tel que les diamètres de tous les simplexes du 
poluèdre ba" X sont inférieurs à &. 


Produit simplicial 


7. Pour le produit cellulaire X, X <«X, d'espaces simpliciaux 
X,, X,, pour dim X, = 0 et dim X, > 0, il n'existe évidemment 
pas de triangulation dont les intérieurs des simplexes soient les 
produits des intérieurs des simplexes des espaces X,, X.. Nous montre- 
rons néanmoins que ce produit peut être triangulé et nous indique- 
rons une construction qui nous amènera à sa triangulation canonique 
dans le cas où les espaces X,, X, sont ordonnés. L’espace simplicial 
en lequel cette construction transforme X, X .X, est appelé produit 
simplicial des espaces X,, X,; on le désigne par X, X ,X2. 

Supposons d’abord que X, est un simplexe euclidien de R” 
aux sommets @, ..., 44 et À, un simplexe euclidien de R° aux 
sommets bo, ..., b,. Pour t, € X;,, æ € X», posons 


a (&)= bars (a), B5(e) = D bars, (2), 
k=0 k I=0 


et formons des nombres 


Go (21), +. ., Gags (Gi), Bo (Ze), + + +» Pr-1 (To) 
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une suite non décroissante 


Yi (Z1 Lo); . Va+r (T1 To) 


Désignons ensuite par M,, la famille de tous les sous-ensembles à q 
éléments de l’ensemble des nombres 1, ..., g + r et par s (u), où 
nu EM, l’ensemble des points (x,, x.) € À, X X, tels que chacun 
des nombres y, (x,, 2) (avec p Eu) est égal à un des nombres 
Qo (Ti), + + + &g-1 (1). Une vérification immédiate montre que les 
q + r +1 points 


(Go; bo), RE | (ao; D;,-4); 
(as, Dj,-1) . . ., (as, bj,-2); 
Due ui. (3) 


(a 9-1 Dig, _—(g—1)) + + (@ qu19 05,9) ; 
(ao; Dj9-a); * (ag b;), 


OÙ J4s + + + JQ Sont les nombres de u, numérotés en ordre croissant, 
ne sont contenus dans aucun plan de dimension (q + r — 1) et que 


pour (x, #) És(u) on à 
q Jp41 CR +1) 


à > [Yates (His Le) — Ya (Lis Lo)] (an, Dr) = (x1, Lo), 
R=O =, —R 


où jo — 0, ati = 9 +r + Yo (us Lo) = 0, Yotr+s (is Le) = 1. 
En outre 


q Jkr17(R +1) 
[Ya++1 (x, Lo) — Van (lis Lo)] = 
h—0 1j, -R 
g+r 
= 2 [ou (ris To) — Yp (ti T2)] = 1 


€t Yp+1 (Tir Lo) — Yp (Zu Te) > 0. Par conséquent, l’ensemble s (u) 
est contenu dans un simplexe euclidien enveloppant les points (3); 
puisque cet ensemble est évidemment convexe et contient les points 
{3), il doit coïncider avec le simplexe indiqué. Il est clair que les 
ensembles s (u) recouvrent X, X X, et que l'intersection s (lu) f] 
Ms (2) coïncide, quels que soient u,, ul, € M7, avec le simplexe eucli- 
dien enveloppant les sommets communs des simplexes s (1), s (u). 
D'où l’on déduit que les simplexes s (u) constituent, avec toutes 
leurs faces, une triangulation du produit X, X X,. Cette triangu- 
lation transforme X, X X, en X, x «X,. Elle vérifie évidemment 
la condition suivante: si X,, X, sont les faces des simplexes eucli- 
diens ordonnés X,, X.,, l'inclusion X, X 4X, —> X, x ,X, est un 
plongement simplicial. 
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Pour définir le produit simplicial des simplexes topologiques 
ordonnés X,, X,, nous construisons de la manière indiquée ci-dessus 
une triangulation du produit des simplexes unité T2, T’, avec 
g = dim X,,r — dim X,, et transposons-la dans X, X X, à l’aide 
du produit TI X T'— X, X X, des homéomorphismes simpliciaux 
canoniques 77—> X,, T' — X,. La triangulation transposée munit 
X, X X, d’une structure simpliciale. 

Soient, enfin, XÀ,, X, des espaces simpliciaux ordonnés quelcon- 
ques. Une vérification immédiate montre que le recouvrement de 
l'espace X, X <X,, triangulé suivant le procédé précédent par les 
produits s, X &, où s, est un simplexe de X, et s, un simplexe de X, 
satisfait aux conditions du lemme #. La triangulation de l’espace 
X, X eX, d’après ce lemme transforme X, X .X, en X, X sXa. 

Remarquons que chaque cellule de l’espace X, X .X, se repré- 
sente comme la réunion d’un nombre fini de cellules de l’espace 
X, X 4$X, de même dimension ou de dimension inférieure. En parti- 
culier, l'application id: X, X «X,— X, x £X, est cellulaire. 

8. La construction du produit simplicial possède évidemment ja 
propriété suivante: si f,: X,—> X,, f,: X,—+ X, sont des applica- 
tions simpliciales monotones, alors f, X fo: X1 X 8Xo —> X, X 4X, 
est une application simpliciale. Puis, si X,, X, sont des sous-espaces 
des espaces simpliciaux ordonnés X,, X:, alors X, X &X, est un 
sous-espace de l’espace X, X 4X:. 

Pour conclure, décrivons le produit simplicial dans le langage 
des schémas. Soit sh X, — (M,, S.,) et sh X, — (M,, S.). Alors 
sh (X, X 8Xo) = (M, X M, S), où S est la famille des ensembles 
ACM, X M, qui possède les deux propriétés suivantes: (i) pr, (4A)E€ 
ES, pre (A) ES; (ii) si (as, a) € À, (a;, a.) € À et a < a;, alors 
As <a. 

Limites 

9. Soient X,, X1,... des espaces simpliciaux et mo: Xo—> X1, 1: 
X:— X:,... des plongements simpliciaux. Considérons le recouv- 
rement de l’espace lim (X;, œ,) par des ensembles de la forme 
immz(s:), où s, est un simplexe de X,(4—0, 1, .…). Nous pou- 
vons transformer ces ensembles en simplexes topologiques en pre- 
nant en guise d'homéomorphismes caractéristiques la composée des 
homéomorphismes caractéristiques Tim sy > s, avec les homéo- 
morphismes ab imm, : s, —+ imm, (s) ; il est clair que ceci fait du 
recouvrement indiqué une triangulation de l’espace lim (X;, à). 
Ainsi lim (X;, 2) est un espace simplicial. Envisagé comme espace 
cellulaire. il coïncide évidemment avec la limite définie dans 1.5.6. 
On voit également que les applications imm, sont des plongements 
simpliciaux. 

"Si les espaces X, sont ordonnés et les plongements p, monotones, 
l'espace lim (X,, ;) possède un ordre évident et les plongements 
imm,, sont monotones. 
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Join, cône et suspension 


10. Si X,, X, sont des simplexes topologiques, le join X, # X, 
est un simplexe topologique d’une manière naturelle: en guise 
d’homéomorphismes caractéristiques on peut prendre les applica- 
tions de la forme 


X im Æ,+1 P1*9 
TARA TR Art LT a Te TS Xp Xo, 


où 7, T, sont des faces opposées du simplexe dim X1+#dim X2+1 avec 
dim 7, = dim X,, dim 7", — dim X,, tandis que ,, ®, sont des 
homéomorphismes simpliciaux (l'égalité 7'dim Æ1+dimzXr# TT, 
définit l’homéomorphisme simplicial indiqué dans 1.1). Ceci nous 
permet de munir d’une triangulation canonique le join cellulaire 
X,*.X, d'espaces simpliciaux quelconques X,, X,: ses simplexes 
seront les images des simplexes des espaces X,, X, par les inclusions 
Xi XitoX0 Ko Xi x <X et les images des simplexes s, # 5, 
où s, est un simplexe de X, et s, un simplexe de X,, par l'inclusion 
ins+in: +5: —> X1* <X,2 L'espace simplicial ainsi obtenu s'ap- 
pelle join simplicial des espaces X., X,; on le désigne par X, * 5X. 
Envisagé comme espace cellulaire, il coïncide avec X, + «X 2. 

Lorsque sh X,— (M, S:), sh X,— (M ,, S,), alors sh (X, * sÀ 2) = = 

= (M, LI1M ;,, S), où S est l’ensemble des parties non vides de l’en- 
semble M, 1] M, dont les images inverses par l'application in,: 
M, —- M, LU M, appartiennent à S; ou bien sont vides, et les 
images inverses par l'application in,: M,— M, L] M, appartien- 
nent à S, ou bien sont vides. 

Puisque pour chaque espace topologique on a en particulier 


cône X = X + D, suX = X #59 


(voir 1.2.6.8), la construction étudiée transforme en espace simplicial 
le cône et la suspension sur un espace simplicial quelconque. 


Cylindre simplicial 


11. Etant donnée une application simpliciale monotone f: X, — 
— X,, la construction considérée ici lui fait correspondre un certain 
espace : simplicial Scylf, appelé cylindre simplicial. Le cylindre 
simplicial n’est pas en général homéomorphe au cylindre usuel 
Cyl f de l’application f (voir 4.6.6.10) mais possède des propriétés 
analogues. 

Le langage des schémas convient le mieux pour décrire l’espace 
Scyl f. Soient sh X, = (M,, S,), sh X, — (M, S,)'et sh f — (p, D). 
Nous définissons Scyl f par la formule 


sh Scyl f = (M, LI M;, S), 
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où S est la famille de tous les ensembles À € M, |] M, tels que: 
{i) l’ensemble in; 1(4) appartient à S 1 OU bien est vide: (ii) 1 ensemble 
2 (in;* (4)) U in; (4) appartient à S,; (iii) si L ensemble. in” (4) 
n’est Pas vide, l’ ensemble in,” (4) appartient à ® (S,); (iv) si a € 
€ in;! (4), a Ein,! (4), alors do << p (a). Les applications in, ins 
déterminent des applications 


sh X;, — sh Scylf, sh X, — sh Scyl 

æt en même temps des plongements simpliciaux 

X,— Scylf, X,— Scyl}f; 
les images de ces plongements sont les bases (supérieure et inférieure) 
du cylindre Scyl f et peuvent être identifiées avec X., X,. En outre, 
l'application 

M, X(0OU1)—M, LU M, 
qui fait correspondre le point in, (a) à (a, 0) et le point in, o p (a) 
à (a, 1) détermine une certaine application 


et en même temps l'application simpliciale X, X ,1 — Scyl f. 
Il est clair que cette application simpliciale constitue avec l’inclu- 
sion X,—> Scylf l’application continue (X, X 1) LI X, — Scyl f 
<t que cette dernière détermine une certaine application continue 
Csc f : Cyl f — Scylf. Il est clair également que csc f (Cyl f) — Scyl f 
et que la rétraction canonique rt f: Cyl f — X, (voir 1.2.6.10) est 
constante sur les éléments de la partition zer (csc f), tandis que La 


X,-homotopie canonique, qui joint id (Cyl f) avec Cyl fx, + 


+ Cylf, est constante sur les éléments de la partition zer (csc Î) X 
x zer (id 7). On en tire que rt f détermine une déformation de rétrac- 
tion stricte Scyl f — X, et la composée de cette rétraction avec 
l'inclusion X, — Scyl f est f. Ainsi, l'inclusion X, — Scyl f est tou- 
jours une équivalence homotopique, tandis que l'inclusion X, — 
— Scyl f n’est une équivalence homotopique que si f l’est. 


6, Etoiles. Links. Voisinages réguliers 


1. On appelle étoile d’un simplexe s d’un espace simplicial X 
la réunion des simplexes de l’espace X contenant s. Notations: 
St s, St (s, X). Il est évident que c’est un sous-espace de X. 

On appelle étoile ouverte d'un simplexe s la réunion des intérieurs 
des simplexes qui contiennent s. Notation: st s, st (s, X). Il est clair 
que c’est un ensemble ouvert défini par les inégalités 


bara, (x) >> 0, ..., bare, (x) > 0, 
OÙ A9 » « + 4,4 Sont les sommets du simplexe s, et que Cl st s = Sts. 
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On appelle link d'un simplexe s la réunion des simplexes de Sts 
qui ne coupent pas s. Notations: Ik s, Ik (s, X). C’est un sous-espace 
des espaces X et St s. 

Les faits suivants sont évidents. Si s est une face d’un simplexe s’, 
alors 


Sts'ESts, sts'&sts, Iks'Clks. 
Si Gps + + +; Ag SONt des sommets non situés dans un même simplexe, 
alors l'intersection L st a; est vide, tandis que si aç, . .., a, sont 


=0 
les sommets du simplexe s, alors 


" sta; =sts. 
i—0 


Si X est un sous-espace d’un espace X’, pour chaque simplexe s de X 
on à 


st (s, À) = st (s, À’) N À, 
tandis que si X est un sous-espace complet, on a 
St(s, ZX) =St(s, À’) NX, Ik(s, X) —Ik(s, À’) N X. 


Enfin, si s’ est un simplexe contenu dans Ik (s, X) et s” est le plus 
petit simplexe qui contient à la fois set s’, on a 


Ik (s’,Ik(s, X)) — Ik(s”, X). 


2. On définit les étoiles, les étoiles ouvertes et les links également 
pour les points d’un espace simplicial. Soit x un tel point. Alors 
l'étoile St x — St (x, X), l'étoile ouverte st x — st (x, X) et le 
link Ikz —1k (x, X) sont donnés par les formules: 


Stz = Stsiz, stz—=stsix, Ikzx = St si xst six. 


Il est évident que st x est un voisinage du point x, tandis que Ik x — 
— Fr Stx = Frst x. En outre, l'étoile St x est homéomorphe au 
cône sur le link Ik zx; on a même un homéomorphisme canonique 
cône Ik x — St x défini par la formule 


pr (y, the p (A — à) pt (x) + ip” (y)), 


où y Elkz,t ET et o est un homéomorphisme caractéristique quel- 
conque d'un simplexe qui contient x et y. 

Mise en garde: 1k x coïncide avec Ik si x seulement dans le cas 
où æz est un sommet. 

Si s’ est un simplexe de Ik (s, X}, alors, conformément à 1.1 
et 5.10, on a un homéomorphisme simplicial canonique du join 
s+s" sur le plus petit simplexe de l’espace À contenant s et s’; 
il est clair que tous ces homéomorphismes constituent ensemble un 
homéomorphisme simplicial du join s x 1k (s, X) sur l'étoile St (s, À). 
Cela signifie que l'étoile St (x, X) d’un point x quelconque de l’espace 
8—0824 
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X possède un homéomorphisme simplicial canonique sur le join 
si x + Ik (six, X); il.est clair que cet homéomorphisme simplicial 
applique le join de la frontière du simplexe si x et du link Ik (si x, X} 
sur ik (x, X). Puisqu'en outre la frontière du simplexe si x est 
homéomorphe à la sphère Sdimsix-1 tandis que le join Sdimsix-1, 
* Ik (si x, X) est homéomorphe à la suspension su dimsixlk (si x, X), 
le link 1k (x, X) est homéomorphe à su dimsix]L (Si x, X). 


Invariance homotopique du link d’un point 


3 (Lemme). Soient À, B des rétractes d’un espace topologique Y. 
S'i les inclusions i: À —+ YŸ, j: B — Y sont homotopes à des applications 
J:A—ŸY,g:B—7Y telles que f (A) B, g(B) € À, alors À et B 
sont homotopiquement équivalents. 

En guise d'équivalences homotopiques À — B, B — À inverses 
l’une de l’autre on peut prendre les restrictions © |4, p |Z de rétrac- 
tions quelconques 0: Ÿ — B, p: Y — À. En effet, o [4 — © o à, 
p [8 = poj et puisque la composée p + je 6 © i est homotope à 
l'application pojocef —peof, qui à son tour est homotope à 
poi— id À, la composée p |3 © © |A est homotope à id 4. De la 
même manière, la composée © |4 ° p | est homotope à id B. 

4. Soient T,, T, deux sous-espaces d'un espace topologique X, tous. 
deux munis chacun d'une triangulation finie. Si le point x, € X est 
un point intérieur de T, et T,, alors les links 1k (xs, T,), 1k (xs, Te) 
sont homoïtopiquement équivalents. 

Démonstration. Désignons par PF l’homotopie 
St (to, Ti) X 1 — X entre l'inclusion St (x,, T;) — X et l’applica- 
tion constante qui envoie St (xs, T';) dans x,, en supposant que cette 
homotopie est linéaire dans chaque simplexe de St (x0, T;); posons 


CD =F (Sté T)xt Li 1,021 


Les ensembles st (xs, TT), st (xo, T,) étant ouverts et les ensembles 
St (to, T1), St (to, T:) compacts, on peut trouver des nombres & > 0 
et Ê— 0 tels que C;,(e) St (ro, Te), Ca (e) € St (to, Ti) et 
C\ (G)E Cie), C, (0) EC, (E). Puisqu'en outre C, (&) x, est un 
rétracte de l’espace St (to, T,) Ko et C:(e) to un rétracte de 
l’espace St (xo, T°) to, alors C, (E) to et C(e) Xxo sont des 
rétractes de l’espace Y = [St (to, T,) N St (to, To)INxo. Enfin les 
formules 


UE PEUT ôtle), (y,t)— F;G%; Ôt/e) 


déterminent des homotopies (C, (e) Xxo) X 1 Y, (Co (e) ro) X 
X 1 — Ÿ qui joignent les inclusions C, (E)Xxo —+ Ÿ, Co (E) to — Y 
avec les applications dont les images sont respectivement contenues 
dans C; (8) to et Ci (e) Xto. Ainsi C, (e) xo est homotopiquement 
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équivalent à C, (e) Xxo (voir #) et il reste à remarquer que C, (£) Xxo 
est homotopiquement équivalent à 1k (to, T) et CS (EX & lt 
à Ik (x, TT). 


Voisinages réguliers 


9. On appelle voisinage régulier d'un sous-espace À d’un espace 
simplicial X le voisinage constitué par toutes les étoiles ouvertes 
st (a, X) avec a € À, ou, ce qui revient au même, de toutes les étoiles 
ouvertes st (a, À) avec a E ske, À. 

Si le sous-espace À est complet, il est un rétracte de déformation 
de son voisinage régulier. On a même une A-homotopie canonique 
h: U X I U qui joint l’application identique du voisinage régu- 
lier ÜU du sous-espace complet À avec la composée de la rétraction 
U — A et de l'inclusion À — U : elle se définit par la formule 


( 1— + S\ bars (z)) bare (x) 


bEske, À ’ 
— si aCske, À 
bar,.(h (x, t)) — — à ; bars (x) 0 {19 


tbar, (x) si a ske, X\ ske, À 


Il découle en particulier de ce que nous venons de dire que tout 
sous-espace d’un espace simplicial X est un rétracte de déformation de 
son voisinage régulier dans ba X (voir 5.4). 


Etoiles barycentriques et links bapycentriques 


6. On appelle étoile barycentrique d’un simplexe s d’un espace 
simplicial X la réunion des simplexes du sous-espace ba À dont le 
premier sommet se trouve au centre du simplexe s. Notations: 
bst s, bst (s, X). Description équivalente: bst s est l’ensemble des 
points z € À tels que 


bar, (x) — bar, (x) ‘si a,b Es N\ske, X, 
bar, (x) > bar, (x) si a Es Nske, X, b.E (XNXSs) N ske, X 


Il est évident que les étoiles barycentriques des simplexes de 
l’espace. X le recouvrent et sont des sous-espaces de l’espace ba. X. 
Il est également clair que bst s =£ bst s’ lorsque s  s’ et que bsts 
 bsts’ lorsque s = s". 

7. La réunion des simplexes d’une étoile barycentrique bst s 
qui ne contiennent pas le centre du simplexe s est appelée link bary- 
centrique du simplexe s ; on le désigne par bIk s. Il est clair que l'étoile 
bst s possède un homéomorphisme simplicial sur le cône sur blks 
et que la projection linéaire à partir du centre du simplexe s est un 
homéomorphisme de blk s sur le link 1ks du simplexe s dans’ X 


s* 
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(ce dernier homéomorphisme devient simplicial après subdivision 
barycentrique du link 1k s). Ainsi le couple (bst s, blk s) est homéo- 
morphe au couple (cône Ik s, Îk s). 


7. Approximation simpliciale d’une application continue 


1. Une application simpliciale g d’un espace simplicial X dans 
un espace simplicial Ÿ est appelée approximation simpliciale d’une 
application continue f: À — YŸ lorsque g (x) € si f (x) pour chaque 
point zx € X. 

L'approximation simpliciale de l'application f: À — Ÿ est canoni- 
quement homotope à f: l’'homotopie canonique À X 71 —+ Ÿ qui joint 
l'application f avec son approximation simpliciale g est une applica- 
tion affine de chaque génératrice x X I du cylindre X X J sur le 
segment de droite (éventuellement dégénéré) qui joint f (x) avec 
g (x). Il est évident que cette homotopie est liée sur l’ensemble des 
points æ € À pour lesquels g (x) = f (x). 

2. Une application simpliciale g: X — Ÿ est une approximation 
simpliciale d'une application continue f: X —+ Ÿ si et seulement si 
f(sta)& st g (a) pour chaque sommet a de l'espace X. 

Démonstration. Supposons d’abord que g est une appro- 
ximation simpliciale de l'application f. Soit x € st a. Du fait que 
g (x) € si f (x), l'application g est simpliciale et x est contenu dans 
l’intérieur du simplexe de sommet a on tire que g (x) est situé à 
l'intérieur d’un simplexe de sommet g (a) (voir 1.3). Par conséquent 
g (a) est un sommet de simplexe si f (x) et f (x) E st g (a). 

Supposons maintenant que f (st a) & st g (a) pour chaque som- 
met a de l’espace X. Soit x € X. Si &o, . . ., a, sont les sommets du 


. q 
simplexe si x, alors x € f] sta; et par conséquent 
4=0 


JU)ENÉ sta) À F(ta)e À ste (a). 


Ainsi les points g (ao), . .., g (a,) appartiennent à l’ensemble des 
sommets du simplexe si f (x) et, puisque g (x) est situé dans le sim- 
plexe à sommets g (&o), . . ., g (a), on a g (x) € si f (x). 

3. Une application continue f d’un espace simplicial X dans un 
espace simplicial Y possède une approximation simpliciale si et seule- 
ment si pour chaque sommet a de l'espace X il existe un sommet b de 
l'espace Y tel que f (sta) & st b. 

La nécessité de cette condition découle directement de 2; pour 
montrer sa suffisance, fixons une application œ: ske, X — ske, Y 
telle que f(st a) & st (a) pour chaque sommet a € ske, X. Si 
Go, + - ., 44 Sont les sommets d'un même simplexe de l’espace X, 
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q 
alors l'intersection f} st a; n’est pas vide et, d’après les inclusions 
i=0 


M ste(an> À (ta) = f(N sta) 


q 
l'intersection f} st @ (a;) n’est pas vide non plus, de sorte que les 
i=0 


sommets @ (&o), . . ., @ (a,) appartiennent à un même simplexe de 
l’espace Ÿ (voir 6.1). Par conséquent, y se prolonge en une application 
simpliciale X —+ Ÿ (voir 2.5) et il découle de 2 que cette application 
est une approximation simpliciale de l’application f. 

4. Pour toute application continue f d'un espace simplicial fini X 
dans un espace simplicial Y, il existe un m tel que l'application f: 
ba” X —Y possède une approximation simpliciale. 

Pour cette démonstration, on peut supposer que X est un polyèdre ; 
voir 4.1. Les étoiles ouvertes des sommets constituant un recouvre- 
ment ouvert de l’espace Ÿ, il existe un nombre positif e tel que pour 
tout sous-espace À de l’espace X vérifiant diam À < €, l’ensemble 
j (A) est contenu dans une de ces étoiles ouvertes (voir 1.1.7.16). 
Choisissons m si grand que les diamètres des simplexes de l’espace 
ba "X soient inférieurs à e/2 (voir 5.6). Alors le diamètre de l’étoile 
de chaque sommet de cet espace est inférieur à & ; d’après 3, l’applica- 
tion f: ba *X — Ÿ possède une approximation simpliciale. 


8. Exercices 


1, Soit X un espace simplicial. Démontrer que la formule 


dist(z, y)=l 2 (bara(y)— bare (2))21 °° 
at 0 


\ ske 


définit dans À une distance et que la topologie déterminée par cette 
distance coïncide avec la topologie originale si et seulement si X 
est localement fini. 

2. Démontrer que pour chaque polyèdre À & R” il existe une 
triangulation de l’espace R", constituée par des simplexes eucli- 
diens, relativement à laquelle X est un sous-espace au sens simplicial. 

3. Démontrer que tout espace simplicial connexe localement fini 
de dimension n# possède un plongement simplicial dans l’espace 
R?"+1 triangulé en simplexes euclidiens. 

4. Soit f une application continue d’un espace simplicial dans 
un autre. Démontrer qu'il existe une nouvelle triangulation du 
premier espace possédant les deux propriétés suivantes: chacun de 
ces simplexes est contenu dans un simplexe de l’ancienne triangu- 
lation; relativement à la nouvelle triangulation, f admet une appro- 
ximation simpliciale. 
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$ 3. PROPRIÉTÉS D’HOMOTOPIE DES ESPACES 
” CELLULAIRES 


1. Couples cellulaires 


1. Soit X un espace cellulaire équipé et À son sous- espace. Dési- 
gnons par X, la fonction À || skes X —+ TZ, égale à 0 sur À et à 1 sur 
(A ske X ) À et définissons par récurrence une suite de fonctions 

À Uske, À — I (r = 1, 2, ...) à l'aide de la formule 
h hrs (x) si rE AUske,_,X, 
r () 1—T[1—2h,;(att. (y))] si z—cha, (ty), 
où e € cell, X\ cell, À, TE Z, y E ST, Puisque les fonctions , 
sont continues et se prolongent de proche en proche, elles définissent 
upe' certaine fonction continue X —+ /. Cette dernière est appelée 
fonction caractéristique du couple (X, A), tandis que le voisinage du 
sous-espace À constitué de tous les points en lesquels la fonction 
caractéristique est inférieure à 1 est appelé voisinage propre de ce 
sous-espace. | 

Il est clair qu'une fonction caractéristique du couple (X, À) 
s’annule exactement sur À. Ainsi, tout sous-espace d'un espace cellulaire 
est découpable. 

_ Si l’espace XÀ est simplicial, la fonction caractéristique peut 
être construite à l'aide de l’équipement simplicial, et il est clair 
qu'elle ne dépend pas du choix de l’équipement. Le voisinage propre 
du sous-espace À coïncide dans ce cas avec son voisinage régulier 
dans ba X. 

2. Un sous-espace d'un espace cellulaire équipé est un rétracte de 
déformation stricte de son voisinage propre. 

Démonstration. Soit U le voisinage propre d'un sous- 
espace À d’un espace cellulaire équipé X. Puisque les produits 
(A U ske, À) x T recouvrent le cylindre À X 7 tout en étant ses 
sous-espaces, ils en constituent un recouvrement fondamental, et 
par conséquent leurs intersections avec le cylindre U X JT, i.e. les 
cylindres UÙ, X I, où U, = U N(A (Jske, À), constituent un 
recouvrement fondamental ‘du cylindre U X I. Désignons par G 
l’homotopie constante de l'inclusion À — X et définissons les homo- 
topies F,: U, X [1 = U (avec r => 1) par la formule 


Z si xEU;,.1, 
F, (x, t) — { . 

cha (((1—#)T+t)y) si æ=cha (y). 
où e € cell, X\ cell, À, t € (0, 1], y € S"-!; définissons ensuite les 
homotopies G.: U, X TU (avecr > 1) par la formule 


PA si 0OLI<27, 
G,(x, t)=4 Fr(x, ort —1) si 27<Ki<27*4, 
CG, 1),t)si 274<I<1. 
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Les homotopies G, prolongent l’une l’autre et définissent une À-homo- 
topie U X 1 — U qui joint id. U à l’application envoyant U dans À. 
La réduction de cette dernière à U — À sera la rétraction de défor- 
mation stricte cherchée. 

3. Tout couple cellulaire est un couple de Borsuk. 

Ceci découle de 2 et de 1.3.5.11, puisque les espaces cellulaires 
sont normaux et leurs sous-espaces sont découpables. 

4. Si (X, À) est un couple cellulaire et l'inclusion À — X est une 
équivalence d'homotopie, alors À est un rétracte de déformation stricte 
de l’espace X. 

Pour la démonstration, il faut appliquer au couple (X, À) les 
théorèmes 3 et 1.3.5.6, puis le théorème 3 au couple (X X Z, 
{X X O)U a x I) UÙ (X° X 1)) et enfin le théorème 1.3.5.7 au 
couple (X, À). 


Couples cellulaires et X-connexité 


. 5. Soit k un entier non négatif ou bien oo. Si(X, A)est un couple 
cellulaire tel que là dimension de chaque cellule de X A n'est pas supé- 
rieure à k et (Ÿ, B) est un couple topologique quelconque k-connexe, 
alors chaque application continue f: X — Ÿ telle que f (A) € B est 
A-homotope à une application qui envoie À dans un sous-ensemble de 
l’ensemble B. En particulier, chaque application continue d'un espace 
cellulaire de dimension k dans un espace topologique k-connexe est 
homotope à l'application constante. 

Démonstration. Nous construirons une suite de A-homo- 
topies 

{F,: (A Uske, X) X I Y};2. 


qui jprolongent l’une l’autre et ont les propriétés suivantes: 
VE r (x, 0) = f(x) si zx £A U ske, X ; (ii) F,((4 Uske, X) x 

X ({ — 27 De B; (iii) F,(x, t) ne dépend pas de t pour t > 
> 1—27-1, 

L'application F : À X 1 — Ÿ qui coïncide sur (A {] ske, À) X I 
avec F,_, sera alors une A-homotopie qui joint f à une application 
envoyant X dans un sous-ensemble de l’ensemble B. 

Procédons par récurrence. Définissons F _, comme l’homotopie 
constante de l'application jf |4 et supposons que les homotopies 
F_, ..., F;_ qui se prolongent l’une l’autre et possèdent les 
propriétés (i), (ii), (iii) aient déjà été construites. Lorsque q > k, 
on à À Uske, À — X et nous posons F, = F,_,; supposons main- 
tenant que q < k. Puisque ((4 U ske, X) X TJ, (4 U ske, 1 À) X Î) 
est un couple de Borsuk (voir 8), il existe une homotopie G de l’appli- 
cation Î lAUSskesx telle que G La U ske g- 1Xxr = Fy-x, et comme 

ai (À Uske,;_ À) X ( —2%)€C B, pour chaque cellule 
€ E cell, XX cell, À l'application k, : D Y définie par la formule 


he (y) = G (chae (y), 1 — 2-7) 
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“applique S1-T sur B. En vertu de la g-connexité du couple (Y, B), 
il en découle que pour chaque cellule e € cell, X N cell, A il existe 
une S%-t-homotopie H,: D? X I — Ÿ qui joint h, à une application 
dont l’image est contenue dans B ; nous posons 


Fa(x, t)— 
(Fox, t) si xE AUskesaX, 
G(x,t) si 0<Sit<1—271, 
=) He(y, 2 —(1—2))) 
si x=cha,(y) et 1—2"<i<1—2"91, 
H, (y, 1) si x—cha, (y) et 1—2 7 1<i<1. 


Une vérification immédiate montre que l’application F, est conti- 
nue, prolonge F,_., et vérifie les conditions (i), (ii), (iii), pour r = q. 
Soit k un “entier non négatif ou bien oo. Si le couple cellulaire 
(X, 4) est k-connexe et la dimension de chaque cellule de XX A n'est 
pas supérieure à k, alors À est rétracte de déformation stricte de l'espace X. 
En particulier, un espace cellulaire k-connexe de dimension k est con- 
iractile. 
En effet, l'application id X est A-homotope (en vertu de 5) à 
une certaine application g: À — X avec g (X) © À, de sorte que 
ab g: À — À est une rétraction de déformation stricte. 


2. Approximation cellulaire d’une application continue 


1 (Lemme). Soit À — À Üo [ L] u EM (D, — D"*1)], où À est un 
espace topologique et @ une application continue de l'espace 

uem(S, — S*) dans A. Soit d'autre part f une application con- 
iris de la boule D'* dans X telle que f (S') est contenue dans À’ — 
— imm, (À). Alors: 

(1) si r <k, alors f est S'-homotope à une application g telle que 


g (D’*) € À’; 

(IT) si r — k, alors f est S’-homotope à une application g telle 
qu’il existe des plongements affines &, .. : Dr DÀ À qui 
possèdent les quatre propriétés suivantes: (1) les images d; = a; (D**1) 


sont des boules deux à deux disjointes contenues dans Int D“; 
(ii) chacune des composées g + à; coïncide avec une des applications de 
la suite 


imm, 


Dr+i 4, LivemD, —— À; (1) 


(iii) l’ensemble g D, Ù Int d;) est contenu dans A'; (iv) pour 


k > 1 le point de la boule d, dont la première coordonnée prend la 
valeur maximale coïncide avec a; (ort.,) et le segment de droite qui joint 
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ce point à ort, est entièrement contenu dans D**#X U Int d, (i = 


j=1 
= 1, ..., 5). 

(La partie de ce lemme qui se rapporte au cas r << k signifie que 
le couple (X, À’) est k-connexe. C’est seulement cette partie qui 
sera nécessaire ici ; le Cas r — k sera utilisé au $ 5.3.) 

Démonstration. Désignons la composée des applications 
(1) par », et fixons dans D**! un simplexe euclidien o de dimension 
(4 + 1) et dans Int o un simplexe euclidien 7 de dimension (4 + 1) 
dans la triangulation ba° o. Les ensembles k, (Int o) constituent 
avec À \ Uuem A, (T) un recouvrement ouvert de l’espace X'; il 

existe donc une triangulation si fine de la boule D’ que l’image 
d’un de ces simplexes par l'application f est contenue dans un des 
ensembles de ce recouvrement (voir 2.9.6 et 1.1.7.16). Désignons par 
K, la réunion des simplexes dont les images sont contenues dans. 
h, (Int o) et par ZL la peurion des simplexes dont les images sont 
contenues dans À  U,h, (t). On remarque que les ensembles X, 
sont deux à deux disjoints, que parmi eux seul un nombre fini est. 
non vide, en outre, X, et L sont des sous-espaces de l’espace simpli- 
cial D'# et L Ut K,) =D'*. 

Appliquons à LL com posée des applications 

. (abh, )-1 

Ky — > hy (0) CT, par o (2) 
le théorème 2.7.4. En vertu de ce théorème il existe un m tel que les 
applications (2) admettent, une fois les espaces Æ, remplacés par 
les espaces ba”K,, une approximation simpliciale. Désignons par 
F, l'homotopie canonique qui joint (2) avec cette approximation 
simpliciale. Rermarquant que t n'est face d'aucun autre simplexe, 
alors F,((LNX,) X Î) ne coupe pas Int t et par conséquent les 
homotopies F, déterminent une certaine homotopie 


F:(L.N(Uu Ku)) X 1 + XX Ua ka (int ©). 


D'après 1.3 et 1.3.5.9, l’homotopie F peut être prolongée en une 
certaine homotopie G: L X [— XX [,h, (Int t), liée sur B — 
= D'HKU, fr (h, (Int v)), de l'application ab f: L— XX UL,hR,X 
X (Int t); l’on voit facilement que la composée des applications 


F 
K, XI so" x, LxXI= XX Un k, (Int) 5 X 


constitue une B-homotopie de l’application j. Cette dernière joint f 
à une application f,: D'*!— X telle que pour chaque u la composée 
des applications 


m abf, (ab h,)4 2 
ba? K un —— hu (G ) —> ba?0 
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est simpliciale et l’on a k, (t) € f (K,) & À, (0). Puisque B = S, 
l' application f, est S” -homotope à f et notre lemme sera démontré 
si nous démontrerons (1) et (II) avec f, dans le rôle de f. 

Choisissons dans Int + une boule quelconque & et désignons par Ÿ 
l’'homéomorphisme de la boule ô sur D**! défini par la formule 
4 (x) = (x — a)/p, où a et op sont le centre et le rayon de la boule 6, 
et désignons par Ÿ l'application du cylindre D**1 X I dans D*# 
définie par la formule 


… T— La 
YF (x, l) — 4— 1 (1 —p) ’ 
où ft, est le plus grand des nombres + de l'intervalle [0, #l tel que 
{x — vTa)/(4 — t (1 — o)) E D#*1 Il est clair que les applications 
Pr: À —+ X définies par la formule 


si EE À, 


Pi (#) {, huo (hit (x), t) si xEh, (Int D'#t) 
constituent, une A'-homotopie de l' appheation id X ; d’autre part, 
pi (X SN Un T4 et paoh, u ° Ÿ. Puisque r<k,on a 
; DT E = XX u (ô), et dans ce cas, pour terminer la démons- 
# Mon, il suffit ot remarquer que la formule (y, t)-p: (Ra (y)) 
détermine une S’-homotopie liant f, à une application dont l’image 
est contenue dans À’. Si r = k, alors f-! (U,hk, (ô)) se. décompose 
en ellipsoïdes deux à deux disjoints Otis © + 9 É. chacun desquels est 
appliqué par f, sur un des ensembles k, (ô) par une application 
affine. Soit {g;} une S”-homotopie de l'application id D*+l' telle 
que : lesimagesinverses d;, —q;! (6;) sont des boules; les applications 
ab g: d; —+ 6; sont affines : pour # => 1 le point de la boule d; avec 
la plus grande valeur de la première coordonnée est appliqué par 
l'application f1 ° 4 dans un des points À, (p-* (ort:)) et le segment 
qui joint ce point avec ort, est entièrement. contenu dans DÈHX 


N Ulnt d;. Ilest clair que la formule (y, t) > (f1° q: (y), t) détermine 


ane | S'-homotopie qui joint f, à une certaine application g vérifiant 
les conditions (i) à (iv) du lemme. 

&. Le couple cellulaire (X, À) tel que À = ske, X est nécessairement 
k-connexe (0 L kL ©). En particulier, un espace cellulaire dont le 
squelette de dimension k se réduit à un seul point est k-connexe. 

Démonstration. Puisque l’image d'une boule dans X 
par toute application continué est contenue dans un des squelettes 
ske, X, il suffit d'établir la k-connexité de tous les couples 
{4 Uske, X, À) pour r > k, qui découle immédiatement de celle 


des couples (A U ske, À, À U ske, À) pour q > k postulée par le 
lemme Z (voir 1.2.1). 
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3 (Corollaires). La sphère S" est (n — 1)-connexe (n > 1). Les 
espaces. CP" sont srplement connexes (0 < n <Z ©). Les espaces 
HP" sont 3-connexes (0 < n < 00). L'espace Cap: est 7-connexte. 

4. Toute application continue d'un espace cellulaire dans un espace 
cellulaire est homotope à une application cellulaire. Toute application 
continue d’un espace cellulaire X dans un espace cellulaire Y, cellulaire 
sur un sous-espace À de l’espace X, est A-homotope à une application 
cellulaire. | 

Démonstration. À partir de l'application continue f: 
X — Ÿ, cellulaire sur À, nous allons construire une suite d’applica- 
tions {f,: X — Y};=_, et une suite d’homotopies {F,: X x 1—Y};, 
telles que: 

(Gi) fa =; 

(ii) l'application f, est cellulaire sur À |) ske, X : 

(iii) l'homotopie F, est liée sur À U ske,_,X et joint f,_, à f,. 
Il est clair que la formule 


F,(x, 2—271(1—5#) 
(xt) si 1—27<i<1—2 71, 
Fr (x, 1) si xE AlUske, X et é—1 


détermine alors une A-homotopie liant f à une application cellulaire. 

La construction s'effectue par récurrence. Supposons que nous 
avons construit f. et F, pour r << k de manière à satisfaire aux condi- 
tions (i)à (iii); alors, d’après 2 et 1.5,il existe une (ske,A | 
U ske, X)-homotopie liant 4.1 l.skes x à une application dont 
l'image est située dans ske,Ÿ. Ensemble avec l’homotopie constante 
de l'application f»_1 | AUsker 1x. Cette homotopie détermine une 
certaine (4 Uske,_,X)-homotopie de l'application f,_1 | AU skerx 
qui se prolonge, en vertu de 1.3, en une certaine (A {| ske, _À)-ho- 
motopie de l'application f;_, . Nous prenons cette dernière en guise 
de F, et l’application avec laquelle elle joint /,_:, pour }z. 

5. Les applications cellulaires homotopes sont cellulairement homo- 
topes. En outre, si des applications cellulaires f, g: X — Y sont A-ho- 
motopes et À'est un sous-espace de l’ espace X, alors f, g sont cellulaire- 
ment A-homotopes. 

_ En effet, on obtient une A-homotopie entre f et g en prenant 
l'application continue du cylindre X X 7 dans Ÿ, cellulaire sur 
(X X (0 U1)}) U(A X TZ); en vertu du théorème 4, cette applica- 
tion est [(X X (0 U1)) U (4 X Di-homotope à une application 
cellulaire. | 


3. Couples cellulaires X-connexes 


1. Tout couple cellulaire k-connexe (0 < k < co) est homotopt- 
quement équivalent à un certain couple cellulaire (Y, B) avec B = 
D ske,Y. 
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Démonstration. Soit (X, A) un couple cellulaire k-con- 
nexe. Si # — oo, alors d’après 1.6, À est un rétracte de déformation 
stricte de l’espace X, de sorte que le couple (X, À) est homotopi- 
quement équivalent au couple (X, X); supposons que # << co. 

On peut admettre que À = ske; .X : le cas général se réduit à 
ce cas particulier par récurrence sur k puisque pour 4 > 1 tout couple 
k-connexe est (4 — 1)-connexe, tandis que la condition À = ske._,X 
n’a aucune signification. D’après 1.5 et 2.5, l’inclusion ske,X — X 
peut être liée par une certaine ske,A-homotopie cellulaire f: 
(ske,X) X 1 —+ X avec une application dont l’image est contenue 
dans A. Définissons l'application F: (ske,X) X 71 X 1 — X par la 
formule F (x, t1, t,) = f (x, t,) et posons 


C—{(ske,X) X ZI X 0) U((ske,X) X (0 U 1) X 7) U((ske,A)XI1X 7), 
D = (ske,X) x I X I. 


Il est clair que C, D sont des sous-espaces de l’espace cellulaire 
(ske,X) X 71 X TI et que l’application F est cellulaire. Nous défi- 
nissons Ÿ et B par les formules 


Y = X Urio ((skexX) XI XI), B = (imm, (4)) U (imm, (D)). 


D'après 1.5.5, l’espace Ÿ est cellulaire et il est clair que B est son 
sous-espace contenant ske,Ÿ. Pour démontrer que le couple (X, 4) 
est homotopiquement équivalent au couple (Y, B), remarquons que 
imm, (À) est un rétracte de déformation stricte de l’espace B, tandis 
que imm, (X) est un rétracte de déformation stricte de l’espace } : 
l'homotopie B X 1— B qui joint id PB avec la rétraction B — 
— imm, (A), tout en étant liée sur imm, (A), se définit par les for- 
mules 


(imm, (x, t,, 1), + imm,, (x, tt, 1) [x Eske,X; t, EI}, 
(imm, (x), t) > imm, (x) [x EA,tEI], 


tandis que l’homotopie Ÿ X 7 — Ÿ qui joint id Ÿ avec la rétraction 
Y — imm, (X) et est liée sur imm, (X) est donnée par les formules 


(imm, (x, t,, ,),t)+ imm, (x, tx, tt) [x Eske,X ; t, t,, t EI], 
(imm, (x), t)-> imm, (x) xEeEX,tell. 


Par conséquent, le couple (Ÿ, imm, (A)) est homotopiquement équi- 
valent aussi bien au couple (Ÿ, B) (voir 1.3.5.8) qu’au couple 
(imm, (X), imm, (A)), et il ne reste qu'à remarquer que le couple 
(imm, (X), imm, (A)) est homéomorphe au couple (X, À). 

2. Tout espace cellulaire k-connexe (0 < k < oo) est homotopique- 
ment équivalent à un espace cellulaire dont le squelette de dimension k 


* 


se réduit à un point. 
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Démonstration. Soit À un espace cellulaire k-connexe. 
Choisissons dans X une cellule de dimension nulle x, et remplaçons 
le couple (X, xo) par le couple cellulaire (X, À) qui lui est homotopi- 
quement équivalent, avec À = ske,X (voir 1); posons Ÿ — X/A. 
Puisque À est contractile, Ÿ est homotopiquement équivalent à X 
{voir 1.3.7.7 et 1.3) d’où l’on tire que ske, Ÿ est un point. 

3. Le théorème 2 n'’affirme rien au sujet de la dimension de l’es- 
pace Ÿ par lequel on a remplacé l’espace donné X ; or, il suit de la 
démonstration Ÿ qu’on peut toujours choisir dim Ÿ < max (dim X, 
k + 2). Notre but immédiat est de montrer que pour # = 0 cette 
dernière inégalité peut être remplacée par l'inégalité dim Ÿ < 
< dim X (voir 6). 

4 (Lemme). Soient Y un espace topologique et {Y ;}:=0 son recouv- 
rement fondamental tel que Y, NA U1Æ@ pour k — 1= 1. Si pour 
k => 1 l'intersection Y,_1 (| Y, est un rétracte de déformation stricte 
de l’espace Ÿ,, alors Ÿ , est un rétracte de déformation stricte de l’es- 
pace Y. 

Démonstration. Si F,: Y, X 1 — Y, est une homoto- 
pie liée sur Ÿ 4, NY joignant id Ÿ, avec l'application qui en- 
voie Ÿ, dans Ÿ 1 NY», alors la formule 


y si yEY, et OSSI, 
y. Fiat... F, (x, 1),...,1), 2 —1) 
si yEY, et 212 (LR) 


détermine une y,-homotopie Ÿ X 71 — Ÿ qui joint id Ÿ à applica- 
tion envoyant Ÿ dans y. 

9. Chaque espace cellulaire connexe possède un sous-espace contrac- 
tile de dimension un qui contient toutes les cellules de dimension nulle. 

Démonstration. Choisissons dans l’espace cellulaire 
connexe donné À une cellule x, de dimension nulle et désignons par 
À} l’ensemble des cellules de dimension nulle que l’on peut joindre 
à x, par un chemin 7 — ske,X qui contient au plus # cellules de di- 
mension un. Puisque l’espace ske, X est connexe (voir 1.4.7) et un 


chemin ne peut couper qu’un nombre fini de cellules, on a {J À; — 
h=0 

— ske,X. Fixons pour chaque cellule de dimension nulle x € AM 

SA42» (avec k > 1) une cellule fermée c (x) de dimension un qui 

joint x avec une certaine cellule de Az {3 XAp 93 posons 


Lo Si k — O, 

ri! U c(y) si 4x0 
JEARNX Ag 

et Ÿ — |) Ÿ,. Il est clair que Ÿ est un sous-espace de dimension un 


k=0 
de X qui contient ske,X, et que le recouvrement {Y,} de Y vérifie 
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les conditions du lemme 4. Ainsi Ÿ , est un rétracte de déformation 
stricte de l’espace Ÿ, i.e. Ÿ est contractile. 

6. Tout espace cellulaire connexe est homotopiquement équivalent 
à un espace cellulaire de même dimension ou de dimension plus petite 
avec une seule cellule de dimension nulle. En particulier, tout espace 
cellulaire connexe de dimension un est homotopiquement équivalent à 
un bouquet de cercles. 

La proposition découle de 5, 1.3 et 1.3.7.7. 


Applications aux constructions cellulaires 


7. Si un espace cellulaire X est k-connexe, alors les espaces su X 
et su (X, xo), où x, est une cellule de dimension nulle, sont (k + 1)- 
connexes. | 

La démonstration se réduit à trois remarques. Premièrement : 
puisque les espaces su X et su (X, x.) sont homotopiquement équi- 
valents (voir 1.4.5, 1.3.6.8 et 1.3.7.7), la (4 + 1)-connexité de l’un 
d’eux implique la (4 + 1)-connexité de l’autre. Deuxièmement : en 
vertu de 2 et de 1.3.7.12, il suffit d'établir la (4 + {)-connexité de 
l’espace su (X, x) dans Île cas où ske, À = x,. Troisièmement : dans 
le cas indiqué, la (4 + 1)-connexité de l’espace su (X, to) découle 
du théorème 2 puisque le squelette ske,+, su (X, x,) n'a qu’un seul 
point de même que.ske,X. 

8. Si X, est un espace cellulaire k,-connexe et X, un espace cellu- 
laire k,-connexe, alors les produits tensoriels (X,, x1) @ (X:, x) et 
(X1, 21) © c(X os Lo), Où T1, à sont des cellules de dimension nulle, 
sont (k, + k, + 1)-connexes. 

La démonstration se ramène à trois remarques. Premièrement, 
puisque la topologie de l’espace (X,, xz,) @ (X:, x.) coïncide sur ses 
parties compactes avec la topologie de l’espace (X,, x;) @c(X >, to), 
la (4, + k, + 1)-connexité de l’un d’eux implique la (4, + k, + 
+ 1)-connexité de l’autre. Deuxièmement, en vertu de Zetde1.3.7.12, 
il suffit de démontrer la (k, + k, + 1)-connexité de. l’espace 
(X,, 2) @c(X2, te) dans le cas où skez, Xi — Zn, Skez Xe = Ze 
Troisièmement, dans le cas indiqué, la (k, + k, + 1)- connexité de 
l'espace (X., x) © e(X 2, ze) découle du théorème 2, puisque le sque- 
lette ske; +3 +1 ((X1, 21) @ e(X 2, &2)) se réduit à un seul point en 
même temps que ske; X, et skez, X 3. 

9. (Lemme). Pour des espaces cellulaires quelconques X,, À, 
cellules zéro-dimensionnelles distinguées x, x, le join ulasre 
(X,, a) * (X2, z2) est homotopiquement équivalent à su ((X,, x.) 


2 Ta), DD). 
S émonstration. En vertu de leur définition, les espaces 


(X,, ti) e(X 0, 2), SU((X,, 21) © c(Xo, 22), bp) s’obtiennent à 
partir de l’espace (X, X <«X,) X TI par double passage à l'espace 
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quotient; il est clair que la projection 
(A1 X eX2) X T1 su ((X1, %1) © e(Xo T2), bp) 
est constante sur les éléments de partition 
zer (pr: (Xi X cXo) X 1 (X5, T1) *e (X a To))}. 
On obtient l'application 
f = fact [pr: (X, X eX,) X 1 (X,, a) * e(X2, 2)l: 
SU ((X1, 21) © e(Xo Lo), bp) —> (A3, T1) + Xo Lo} 


qui est décomposable (voir 1.2.3.4), et comme le seul élément de la 


partition zer (f) qui ne se réduit pas au point unique est l’ensemble 
f”" (bp), on a 


SU ((X1, 21) © c(X 2 To) bp) = [(X1, 21) * (Xe, Za)l/f7? (bp). 
Enfin 
{7 (bp) = [(X1, 2) * (Las Ta)] U [ris 21) # c(X 2 T)] 


et puisque cette réunion est contractile, l’espace quotient [(X,, x;) * 
* c(X:, Lo)l/f! (bp) est homotopiquement équivalent à (X,, x) * 
* (A 2 Lo): 

10. Si X., est un espace cellulaire k,-connexe, et X, un espace cellu- 
laire k,-connexe, les joins X, *x X,, Xi%e Xo et (X 1, Zx) * (Xo, Lo), 
(X, ti) + «(A 0, To), Où 1, , sont des cellules zéro-dimensionnelles, sont 
(k, + k, + 2)-connexes. 

Pour la démonstration nous nous bornons à quatre remarques. 
Premièrement: puisque l’espace (X,, zx) + e(X,, x) s'obtient de 
l’espace X, * .X, par passage à l’espace quotient par'un sous-espace 
contractile (en l’occurrence la cellule fermée x, x x, de dimension 
un), ces espaces sont homotopiquement équivalents. Deuxièmement : 
puisque la topologie de l’espace X, # .X, coïncide sur ses parties 
compactes avec la topologie de l'espace x, + X,, la (4, + k, + 
+ 2)-connexité de l’un de ces espaces implique celle de l'autre. 
Troisièmement: de la même manière, la (k, + k, + 2)-connexité 
de l’un des espaces (X,, x,) + (X,, x), (X1, x) * (X, x,) implique 
celle de l’autre. Quatrièmement: la (k, + k, + 2)-connexité de 
l’espace (X,, x.) * e(X >, x) découle immédiatement de 9, 8 et 7. 


4. Approximation simpliciale des espaces cellulaires 


1 (Lemme). Soient X, Ÿ des espaces cellulaires et {X,}%0, {Y,k20 
leurs filtrations constituées par des sous-espaces. Soit ensuite f: X —- à 
une application cellulaire telle que f(X,)E Y, (0 < r << o). 
ab f: À, — Ÿ, est une équivalence homotopique, alors f j est none 
une équivalence homotopique. 
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Démonstration. Puisque les espaces Z, — Cyl (ab f: 
X,—- Ÿ,) sont des sous-espaces de l’espace Z — Cyl f (au sens cel- 


lulaire) et vérifient les conditions Z,€ Z,4,,  U Z,—=2, ils cons- 
r=0 


tituent une filtration de l’espace Z (voir 1.1.9), par conséquent, 
l’image de toute application continue est contenue dans un des en- 
sembles Z, (voir 1.2.4.5). D'où l’on déduit que si tous les couples 
(Z,, X,) sont æ-connexes, alors le couple (Z, X) est également co-con- 
nexe, et il ne reste qu’à remarquer que la œ-connexité des couples 
(Z,, X,), (Z, À) implique que les applications ab f: X, — Ÿ, et f 
respectivement sont des équivalences homotopiques (voir 1.3, 1.6, 
1.3.3.9 et 1.3.7.13). 

2. Pour tout espace cellulaire X, il existe un espace simplicial de 
même dimension qui lui est homotopiquement équivalent et qui est 
fini lorsque X est fini, et dénombrable lorsque X est dénombrable. 

Pour la démonstration, nous construirons une suite d'espaces 
simpliciaux {Ÿ,};-, une suite de plongements simpliciaux {i,: 
ŸY,— Ÿ,u}r-0 et une suite d’équivalences homotopiques cellulaires 
{f,: ske,X — Y,};,, possédant les quatre propriétés suivantes: 

(i) fr Îske, {x — Ér-1 © fr; 

(ii) dim Y, — dim ske, X ; 

(iii) si l’espace ske,X est fini, alors l’espace Y, est fini; si ske- À 
est dénombrable, alors Ÿ, est également dénombrable ; 

(iv) si ske,X — ske,_,.X, alors Ÿ, = Ÿ,., et i,_, = id Ÿ, 4. 

Ainsi nous aurons défini l’espace simplicial lim (Ÿ,, à,) de di- 
mension dim X, qui est fini ou dénombrable en même temps que Ÿ, 
et l’application cellulaire f: X — lim (Ÿ,, à,) avec f lsxe,x = 
— imm, © f; d’après le lemme /, cette dernière application sera une 
équivalence homotopique. 

Définissons Y, et f, comme ske,X et id ske,X et supposons que 
pour r << g les espaces simpliciaux Ÿ,, les équivalences homotopi- 
ques cellulaires f, et les plongements simpliciaux à, _, ont déjà été cons- 
truits de manière à satisfaire aux conditions (i) à (iv). Conformé- 
ment à 1.2.1, nous pouvons représenter ske, À comme (ske,_, À) LU 
UoA, où À = Lee cena x (De = DT), et @ comme une application 
continue de l’espace 2 = LJeecen x (Se = ST) dans ske;_, X; cons- 
truisons pour À une triangulation relativement à laquelle 2 soit un 
sous-espace complet et l'application fy.10@: 2 —Ÿ,, admette 
une approximation simpliciale g: 2—Ÿ,_.; ordonnons Y,., et 
> de manière à rendre g monotone. En appliquant successivement le 
théorème 1.3.7.10, puis le théorème 1.3.7.8 et à nouveau le théorème 
1.3.7.10, nous obtiendrons trois équivalences homotopiques : ske, À —- 
—+ Ÿ' 9-1 Ufq-1owÀ qui coïncide avec fa-1 SUT Skeg1X ; Vox Ura-1coA —+ 
—+ YU À qui est l'identité sur Y ,_,, et Y 1 U,A — (Scyl g) Uin 
Uin À avec in— lin: 2 —+ Scyl gl (voir 2.5.11) qui coïncide sur Ÿ,.; 


$ 3] PROPRIÉTÉS D'HOMOTOPIE 129 


avec l'inclusion Y,,—Scyl g. Définissons Y, comme 
(Scyl g) UinA, f4 comme la composée des trois équivalences homoto- 
piques indiquées et i,_, comme la suite des plongements YŸ ,_, — 
— Scyl g + Ÿ,. Une triangulation de l’espace A et celle du cylindre 
Scyl g déterminent une triangulation de l’espace Ÿ, (voir 2.5.2); 
il est clair que l'inclusion i,_., est simpliciale et, enfin, que Ÿ, 
fa t ig-1 vérifient les conditions (i) à (iv) lorsque r = gq. 

3. Si X est un espace cellulaire fini, et Ÿ est un espace cellulaire 
dénombrable, l'ensemble x (X, Ÿ) est dénombrable. 

Démonstration. D'après les théorèmes 2 et 1.3.1.8, 
il suffit de considérer le cas où X et Ÿ sont des espaces simpliciaux. 
Or, dans ce cas, d’après le théorème 2.7.4, la cardinalité de l’en- 
semble n (X, Ÿ}) ne peut être supérieure à celle de l’ensemble de 
toutes les applications simpliciales ba ®X — YŸ (m — 0, 1, ...) 
lequel est évidemment dénombrable. 


5. Exercices 


1. Démontrer que si des espaces cellulaires X,, X, sont homoto- 
piquement équivalents à des espaces cellulaires X,, X,, alors l’es- 
pace X, X <X, est homotopiquement équivalent à l’espace X, X 
X eX, et l’espace X, x <X, est homotopiquement équivalent à l’es- 
pace X, * cX.. 

2. Démontrer que tout espace cellulaire est homotopiquement 
équivalent à un espace cellulaire localement fini. 

3. Démontrer que tout couple cellulaire est homotopiquement 
équivalent à un couple simplicial, tandis que tout couple cellulaire 
fini est homotopiquement équivalent à un couple simplicial fini. 

4. Démontrer qu'il n'existe pas d'espace cellulaire qui soit ho- 
motopiquement équivalent au sous-espace de la droite, constitué du 
point 0 et des points 1/n, n = 1, 2, ... 
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CHAPITRE 3 


VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES 


$ 1. NOTIONS FONDAMENTALES 


1. Variétés topologiques 


1. Ce chapitre débute par une introduction élémentaire à la 
topologie différentielle. Son objet principal sont des variétés diffé- 
rentiables. De même que les espaces cellulaires et simpliciaux, ce 
sont des espaces topologiques à structure supplémentaire. Les va- 
riétés topologiques occupent une position intermédiaire entre les 
variétés différentiables et les espaces topologiques; elles ne sont 
pas encore munies de structures supplémentaires. 


Espaces localement euclidiens 


2. Un espace topologique est localement euclidien de dimension n 
si chacun de ses points possède un voisinage homéomorphe à l’es- 
pace R" ou au demi-espace R? de l’espace KR” constitué par les 
points (2, ..., x) avec x, < 0. Le demi-espace R7 est défini 
pour n > 1; pourr — 0 nous ne le définissons pas. Alors un espace 
localement euclidien de dimension 0 sera par définition un espace 
topologique dont tous les points possèdent un voisinage homéomor- 
phe à R!, i.e. un espace discret. 

Les points d’un espace localement euclidien possédant un voisi- 
nage homéomorphe à R” sont appelés intérieurs et les autres sont les 
points de bord. Les points intérieurs d’un espace localement euclidien 
constituent son intérieur, les points de bord, son bord. On désigne 
respectivement par int X et 0X l’intérieur et le bord d’un espace lo- 
calement euclidien X. (Rappelons au lecteur que l’ensemble des 
points intérieurs d’un sous-ensemble d’un espace topologique est 
désigné par Int ; la différence de notation et le contexte permettront 
d'éviter toute confusion.) L'intérieur est évidemment un ensemble 
ouvert partout dense et le bord, un ensemble fermé. 

I1 est clair qu'un espace topologique est un espace localement 
euclidien de dimension »r déjà dans le cas où chacun de ses points 
possède un voisinage homéomorphe à un sous-ensemble ouvert d’un 
des espaces R”, R7. Il en découle qu'un sous-ensemble ouvert 
d’un espace localement euclidien de dimension n# est un espace lo- 
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calement euclidien de dimension n; en particulier, l’intérieur d'un 
espace localement euclidien de dimension nr est un espace. locale- 
ment euclidien de dimension x sans bord. Il est également clair que 
l’intérieur et le bord d’un sous-ensemble ouvert U d’un espace lo- 
calement euclidien À se déterminent par les formules int U — 
— U f\int À, OU = U fx. 

Puisqu'un espace localement euclidien est localement connexe, 
ses composantes sont des ensembles ouverts (voir 1.3.4.3) et donc 
également fermés. 

En guise d'exemples d'espaces localement euclidiens de dimen- 
sion A citons les espaces R”, R’, S”, DT. IL est clair que OR? = G 
et 0S$ — @. On voit également que tous les points de bord de l’es- 
pace R? sont situés dans l’hyperplan frontière R?-! constitué des 
points (t,;, ..., æ,) avec x, — O0 et que tous les points de bord 
de la boule D” sont contenus dans la sphère frontière S°- 

3. 11 découle du fait que le produit R": X KR”? est homéomor- 
phe à l’espace R71*"2 que, pour des espaces localement euclidiens 
X,, X, de dimensions n,, n, sans bord, X, X X, est un espace loca- 
lement euclidien de dimension n, + n, sans bord ;.en général, si 


X1, .-..; À, sont des espaces localement euclidiens de dimensions 
M, - -., A, sans bord, alors X, X ... x X, est. un espace locale- 
ment euclidien de dimension n, + ... + n, sans bord. Pour éten- 


dre ce raisonnement aux espaces localement euclidiens avec bord, 
remarquons que la formule 


((x4 .. Tn.); (Ya .….. Un,)) > (T1, …..) Ln,». Us . “…) Une)» 


bui détermine l’homéomorphisme canonique Ka X R'2—> Rte, 
définit également pour #21>0 l'homéomorphisme R: X R7— 
—> Rite; de même, la formule 


(is Th); (Yas Un,)) > (Us Un» Lise. .; Zn) 


détermine pour #%, > 0 l’homéomorphisme KR: X R— Rat et la 
formule 


((xs, 9 Tn)» (Y1: ..) Un)) > 
> (—22iYn, Ai — 5 Los ces Lnis Vos +. ++ Unis} 


détermine pour A > 0,n, > 0 l’homéomorphisme R7: X Ra: Rritrr. 
Ainsi chacun des produits R7: X K'2, Km: X R72, Ra: X Rr: est homéo- 
morphe à R't®, donc si X1, X, sont des espaces localement 
euclidiens quelconques de dimensions n,, n,, alors X, X X, est un 
espace localement euclidien de dimension n;+n, et en général si 
X4,..., X, sont des espaces localement euclidiens::quelconques 
de dimensions z,, ..., n,, alors X,X ... X X, est un: r'espace loca- 
lement euclidien de dimension n +. (En. | 


o+ 
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4. Les définitions formulées dans 2 donnent lieu à deux ques- 
tions non triviales. 

La première question est la suivante: est-ce qu’un espace topo- 
logique non vide peut être en même temps espace localement eucli- 
dien de dimension n# et espace localement euclidien de dimension 
n', lorsque n° = n? Nous montrerons au chapitre 4 que la réponse 
est négative (voir 4.6.5.10). Cette réponse est évidente lorsque n = 1, 
R'> A1 ou n°’ = 1, n > 1 [tout sous-ensemble ouvert nôn vide 
d’un! espace localement euclidien de dimension un devient non con- 
nexe si l’on en élimine deux points choisis de manière appropriée 
{par exemple, deux points de ce sous-ensemble appartenant à une 
partie ouverte homéomorphe à R!), alors qu’un espace localement 
geuclidien non vide de dimension n°’ => 1 possèdeun sous-ensemble 
ouvert non vide qui reste connexe après l’élimination de deux points 
(par exemple, un sous-ensemble ouvert homéomorphe à R°”)]: il est 
absolument évident que pour nr = 0 et n° — 0 la réponse est néga- 
tive, mais, par contre, pour n > 1, n'>> 1 la démonstration néces- 
site une technique qui ne sera développée que par la suite. 

La deuxième question peut être énoncée de la manière suivante: 
comment définir les points intérieurs et les points de bord pour 
qu’on puisse les distinguer réellement? Par exemple, pour le demi- 
espace R° nous avons établi seulement l'inclusion évidente 0R° 
 R°"! (voir 2) qui admet aussi bien l'égalité 0R® = RŸ7! que 
l'égalité 4RT — © (il n’y a évidemment pas d’autres possibilités). 
Nous démontrerons au chapitre 4 que 9R7 — R?-1 (voir 4.6.5.12). 
Cette égalité est évidente pour n — 1 (s’il existait dans R' un voi- 
sinage du point 0 homéomorphe à R', alors l'élimination de ce 
point rendrait ce voisinage non connexe, ce qui en réalité ne peut 
arriver à aucun voisinage connexe du point O0 dans R'), tandis que 
pour ñn >> 1, là aussi, des moyens techniques que nous n'avons pas 
encore étudiés sont nécessaires. 

Cette égalité résout de manière satisfaisante également le pro- 
blème général de la distinction des points intérieurs et des points 
de bord : il en découle qu'un point x d'un espace localement euclidien 
X de dimension n possédant un voisinage U tel que U — R? sera un 
point de bord de U et donc de X si, et seulement si, il est appliqué par 
.cet homéomorphisme en un point de l’hyperplan R°. Pour D", ce 
théorème nous donne D" — S?-!, Remarquons qu'à partir de l’éga- 
lité hypothétique 8RT = @G découle l'égalité 9X — @ pour tout 
espace localement euclidien À de dimension n. 

5. Il serait sans doute plus sage de se garder d'utiliser les théorè- 
“mes énoncés dans 4, i.e. le théorème sur la dimension et l'égalité 
-ôR? = R?-1, avant qu'ils ne soient démontrés. Quant au théorème 
sur la dimension, nous n’en aurons pas encore besoin, sauf pour une 
remarque peu importante dans 2.3, tandis que l'égalité 0R° — 
= R?71 nous a déjà servi et servira .encore dans 7 et dans 2.6, 2.7. 
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Il n’y aura aucune autre application de ces théorèmes et de leurs 
conséquences avant leur démonstration. 

6. Le bord d’un espace localement euclidien de dimension n est un 
espace localement euclidien de dimension n — 1 sans bord. 

En effet, si U est un voisinage homéomorphe à R”, d’un point 
de bord d’un espace localement euclidien X, alors le bord AU est un 
voisinage de ce point dans 0X, puisqu'il coïncide avec U f 0X, ho- 
méomorphe à R"-!, puisque 0R" = R°-! (ici l'égalité 9R7 = R?* 
ne nécessite pas de renvoi au chapitre 4, puisque l'alternative, l’éga- 
lité 0RT — ©, est impossible, le bord 9X étant non vide). 

7. Pour des espaces localement euclidiens quelconques X,, ..., X, 
on a 


int(X, X ... X X,) = int X, X ... x int X,, 
0(X, X . X X,) — 
— (0X, X X, x XX X:) U .-.. U (X1 X , X X,_ X OX ;). 


Il suffit de le démontrer pour s — 2. Soient x,, x, des points de 
X,, X,, et soit op, un homéomorphisme d’un voisinage U, du point 
x, sur R ou R°!, et œ, un homéomorphisme d’un voisinage U, du 
point x, sur R'2 ou R?2. Alors @, X @, est un homéomorphisme du 
voisinage ÜU, X U, du point (x,, x,) sur un des produits R?1 X R?2, 
Rr1 X R72, Ru X Ra: Rri X R?2, tandis que la composée de 
cet homéomorphisme avec l’homéomorphisme correspondant de 3 
est un homéomorphisme du voisinage U, X U, sur R'1‘"2 ou sur 
Rzit2, Désignons cette composée par œ@ et considérons les quatre 
possibilités qui se présentent. 

Si P1 (U1) = R4, pe (U2) = Re, alors p (VU, X U,) = R172, 
de sorte que tous les trois points x, x:, (x,, x.) sont des points inté- 
rieurs. Si pp (0,) = Ru, œq{(U,) = R?2, alors o(U, X U,) = 
= Ritz et l'inclusion œ (x, x.) ERT1T"2-1 est équivalente à 
l'inclusion ®: (x2) € R7274, de sorte que le point (x, x) est de 
même nature que 2,, tandis que z, est un point intérieur. De la 
même manière, lorsque q, (U;) = R'1, 2 (U:,) = R?2, le point 
(Z1, T2) est de même nature que x,;, tandis que x, est un point 
intérieur. Enfin, si 1 (U,) = R1, q, (U,) = R2, on a @ (U, X 
X U,) = R't"2 et l'inclusion ® (x,, ze) E R7it%2-1 à lieu si et 
seulement si ®; (71) € R?1-7 ou 2: (x) ER?! De sorte que le 
point (x.,.x.) est un point de bord si et seulement si un des points 
Zi, T l'est. Ainsi dans tous les cas le point (x,, x,) est intérieur si 
%1, X, Sont des points intérieurs et un point de bord si x, ou x, est un 
point de bord. 

8. Un espace localement euclidien est connexe si et seulement si son 
intérieur est connexe. 

La suffisance de cette condition est évidente ; démontrons sa né- 
cessité. Soient À un espace localement euclidien connexe de dimen- 
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sion nr, À une composante de l’ensemble int X, et B la réunion 
de toutes les autres composantes de l’ensemble int X. Remarquant 
que les ensembles CI 4, Cl B sont fermés et recouvrent X, et X 
est connexe, on en déduit que l'intersection CI À A CI B- @ lors- 
que BP G et l’on voit que Cl 4 NA CI B & 6X. Soit x un point de 
cette intersection et U son voisinage homéomorphe à R'. L’ensem- 
ble int R” étant connexe, l’ensemble U fjint X = int U qui lui 
est homéomorphe sera également connexe, ce qui serait impossible 
si B-£ @. Par conséquent, B est vide et int X est connexe. 

9. L'espace topologique X Uin:0x > x X, construit d’après l’es- 
pace localement euclidien X, s’appelle le double de ce dernier ; on le 
désigne par dopp X. Il est évident que le double d’un espace locale- 
ment euclidien de dimension n est un espace localement euclidien 
de dimension nr sans bord. 

Par la suite, nous identifierons imm, (X) avec X, nous désigne- 
rons l’application ab imm,: X — imm, (X}) par cop, et imm, (X) 
par cop À. Remarquons que X et cop X sont fermés dans dopp À. 


Variétés 

10. Un espace localement euclidien est appelé variété topologi 
que ou variété tout court lorsqu'il est un espace de Hausdorff à base 
dénombrable. Une variété est dite fermée si elle est compacte et ne 
possède pas de bord, et ouverte lorsqu'elle ne possède pas de compo- 
santes compactes. 

En comparant ce qui a été dit dans 2, #, 6 et 9 avec les propriétés 
correspondantes des espaces de Hausdorff, des espaces à base dénom- 
brable et des espaces compacts, nous voyons que: un sous-espace 
ouvert d'une variété de dimension n est une variété de dimension n ; 
l'intérieur d’une variété n-dimensionnelle est une variété n-dimen- 
sionnelle sans bord ; le bord d'une variété n-dimensionnelle est une 
variété (n — 1)-dimensionnelle sans bord; le bord d’une variété 
compacte est une variété fermée ; le produit des variétés de dimen- 
sions 72, ..., n, est une variété de dimension nr, + ... +n;; 
le double d’une variété de dimension n est une variété de dimension 
n sans bord ; le double d’une variété compacte est une variété fer- 
mée. 

Les composantes d’une variété formant son recouvrement ouvert, 
leur nombre est fini dans le cas compact et dénombrable dans le cas 
général (voir 1.1.6.5). 

Les espaces localement euclidiens R", R'T, S® et D" considérés 
ci-dessus sont évidemment des variétés. 

11. Les variétés sont localement compactes. 

Démonstration. Soit x un point d'une variété X de di- 
mension 7. Fixons un homéomorphisme œ@ d’un voisinage U du 
point x sur R° ou sur R" et un voisinage V du point æ (x) dans ® (U) 
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à adhérence compacte Cl V; posons VU’ — æ!(V). Il est clair que 
U' est un voisinage du point x dans X, contenu dans @ * (C1 V}),et 
que l’ensemble -! (C1 V) est compact. D'où nous déduisons successi- 
vement que l’ensemble "1! (Cl V) est fermé, qu'il contient le voisi- 
nage ÜU”’ avec son adhérence CI U” et que cette dernière est compacte. 

12. Toute variété est métrisable. 

En effet, le fait qu’une variété est un espace de Hausdorff locale- 
ment compact implique sa régularité (voir 1.1.7.23), tandis que la 
régularité et le deuxième axiome de dénombrabilité impliquent la 
métrisabilité (voir 1.1.6.9). 

13. L'exemple suivant montre qu’un espace localement eucli- 
dien de dimension n à base dénombrable pour nr = 1 n’est pas néces- 
sairement un espace de Hausdorff. Posons:X — R° U ;R", où i — 
— fin: RIKRT-- R']I Il est clair que X est un espace locale- 
ment euclidien 7-dimensionnel à base dénombrable et que, pour 
n > 1, les points imm, (x), imm, (x) ne possèdent pas de voisinages 
disjoints dans X lorsque x € R°?"1. 

14 (Information). Pour n > 1 un espace de Hausdorif localement 
euclidien de dimension nr peut ne pas posséder de base dénombrable. 
Un exemple de dimension deux est donné dans [5], de dimension un 
dans [11], des exemples de plus grande dimension s’en obtiennent en 
les multipliant par des espaces euclidiens. 


Variétés de dimension un 


15. Une variété connexe de dimension nulle est évidemment un 
point. Les théorèmes 77, 19 ci-dessous donnent une classification 
topologique des variétés connexes de dimension un. Le cas des va- 
riétés de dimension deux sera considéré au $ 5. La classification to- 
pologique des variétés de plus grande dimension s'avère déjà être un 
problème très difficile. 

_ 16 (Lemme). Si un espace de Hausdorff connexe se présente comme 
la réunion de deux de ses sous-ensembles ouverts, homéomorphes à R!, 
alors il est homéomorphe à R! ou à St. 

Démonstration. Soit. X — U |[J V la représentation in- 
diquée et soient @: U—R!, : V—R! des homéomorphismes. 
Laissant de côté les cas triviaux ÜU € V et V € U où X est homéo- 
morphe à R', nous allons étudier les ensembles o(U NV) et 
vd (U NV). 

L'intersection U f} V étant ouverte dans U et dans V, les ensem- 
bles @ (U f V) et p (U fN] V) sont ouverts dans R! et leurs compo- 
santes sont des intervalles. Parmi ces intervalles aucun n'est fini; 
en effet, si par exemple, l’ensemble ® (U f\ V) possédait une com- 
posante finie Îa, bf, alors l’ensemble æ-! (la, bl) serait en même 
temps fermé dans V (étant l'intersection d’un ensemble compact et 
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donc fermé @-! (la, b]) avec V) et ouvert dans V, d’où l’on dédui- 
rait que V — p!(la, bl)  U. En outre, œ® (U NV) ÆR! sinon 
US Vetw(U NV) ZR! car autrement V & U. Ainsi seuls deux 
cas ne sont pas exclus: (i) chacun des ensembles @ (ÜU N V}), » (U N V) 
est une demi-droite ouverte; (ii) chacun des ensembles @ (U fN V), 
d (U N V) est constitué par deux demi-droites ouvertes sans points 
communs. 

Puisque v et y peuvent être multipliés par —1, on peut supposer 
que dans le cas (i) l’ensemble ® (U f\ V) est de la forme |— co, al, 
tandis que l’ensemble 1 (U fN V) est de la forme Jb,-œf. Considérons 
la composée des applications 

ab @-1 a 
]— oo, a{=eUnr > U0UNnv ES pUNV)=]6, œ!. 
Puisqu'elle est injective et continue, elle est monotone croissante 
(si elle était décroissante, les points @"! (a) et 117! (b) ne posséde- 
raient pas de voisinages disjoints dans X). Par conséquent 


X = #7 (— oo,  (xo)l) U p* (lp (to), ol), 


où x, est un point de Ü f\ V, d’où l’on voit que dans le cas (i) X 
est homéomorphe à R1. 

Dans le cas (ii), nous avons @ (U NV) = ]— co, a, [UI a, ol, 
D (U NV) =]}— 00, b, [U]b,, oo pour certains a, &@, br, be 
(ay << @, db, << b,) et l’on peut supposer que la composée des homéo- 
morphismes 


UNS UNnV ES pUNY) 


applique] — co, al sur Jb,, ol, et la, ol sur ]— oo, b.l. Les deux 
fonctions 


— ©, lb, œl, ] &, oo [—>]— 0, bl, 


(abréviations de cet homéomorphisme composé) sont croissantes (si, 
par exemple, la première était décroissante, les points ®"{(a,) et 
d1 (b,) n'auraient pas de voisinages disjoints dans À) et par consé- 
quent 


X =! (lp (&), Ÿ (1) U pt (lp (x), p (x2)l), 


où zx, est un point de @-!(]— oo, al) —##b"1(1b,, œl), et x, un 
point de @!(la,, of) = #1 (]— co, b,[). Par conséquent, dans le 
cas (ii), X est homéomorphe à Sf. 

17. Toute variété compacte connexe non vide de dimension un est 
homéomorphe à S! ou à D". | 

Démonstration. Supposons tout d’abord que la variété 
est fermée ; alors elle se recouvre par un nombre fini de sous-ensem- 
bles ouverts homéomorphes à R!, et ces sous-ensembles peuvent être 
numérotés en une suite U,, ..., U, pour laquelle les réunions 
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V, = U, U... UU, sont connexes. En vertu du lemme 76, le. 
premier des ensembles V,, ..., V, non homéomorphes à R! sera. 
homéomorphe à S! et, puisque cet ensemble est ouvert et fermé, il 
coïncide avec la variété toute entière qui s'avère donc homéomorphe- 
à S?. 

Supposons maintenant que la variété possède un bord non vide. 
Dans ce cas, son double est une variété fermée connexe de dimension: 
un ; elle est donc homéomorphe à S', tandis que la variété elle-même- 
est homéomorphe à une partie du cercle. Puisque cette partie est 
connexe, fermée, non vide, diffère du cercle tout entier et ne se ré-- 
duit pas à un point, elle est homéomorphe à D!. 

18 (Lemme). Si un espace topologique se représente comme la réu-- 
nion d'une suite non décroissante de ses sous-ensembles ouverts homéomor- 
phes à R*, alors il est homéomorphe à R!. 

Démonstration. Soit À — (JV; la représentation indi-- 
quée. Il est évident que chaque homéomorphisme de l’ensemble V,;. 
sur l'intervalle la, b[ se prolonge en un homéomorphisme de l’en- 
semble V;,., sur un des intervalles la, bl, ]a— 1, bf, la, b + 
+ 1, Ja—1, b + 11. Ceci permet de construire par récurrence: 
une suite d’intervalles A.,, A,, ... et une suite d’homéomorphismes. 
Pi: Vi A1, pe: Vo —+ A, ... telles que @; = ab p;4,; il est 
clair que l’application de l’espace X sur l'intervalle [ÜA;, obtenue en. 
prenant œ; sur chaque Ÿ;, est un homéomorphisme. 

19. Toute variété connexe de dimension un non compacte est ho- 
méomorphe à R' ou à R°. 

Démonstration. Considérons tout d’abord une variété. 
sans bord. Elle se recouvre par un ensemble dénombrable de sous- 
ensembles ouverts, homéomorphes à R!, qu’on peut numéroter en 
une suite U,, ÜU,, . .. avec des réunions U, [J ... U U, connexes. 
Mais toutes ces réunions sont homéomorphes à R!, car la première. 
d’entre elles qui ne serait pas homéomorphe à R! serait, en vertu 
du lemme 76, homéomorphe à ST et coïnciderait donc, étant ouverte- 
et fermée, avec la variété toute entière. Par conséquent, cette der-- 
nière vérifie le lemme 78 qui dit qu'elle est homéomorphe à R!. 

Supposons maintenant que la variété possède un bord non vide. 
Alors son double sera une variété de dimension un sans bord, con- 
nexe, non compacte ; il est par conséquent homéomorphe à R', tandis 
que la variété elle-même est homéomorphe à une partie de droite. 
Puisque cette partie est connexe, fermée, non compacte et difté- 
rente de la droite toute entière, elle est homéomorphe à R:. 


2. Structures différentielles 


1. Rappelons qu’une fonction réelle définie sur un sous-ensemble. 
ouvert de l’espace R" est dite fonction de classe €’ si elle possède: 
des dérivées partielles continues de tous lés ordres inférieurs ou: 
égaux à r. On suppose que 0 < r < © et que la classe 6° se compo-- 
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se de toutes les fonctions continues, et la classe @°”, des fonctions à 
dérivées partielles continues de tous les ordres. En outre, nous appe- 
lons les fonctions réelles analytiques fonctions de classe 8°. Il est 
commode de convenir que a => æ ; toutes ces classes sont alors re- 
couvertes par les inégalités 0 << r < a. 

Ces définitions restent évidemment valables dans le cas où l’on 
considère des fonctions définies sur un sous-ensemble ouvert du demi- 
espace R”': la dérivée relativement à la première coordonnée aux 
points de l'hyperplan frontière R°-* doit être interprétée comme la 
dérivée à gauche, et l’analyticité comme l'existence d’un prolonge- 
ment analytique à un ensemble, ouvert dans R”. En outre, nous 
généralisons ces définitions aux applications d'un sous-ensemble 
ouvert de l’espace R” ou du demi-espace R” dans un sous-ensemble 
quelconque de l’espace R2: de telles applications sont appelées 
applications de classe €” ou plus brièvement @’-applications lorsque 
deurs fonctions de coordonnée sont de classe &’. 

2. Une application f d’un sous-ensemble ouvert de l’espace R? 
ou du demi-espace R” dans un sous-ensemble ouvert de l’espace RP? 
ou du demi-espace R? est un difféomorphisme lorsqu'elle est bijecti- 
ve et les deux applications f, f-! sont de classe @!. Les ensembles que 
l’on peut lier par un difféomorphisme sont dits difféomorphes. 

Les faits suivants découlent des théorèmes bien connus du calcul 
différentiel : 

(i) Si un sous-ensemble ouvert de l’espace R? ou du demi-espace 
R? est difféomorphe à un sous-ensemble ouvert de l’espace R” ou 
du demi-espace R? , alors p = n. 

(ii) Un sous-ensemble ouvert du demi-espace R° difféomorphe à 
un sous-ensemble ouvert de l’espace R? est ouvert dans R”. 

(iii) Un difféomorphisme inverse d’un difféomorphisme de classe 
&' appartient à la classe &7. 


&'-structures et %'-espaces 


3. L'ensemble X qui figure dans les définitions suivantes est 
supposé donné. 

On appelle carte de dimension n dans X toute application bijec- 
tive d’un sous-ensemble de X sur un sous-ensemble ouvert de l’es- 
pace R" ou du demi-espace R°. L'ensemble de départ s'appelle 
support de la carte w; on le désigne par supp ®. 

Les cartes @, w sont dites @'-compatibles (0 < r < a) lorsque 
l’ensemble (supp œ f supp +) est ouvert dans Im y, l’ensemble 
+b (supp æ N supp +) est ouvert dans Im + et les applications com- 
posées 


ab 1 ab Ÿ 

? (supp p supp ) —— supp p/N supp Ÿ -— (supp pNsupp Ÿ), 
ab +1 ab 

+ (supp q N supp ») —— supp p N supp y -— p (supp p N supp Ÿ) 
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inverses l’une de l’autre appartiennent à la classe €’ (i.e. sont des 
6'-difféomorphismes pour r => 1 et des homéomorphismes pour 
r = 0). Remarquons que cette condition est trivialement satisfaite 
lorsque les ensembles supp œ, supp + sont disjoints ; lorsqu'ils ne le 
sont pas, alors, d’après 2(i), le fait que les cartes @, 1 sont &!-com- 
patibles implique l'égalité de leur dimension, tandis que d'après (1.4) 
cette égalité découle également du fait qu'elles sont @°-compatibles. 

On appelle @’'-atlas de dimension n d'un ensemble X toute famille 
de cartes de dimension n recouvrant X et compatibles deux à deux. 
Deux €'-atlas de l’ensemble X sont dits @’-équivalents lorsque tou- 
tes leurs cartes sont deux à deux &’-compatibles. Il est évident que 
la &'-équivalence est effectivement une équivalence; les classes en 
lesquelles elle décompose les &’-atlas de dimension n de l’ensemble 
X sont appelées &’'-structures de dimension n. Pour r => 0, elles sont 
appelées structures différentielles. 

Il est clair que pour 0 < q < r tout @’'-atlas de dimension n 
est un @1-atlas de dimension nr et des atlas @’'-équivalents sont 
également @T-équivalents. Par conséquent, pour 0 < q < r, une 
€'-structure peut être augmentée de manière unique à une certaine 
61-structure. 

Chaque &”'-structure possède un atlas maximal qui est simplement 
la réunion de tous ses atlas. On l’appelle atlas complet, et ses cartes 
sont appelées cartes de la structure. Lorsqu'on passe d'une &’-struc- 
ture à sa &7-augmentation, l’atlas complet augmente également. 

4. Un ensemble muni d'une @’-structure de dimension n# est 
appelé G’-espace de dimension n. Les cartes et les atlas de la structure 
sont appelés cartes et atlas de cet espace. L’atlas complet d’un &- 
espace X est désigné par Atl X. 

Les fonctions coordonnées d’une carte q d’un @’-espace X sont 
coordonnées dans supp @ et coordonnées locales dans X. 

Le @î-espace en lequel se transforme le @’'-espace X en aug- 
mentant sa @’-structure pour en faire une @”7-structure (0 < gr) 
est désigné par @1X. 

Les @'-espaces pour r > q sont également appelés @?%-espaces. 

En guisè d'exemples de €’-espaces de dimension n citons les 
sous-ensembles ouverts X de l’espace R”? ou du demi-espace R° 
munis de la &'-structure définie par l’atlas composé de l'unique carte 
id: X —+ X. En particulier, quel que soit r, les cartes id R" et id R° 
transforment R” et R° en &'-espaces de dimension ». 

5. Tout espace localement euclidien de dimension #7 se munit 
naturellement d’une @°-structure de dimension n dont l’atlas com- 
plet se compose de tous les homéomorphismes U — U", où U est 
un sous-ensemble ouvert de l’espace considéré et U”’ un sous-en- 
semble ouvert de R” ou de R*. D'autre part, en appliquant à l’a- 
tlas complet d’un @°-espace de dimension n la construction de réu- 
nion des espaces topologiques (voir 1.2.4.3), on le transforme en un 
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espace localement euclidien de dimension n et il est clair que cette 
construction est inverse de la précédente. Ainsi, les @°-espaces sont 
précisément les espaces localement euclidiens. 

Puisqu'’une structure différentielle peut être augmentée de ma- 
nière unique à une @î©-structure, tout @’'-espace pour r > 0 est 
également un espace localement euclidien. D'une manière plus di- 
recte, sa topologie peut être décrite comme la topologie de la réu- 
nion obtenue à partir d'un atlas quelconque de la structure. 

6. Il est évident que chaque point d'un &’'-espace de dimension # 
peut être recouvert par une carte @ d’un espace X avec Im q' — R” 
ou R°. Les points pour lesquels se réalise la première possibilité 
sont dits intérieurs et constituent un sous-ensemble ouvert partout 
dense appelé intérieur de l’espace X. Les autres points sont appelés 
points de bord et constituent un ensemble fermé appelé bord de l’es- 
pace À. L'intérieur est désigné par int X, le bord par 8X. Ces nota- 
tions sont conformes à celles introduites dans 1.2, car pour r = 0 
les définitions des points intérieurs et des points de bord données 
ici ou là-bas coïncident. 

Pour r > 0 on utilise avec succès la proposition 2(ii) pour dis- 
tinguer les points intérieurs des points de bord. En effet, il en décou- 
le que pour r >> 0 le point x d’un &’'-espace de dimension n, recou- 
vert par une carte @ de cet espace, est un point de bord si et seule- 
ment si Im p € R'et p(x) ER?"*; en particulier, si RT est con- 
sidéré comme un @’-espace avec r > 0, on a 0R® = R?-1. Rappe- 
lons que cette proposition avait déjà été énoncée dans 1.4 pour r = 0 
et que la démonstration avait été remise au chapitre 4. 

Cette description des points de bord nous montre que l'intérieur 
et le bord d’un €’'-espace sont invariants par l’augmentation de sa 
@'-structure à une @7-structure pour un g quelconque inférieur à r; 
autrement dit, lorsque 0<q<r on a int (@7X) = int À et 
0 (GX) — ÔX. Soulignons que nous avons démontré les égalités 


int (GX) = int X, 9 (GX) — 0X 
en nous servant de 1.4, i.e. du chapitre 4, alors que pour les égalités 
int (@7X) — int X, 6 (G1X) — 0X 


pour qg > 0 nous n’en avons pas besoin. 

Il découle en particulier de l’égalité 0X — 9 (@°X) que le théo- 
rème 1.8 est valable également pour un @’-espace lorsque r = 0, 
i.e. qu'un &’-espace est connexe si et seulement si son intérieur l’est. 
D'ailleurs, cette &’-variante du théorème 1.8 peut être démontrée 
en répétant tout simplement la démonstration du théorème, sans 
avoir à utiliser le chapitre 4. 

7. Si À est un sous-ensemble ouvert d’un &’-espace de dimension 
n, alors les cartes d’un espace X dont les supports sont contenus 
dans À constituent un @’-atlas de dimension nr de l’ensemble À ; 
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elles déterminent par conséquent une &’-structure de dimension n 
dans À. Ainsi, un sous-ensemble ouvert d'un @'-espace de dimension 
n est un &’'-espace de dimension n. En particulier, l’intérieur d'un 
&'-espace de dimension n est un &’-espace de dimension n sans bord. 
Il est clair que, pour r > 0 également, l’intérieur et le bord d’un 
sous-ensemble ouvert U d’un &'-espace À sont définis par les for- 
mules 
int U=U fint X, OU = U fN 6x. 


Si o est une carte d’un &’'-espace X de dimension n, alors l’ap- 
plication 


ab @: 9X N supp @ —+ p (9X M supp y) 


est une carte de dimension r — 1 dans 0X. Les cartes de cette forme 
constituent un &’-atlas de l’ensemble 9X et y définissent. donc une 
&'-structure. Aiïnsi le bord d’un @’-espace de dimension n est un €”- 
espace de dimension nr — 1 sans bord. 
Si w, est une carte d'un @''-espace X,, Im p, = R': ou Ru, et 
, une carte d’un @'*-espace X,, Im. —R'#, alors la composée 
de l’homéomorphisme ®; X ®, avec un des homéomorphismes Ru X 
X Re Rat, Ru X Rs Rutr définis dans 1.3 sera une carte 
de dimension n,+n, dans X, X X,. Lorsque 0X, — @, les cartes de 
cette forme constituent un @’'-atlas de l’ensemble X, x X, avec 
r—min(r;s, r2) et définissent donc une €@’-structure dans X, X X2. 
Ainsi le produit d’un @'‘-espace X, de dimension n, par un #’°-es- 
pace À, de dimension nr, (avec 8 X, — @) est un &’-espace de dimen- 
sion #1-}n, où r est le plus petit des nombres r;, r,. En général, 
le produit des @'',..., @'‘-espaces X:, ..., X, de dimensions 
1, ..., N$, Qui sont tous, sauf peut-être un, sans bord, est un 


&'-espace de dimension n+...<+n,, où r est le plus petit des 
nombres r,, ..., r.. On a alors 


int (A, X ... X X,) = int X, X ... x int X, 


tandis que si tous les espaces X,, ..., X,, sauf X;, n’ont pas de 
bord, on a 
0 (X, X ... X X ;) = X, X .. X X; X ôX ; X X;+: X 

ss. X ÀX,; 


les deux formules sont contenues dans 1.7 pour r — 0 et sont évi- 
dentes pour r > 0. 

Il est clair que lorsqu'on augmente une &’-structure d’un @'-es- 
pace À à une @!-structure, les &'-structures induites dans les sous- 
ensembles ouverts de l’espace X et de son bord 0X augmentent éga- 
lement à des @!-structures et 


GUX, X .. X X:) = GX, X CE X GIX+. 
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En particulier, la topologie définie par ces @’'-structures induites 
coïncide avec la topologie relative, tandis que le produit des &'1, . .. 
..., @'s-espaces X,, ..., ZX, envisagé comme un espace topologi- 
que coïncide avec le produit des espaces X,, ..., X. envisagés com- 
me des espaces topologiques. 


Applications différentiables 


8. Une application continue f d’un @7"-espace X dans un @7"- 
espace Ÿ est appelée application de classe €", ou &'-application, si 
pour chaque carte @ de l’espace À et chaque carte 1 de l’espace Y 
la composée des applications 


p (supp.q NN f"! (supp Ÿ)) 27 supp ff * (supp) — supp Ÿ À, fm 


appartient à la classe &” (voir 12). Une application composée de cette 
forme.est appelée représentation locale de l'application f. Notation : 
loc (@, 1) f. Pour qu’une application continue f d’un 67"-espace X 
dans un @="-espace Ÿ appartienne à la classe €’ il suffit que cette 
classe contienne les représentations locales de f construites d’après 
les cartes d'un atlas quelconque de X et d’un atlas quelconque de Y. 

Remarquons que cette définition générale d’une @’-application 
contient la définition donnée dans 7. De même que selon cette der- 
nière, une application de classe @° est simplement une application 
continue. Les applications de classe €! sont dites différentiables (ou 
lisses) et les applications de classe @°, analytiques. 

Il est clair que la composée de deux €’-applications est une &’'-appli- 
cation. L'inclusion À — X, où À est un sous-ensemble ouvert ou le 
bord d’un &?”-espace X, est une €’-application. L’abréviation À —+ B 
de la &'-application À — Ÿ , où À est un sous-ensemble ouvert ou 
le bord de X, et B, un sous-ensemble ouvert ou le bord de Ÿ, est 
une €’-application. 

9. L'application f d’un &7!-espace X dans un @7!-espace Y est 
appelée difféomorphisme lorsqu'elle est bijective et les deux appli- 
cations f, f-! sont différentiables. L’espace Y est dit difféomorphe à 
l'espace X si existe un difféomorphisme X — Ÿ, et @'-difféomorphe 
à l’espace X si existe un @’-difféomorphisme X — Y. 

Il est évident que l’application identique d’un @7"-espace pour 
r > 1 est un €&’'-difféomorphisme. On voit également que la composée 
de deux &’-difféomorphismes est un €’-difféomorphisme, tandis que 
2(iii) implique que l'application inverse d’un @’-difféomorphisme 
est un @'-difféomorphisme. Ainsi un @'-difféomorphisme est une 
relation d'équivalence. 

I1 découle de 2(i) que les espaces difféomorphes non vides sont 
de même dimension. 
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10. Si fi: Xi —Y,, ..., fm: Âm— Ym sont des applications 
de classe €” pour r > 1, les espaces "x. ous Âm À pe. Yom 
étant tous, sauf peut-être un dans chaque suite, sans bord, alors 


XX cr X fm XX ce X Am VX ce XYm 


est une application de classe &’. Sif,, . . ., fn sont des difféomorphis- 
mes, alors f, X ... X fm est un difféomorphisme. 
L'homéomorphisme canonique X, X X,—> X, X X, est un 
&'-difféomorphisme quels que soient les @'-espaces X,, X., avec 
r > 1, un étant sans bord. Les homéomorphismes canoni- 


ques (X, X ... X Xms) X Xm—> XX ... X Xm et X;, x 
X (ZX: X ... X Xm)— Xi X ... X Xn sont des &@’-difféomor- 
phismes quels que soient les @’-espaces X,, ..., X», avec r > 1, 


tous, sauf peut-être un, sans bord. 


Sous-espaces 


11. Un sous-ensemble À d’un €@’-espace X de dimension nr pour 
r > 1 est sous-espace de dimension k de X si chaque point de À est 
recouvert par une carte ® de X telle que le couple (Im æ, @ (4 f} 
N supp æ)) coïncide avec un des couples (R?, R*), (R?, Ra) 
(R?, RE). Il est évident que pour k > 0 cette condition est équiva- 
lente à la suivante : chaque point de À est recouvert par une carte ®. 
de l'espace X telle que 


o (4 Nsupp œ) = Im NAR° ou Im MR. 


Pour un sous-espace}A de dimension k d’un €’-espace X de dimen- 
sion nr considérons les applications 


ab æ: À N supp p — p (4 MN supp y), 


qui correspondent à toutes les cartes ® de l’espace X telles que 
o (4 Nsupp ) — Imœ AR" (ou Imop fNR#*). Chaque applica- 
tion de cette forme est une carte de dimension k dans À, et ensemble 
elles constituent un @’-atlas de dimension k de |’ ensemble A. Muni 
d'une €'-structure définie par cet atlas, À devient un @'-espace de di- 
mension k. La topologie de ce @’-espace coïncide évidemment avec 
la topologie relative. 

Lorsqu'on augmente la @’'-sitructure d’un espace à une @?-struc- 
ture pour q > 1, les sous-espaces restent des sous-espaces. Les 
sous-espaces d’un espace 61X sont appelés 67-sous-espaces du @'-espace 
X donné. 

La différence entre la dimension d’un espace et celle de son sous- 
espace est appelée codimension de ce dernier. 

Des sous-espaces d’un @&’-espace (pour r > 1) sont évidemment ses 
sous-ensembles ouverts, en particulier son intérieur et ses composan- 
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tes. Mise en garde : le bord d’un &’-espace, lorsqu'il n’est pas vide, 
n'est pas un sous-espace. 

Il est clair que si un espace À d’un @’'-espace X est de codimen- 
sion 0, alors int À — Int À f\int X. 

Un sous-espace d’un @’-espace est dit propre lorsque, considéré 
comme sous-ensemble, il est fermé et son bord est contenu dans le 
bord de l’espace. Remarquons qu’un sous-espace propre de codimen- 
sion Ô se compose toujours de composantes entières de l’espace. 

12. La définition de sous-espace énoncée dans 77 fournit impli- 
c<itement un moyen, souvent employé, de donner des sous-espaces à 
l'aide d'équations et d’inégalités. À savoir, un sous-espace À d’un 
€'-espace de dimension n pour r > 1 sera son sous-espace de dimen- 
sion positive Æ si et seulement si chaque point de À possède un 


voisinage ÜU de coordonnées ®;, ..., +, dans lequel l'intersection 
A NU se détermine par les équations @a+1 (x) — 0, . .., @h (x) — 
— 0 ou par les équations 241 (x) = 0, . .., æ, (x) = 0 et l’iné- 


galité p, (x) < 0. 

L’inconvénient de ce moyen de définir les sous-espaces réside 
dans ce qu'il présuppose que les fonctions @,, ..., ®, sont des 
Coordonnées locales. L'application suivante du théorème sur les 
fonctions implicites rend cette méthode plus efficace. 

Convenons d'appeler les fonctions réelles f,, . . ., fn de classe 
"€*, définies dans un certain voisinage ÜU, du point x, d’un @’-espace 
X (pour r > 1), indépendantes au point xo, lorsque pour une certaine 
carte o de l’espace X qui recouvre x, les fonctions 


Lis ee Em: P (Uo Nsuppp) +R, 


définies par la formule gp; (y) = f; (æ@-! (y)), possèdent au point 
p (to) des gradients linéairement indépendants. Il découle du théo- 
ème sur les fonctions implicites que: (i) si les @”-fonctions f,, . .. 

, Îm Sont indépendantes en un point intérieur x, du @'-espace X, 
alors elles peuvent être inclues (dans un voisinage du point xo) dans 
‘un système de coordonnées ; (ii) si les @”-fonctions f,,..., fm" sont 
indépendantes dans un. point de bord x, du €’-espace X et la fonc- 
tion f, est négative aux points intérieurs et nulle aux points de 
‘bord, alors les fonctions f,, . .., fn peuvent être inclues (dans un 
voisinage du point xz,) dans un système de coordonnées où la pre- 
mière coordonnée sera /.. En comparant ceci à la description précé- 
dente des sous-espaces d’un @’-espace en termes de coordonnées, 
nous voyons que le sous-ensemble À d'un €’-espace X de dimension n 
$era son sous-espace de dimension positive k si: (i) chaque point æ 
de l’ensemble À, intérieur pour X, possède un voisinage U dans le- 
quel l'intersection À f Ü est déterminée par les équations @:+1 (x) = 
= 0, ..., Pn (x) = 0, où Px+1, . . ., ©, sont des &'-fonctions in- 
dépendantes au point xs, ou par les équations +, (x) = 0, ... 
a+. Pn (&) = 0 et l'inégalité p, (x) < 0, où P, Pays + - «+, Pn sont 
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des €’'-fonctions indépendantes au point x,; (ii) chaque point xs 
de l’ensemble À qui est un point de bord pour X possède un voisina- 
ge U dans lequel l'intersection int X f} U est déterminée par l’iné- 
galité y, (x) 0, l'intersection 9X N] U, par l'équation y, (x) — 0 
et l'intersection À A\U, par les équations 4, (x) = 0, ... 
... On (&) = 0, OÙ P,, Phys + - ., Pn Sont des @'-fonctions indé- 
pendantes au point x. 

13. D'après la définition d’un sous-espace, l’intérieur int À d’un 
sous-espace À d’un @'-espace X est contenu dans l’intérieur int X 
de l’espace X et les intersections 94 f int X et 94 f] 0X sont ou- 
vertes. dans 04, i.e. sont constituées par des composantes entières 
du bord 44. Il est également clair que int À est un sous-espace de 
chacun des espaces X’, int X et que 94 f\ int X est un sous-espace de 
l’espace À. En particulier, si À est un sous-espace propre de X, alors 
OÀ = À f\0X et int À est un sous-espace propre de l’espace int X, 
tandis que 0A est un sous-espace propre de l’espace 8X. 

L'inclusion du sous-espace X d’un @’'-espace X dans X est évi- 
demment une @’-application. L’abréviation À — B d’une &@2-appli- 
cation À — Ÿ, où À est un sous-espace de X et B un sous-espace 
de Ÿ , sera une @7-application. 

Soient X,, ..., À, des @’-espaces, tous, sauf peut-être un, sans 
bord. Si 4,, ..., À, sont leurs sous-espaces, tous, sauf peut-être 
un, sans bord, alors A, X... X À, est un sous-espace de l’espace 
X, X ... X X4, propre lorsque les espaces À4,, ..., À, le sont. 
Par exemple, les fibres du produit ZX, X ... x X, sont ses sous- 
espaces propres. 

Il découle de la description d’un sous-espace donnée dans 12 
qu'un sous-espace d’un sous-espace d’un &@’-espace X est un sous- 
espace de l’espace X ; en particulier, un sous-espace propre d’un sous- 
espace propre d’un &’'-espace X est un sous-espace propre de l’espace 
X. Il découle de cette description des sous-espaces, qu’un sous-espace 
propre d’un @’-espace X contenu dans un sous-espace propre À de 
l’espace X est un sous-espace propre de l’espace À. 


Grevariétés 


14. Un €’'-espace est appelé '-variété ou variété de classe 7 lors- 
qu'il est une variété topologique, i.e. est un espace de Hausdorff à 
base dénombrable. Une variété de classe @° est précisément une va- 
riété topologique; voir 8. Une variété de classe €’ pour r > 1 est 
appelée variété différentiable ou lisse. Les variétés de classe @° sont 
dites analytiques. 

Puisqu’une @’-structure se détermine par son atlas, il est inté- 
ressant de considérer les propriétés de l’atlas d’un @’-espace qui per- 
mettent de conclure à l'existence d’une base dénombrable ou d’af- 
firmer qu'un espace est un espace de Hausdorff. Nous nous bornerons 
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à deux énoncés évidents: si chaque couple de points d’un espace 
peut être recouvert par une carte ou par deux cartes disjointes de 
l’atlas, alors l’espace est un espace de Hausdorff ; si l’atlas est dénom- 
brable, l’espace possède une base dénombrable. 

L'existence d’une base dénombrable et la propriété d’être un 
espace de Hausdorff ne nécessitent pas de vérification lorsqu'on 
munit d’une structure différentielle un ensemble qui était déjà une 
variété topologique, à condition que la nouvelle topologie coïncide 
avec la topologie donnée. Si la structure différentielle est introduite 
à l’aide d’un atlas {.}, alors pour que les deux topologies indiquées 
coïncident il faut et il suffit que les ensembles supp q, soient ou- 
verts et les applications q, soient des homéomorphismes; voir 6. 

Une variété différentiable est dite fermée lorsqu'elle est compacte 
et sans bord ; voir 1.10. Mise en garde: avant que ne soit démontrée 
l'égalité 06X — 9 (@°X) (voir 6), il ne faut pas confondre la variété 
différentiable fermée X avec la variété topologique fermée &°X. 

15. En comparant ce qui a été dit dans 7 et Z1 avec les propriétés 
correspondantes des espaces de Hausdorff, des espaces à base dénom- 
brable et dés espaces compacts, nous voyons que: un sous-ensemble 
ouvert d'une @'-variété de dimension n est une @’-variété de dimen- 
sion 7 ; l’intérieur d’une &’-variété de dimension n est une &’-variété 
‘de dimension n sans -bord ; le bord d’une @’'-variété de dimension n 
est une @”-variété de dimension nr — 1 sans bord ; le bord d’une €- 
variété compacte est une @’-variété fermée ; le produit de @’-variétés 
de dimensions n,, . .., n,, toutes, sauf peut-être une, sans bord, est 
une @’-variété de dimension n, + ... + n,; un sous-espace d’une 
G'-variété est une @’-variété. 

Les sous-espaces d’une variété différentiable sont ses sous-variétés, 
et les sous-espaces propres, ses sous-variétés propres. 

16. Les exemples fondamentaux de @’-variétés de dimension n 
pour r > À sont toujours les espaces R7 et R? (voir 4). Leurs sous- 
variétés fournissent une infinité d’autres exemples. Les plus sim- 
ples sont les sous-variétés de l’espace R” déterminées par le systè- 
me d'équations +1 (x) = 0, . .., Qn (x) = 0, où @Pr+y, - . ., Pa 
sont des fonctions de classe €’ définies sur un sous-ensemble ouvert 
de l’espace R” et possédant, sur l’ensemble de tous leurs zéros com- 
muns, des gradients linéairement indépendants; à ce système on 
peut ajouter l'inégalité p, (x) < 0, où , est une fonction de classe 
8 définie dans un voisinage de l’ensemble indiqué des zéros communs 
et possédant, aux points de cet ensemble où elle s’annule, un gra- 
dient linéairement indépendant des gradients des fonctions @y+1, . .. 
...; Pn. Par exemple, l’équation de la sphère S"-1 dans les coordon- 
nées usuelles est x? + ... +25 — 1 — 0, tandis que la boule D* 
‘se définit par l'inégalité 2° + ... + x5 — 1 0; ceci permet 
d'affirmer. qu’elles sont des sous-variétés de l’espace R" et, en par- 
ticulier, se munissent de structures de 6°-variétés. 
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I] est clair que R° pour 4  n et S* pour 4 < n sont des sous- 
variétés propres de la variété R”, tandis que R* et D pourk <n 
ne le sont pas; en outre, RÈ pour 4 < .n est une sous-variété propre 
de la variété R"; S* pour k < n une sous-variété propre de la va- 
riété S"; D pour k n une sous-variété propre de la variété D". 

17. Notons pour conclure que chaque espace vectoriel réel de 
dimension n se munit pour tout r (0<r<:.a) d’une €’-structure 
naturelle qui en fait une @’-variété de‘dimension n; cette structure 
est définie par des cartes linéaires, i.e. par des applications linéai- 
res sur R?. 


3, Orientations 


1. Nous allons désigner par Catl X l'atias d’une €’'-variété X 
constitué par toutes ses cartes à support connexe. Si o, 4 sont deux 
cartes d’une variété différentiable X, alors J (@, ) désignera le 
jacobien de l'application loc (p, 1) id, î. e. de la composée des appli- 
cations 


ab =! L ab 
e (supp pNsupp à) —— supp pNsupp h——> 4 (supp o N supp Ÿ)- 


On appelle orientation d’une variété différentiable X toute fonc- 
tion Catl X — S° dont les valeurs sur deux cartes quelconques non 
disjointes œ,% de Catl X s’obtiennent l’une de l’autre en multi- 
pliant par [sign J (ç, 1}l (y),.où y est un point quelconque de 
@ (supp @ MN supp +) (la fonction sign J (p, 1) doit ainsi être cons- 
tante sur @ (supp @ M supp). Une variété différentiable munie 
d’une orientation est dite orientée. Une variété différentiable qui 
admet une orientation est dite orientable. | 

Il est clair que l'orientation Catl X — S° se définit par ses va- 
leurs sur les cartes d’un sous-âtlas arbitraire de l’atlas Catl X et que 
toute fonction qui applique un sous-atlas de l’atlas Catl X dans S° 
conformément à la condition de compatibilité précédente (les va- 
leurs sur les cartes @, Ÿ s’obtiennent l’une de l’autre par multiplica- 
tion par [sign J (œ, +)] (y) si A € @ (supp @ supp +)) se prolonge. 
en une orientätion Catl X — S°. 

Lorsqu'on augmente la €’-structure d’une &’-variété X à.une- 
i-structure pour gr, l’atlas Catl X devient sous-atlas de l’atlas- 
Catl &7X. Lorsque q => 1, ceci établit une bijection entre les orien-. 
tations des variétés X et &1X. | | 

2. À chaque orientation w: Catl X — S° correspond l’orienta-: 
tion opposée — &. Ainsi une variété orientable non vide possède au: 
moins deux orientations. 

Quelles que soient deux orientations d’une variété X, l’ensemble: 
recouvert de cartes sur lesquelles ces orientations coïncident et l’err- 
semble recouvert de cartes sur lesquelles elles ne coïncident pas sont, 
ouverts, recouvrent. À et. sont disjoints, j.e. sont constitués par les 


10% 


148 VARIÊTÉS DIFFÉRENTIABLES [CH. 3 


composantes entières de la variété X. Par conséquent, l'orientation 
d'une variété connexe se définit par sa valeur sur une des cartes : 
une variété orientable différentiable connexe possède précisément 
deux orientations ; en général, une variété différentiable orientable 
s-connexe possède 2° orientations. 

On donne l'orientation d’une variété différentiable connexe en 
indiquant la carte où celle-ci est positive. Par exemple, R" possède 
une orientation naturelle positive sur la carte id R'. 

3. Puisqu’un point d’une variété X de dimension nulle possède 
une seule carte de Catl X qui le recouvre, les variétés de dimension 
nulle sont toutes orientables et possèdent une orientation naturelle, 
identiquement égale à +1. Comme nous verrons par la suite (voir 
9.9.1, 9.6.3.4), les variétés différentiables de dimension un sont 
également orientables, tandis que les variétés de dimension >2 peu- 
vent être orientables ou non. 

Des conditions suffisantes efficaces de l'’orientabilité d’une va- 
riété différentiable de dimension quelconque seront indiquées au 
chapitre 5 (voir p. 5.6.3). La moins fine d'entre elles est la connexité 
simple. 

4. Si À est un sous-ensemble ouvert d’une variété différentiable 
X, on a Catl À & Catl X, d'où l’on déduit que chaque orientation 
de la variété X se réduit à une orientation de la variété À ; en parti- 
culier, si X est orientable, À l’est également. Lorsqu'’en même temps 
À coupe chacune des composantes de X, alors l'orientation de X 
se définit par l'orientation induite de la variété À. 

Dans le cas À — int À on peut affirmer même que non seule- 
ment chaque orientation de la variété À se réduit à une orientation 
de la variété int À et se détermine par cette dernière, mais égale- 
ment toute orientation de la variété int X peut être augmentée à 
une orientation de la variété X. En effet, puisque la connexité d’un 
sous-ensemble ouvert ÜU de la variété À implique la connexité de 
int U = U f\int X (voir 2.6 et 2.7), l’abréviation 


ab œ: supp  fN\int X — (supp p int À) 


d'une carte quelconque œ de Catl X appartient à Catl (int X) ce qui 
permet de prolonger l'orientation & : Gatl (int X) — S° à une orien- 
tation Catl X — S° en se servant de la formule ®—- & (ab æ). Aïnsi, 
en faisant correspondre à l'orientation Catl X — S° sa restriction 
Catl (int X) —+ S° on obtient une bijection entre les orientations de 
la variété différentiable X et celles de son intérieur int X. En parti- 
culier, l’orientabilité de int X implique celle de X. 
D'après 2.7, à chaque carte ® d’une variété différentiable X cor- 
respond une carte 
ab @: supp @ N 0X —+ y (supp  N 0XÀ) 


de son bord 4X ; il est clair que chaque carte appartenant à Catl 0X 
se représente sous la forme ab @ pour @ € Catl X et que la formule 
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ab ro (œ@) définit correctement pour chaque orientation «: 
Catl X — S° de la variété X une certaine orientation Catl 9X —- S° 
de son bord 0X ; en particulier, l’orientabilité de À implique celle 
de 0X. Lorsque toutes les composantes de la variété X. possèdent 
un bord, alors l'orientation de la variété X se définit par l’orienta- 
tion induite de la variété OX. 

Parmi les sous-variétés d’une variété différentiable orientée X, 
seules les sous-variétés de codimension 0 héritent de X une orienta- 
tion bien déterminée. Cette dernière a déjà été décrite pour les sous- 
ensembles ouverts de la variété X ; l'orientation induite dont se mu- 
nit une sous-variété arbitraire À de codimension 0 se définit par l’o- 
rientation de son intérieur int À qui est ouvert dans À. En particulier, 
l'orientabilité de À découle de celle de X. Si À rencontre toutes les 
composantes de X, alors son orientation est donnée par l’orienta- 
tion induite de À. 

La variété R? qui possède une orientation naturelle, en munit 
toutes ses sous-variétés de dimension n. En particulier, la boule D” 
possède une orientation naturelle et, avec elle, son bord S®-? se 
munit d’une orientation bien déterminée. Mise en garde: l’orienta- 
tion de la sphère S° obtenue à partir de cette définition pour nr = 1 
diffère de l'orientation canonique que possède S° comme variété 
de dimension 0 (voir 3). 


Orientations et difféomorphismes 


5. Tout difféomorphisme jf : X — Ÿ établit une bijection entre les 
orientations des variétés X et Ÿ. Si les deux variétés sont orientées 
et f envoie la première orientation dans la deuxième (ou dans l’o- 
rientation opposée à celle de la deuxième), on dit que f conserve (resp. 
inverse) l'orientation. 

On peut apprendre si le difféomorphisme f: X — Ÿ conserve ou 
non l'orientation d’après ses représentations locales et, lorsque X 
et Ÿ sont connexes, d’après une seule représentation locale. Soient 
O x,@% les orientations de ces variétés connexes, une carte de Catl X, 
+ une carte de Catl Ÿ et x un point de supp q@ ff"! (supp 1); il est 
clair que f conserve l'orientation si le signe du jacobien de l’appli- 
cation loc (p, %) f au point (x) coïncide avec le signe du produit 
©x (o) © (b) et inverse l’orientation dans le cas contraire. 

6. Le cas où X est connexe et coïncide avec Ÿ est d’un intérêt 
particulier. [1 est évident que dans ce cas un difféomorphisme qui 
conserve (resp. inverse) l'orientation pour un certain choix de celle- 
ci, la conserve (resp. inverse) pour tout autre choix ; ainsi, dans ce 
cas, on peut parler d’inversion ou de conservation d'orientation 
en général. En particulier, chaque (auto)difféomorphisme d’une va- 
riété différentiable orientable connexe soit conserve l'orientation, 
soit l'inverse. 
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En guise d'exemple, considérons une application linéaire non 
dégénérée f: R? — R”. C’est un difféomorphisme qui conserve l’o- 
rientation lorsque det f => 0 et l'inverse lorsque det f 0. Si f est 
une transformation orthogonale, on peut définir les applications 
ab f: DT — D'et ab f: S71— S7-1;: ce sont des difféomorphismes qui 
conservent l'orientation lorsque det f — 1 et l’inversent lorsque 
det fj — —1 (la sphère S° se munit ici de l'orientation de 9D!). Si 
f (x) = —x, alors det f — (—1)"; ce difféomorphisme, ainsi que 
l'application antipodale ab f: S®-1_> S®-1, conserve l'orientation 
lorsque n est pair et l'inverse lorsque n est impair. 


Orientations et produits de variétés 


7. D'après 2.7, le produit , X ... X ®, des cartes m,, ... 
.., ®, des variétés différentiables X,, ..., À. de dimensions 
PM, . - ., n, sans bord peut être envisagé, une fois effectuées les iden- 
tifications canoniques R1 X ... X Rs = Rut.:-#s  déter- 
minées par: la formule ((x,;, . .., Tin) + (Gs1s + + + Tin) + 
> (Lis Tinps + + +1 Dos + + Tsn.) comme étant la carte du 


produit À, x ... x X.. Définissons pour les orientations @,, . .. 
..., ©, des variétés À,, ..., X, l'application de la famille de car- 
tes p, X ... x p. pour p, € Catl X,, ..., @. € Catl X, dans S° 
suivant la formule p, X ... X sr @ (p1) . . . &s (ps). 

Il est clair que cette famille est. un sous-atlas de l’atlas 
Catl (ZX, X ... X X;) et que cette application vérifie la condition 
de compatibilité indiquée dans 7 ; par conséquent, elle se prolonge 
en une orientation de la variété X, x ... x X.. Cette dernière 
s'appelle produit des orientations w,, . .., &.,. Elle est définie égale- 
ment dans le cas où une des variétés X,, ..., X, possède un bord; 
à savoir, elle est induite alors par l'orientation de son intérieur 
int X, X ... x int X.. Ainsi, le produit de variétés différentia- 
bles orientées (dont au plus une possède un bord) est orienté, et le 
produit de variétés différentiables orientables est orientable. 


Remarquons que l’orientabilité du produit X, X ... x X, 
implique celle des facteurs X,, ..., X,. Démontrons-le. Si &w est 
une orientation du produit et @,, . . ., @;iy» Dis, + - -, @ Sont des 


cartes fixes extraites de Catl (int X,), ..., Catl (int X;_.), 
Catl (int X;4,), . .., Catl (int X.), alors la fonction Catl (int X;) — 
— S° définie par la formule 


p> © (pr X ... X Pins X D X Pig X co X Ps) 
est une orientation de la variété int X;. 

8. Si X,, X, sont des variétés différentiables orientées de dimensions 
n1, n, dont une est sans bord, le difféomorphisme canonique X, X X, —- 
— X, X X, conserve l'orientation lorsque nin, est pair et l'inverse lors- 
qu'il est impair. 
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Démonstration. Soient œ, une carte de Catl (int X,) 
avec Im p, — R"1 et @, une carte de Catl (int X,) avec Im , = 
— R'2. Il est clair que la carte ®, X q, appartient à 
Cat! (int (X, X X.)) et la carte æ, X op, à Catl (int (X, X X,)) et la 
représentation locale correspondante R71+7: > Rritr: du difféomor- 
phisme canonique X, X X,— X, x X, se détermine par la formule 


(T1: …..) Tnitne) Fr> (Tn,+1) ss Anitner Vis ce. Tn,). 


Par conséquent, le jacobien de cette représentation locale est égal 
à (—1}"1re, 


9, Si X:,...,X, sont des variétés différentiables orientées de 
dimensions n1,...,n, dont seulement une, à savoir X;, possède un 
bord, alors l’orientation canonique du produit X,X...XX;,X0X,Xx 
X Xiyy X ... X X, et l'orientation qu'il hérite comme bord 


8(X, X ... X X.,) coïncident au facteur (—1) "1*:°" Ti près. 
Démonstration. Ilest clair que les orientations indi- 
quées sont identiques lorsque i — 1. Le cas i = 1 se réduit au cas 
i — 1 à l’aide des difféomorphismes 
X, X .…. X XX; X X, X ... X X; X 
X X jun X e. + X X., 
XX... XX;,1 X OX; X Xi X ... X À, —+ 


—+ 0X;, XX, X .  » X Xi X Xiyer X . X X 


dont le premier est le produit du difféomorphisme canonique 
(X, X . ee X X ; 1) X X; — X,; X (X; X . X X ;_) 


par id (X;4, X ... X X,) et le deuxième le produit du diftéomor- 
phisme canonique 


(X; X . « X X; 1) X OX; —+ OX; X (X; X ee +. X X ;_) 


par id (X;4, X :.. X X.). Le facteur (—1}71 +---+i-1 tient comp- 
te du fait que le premier difféomorphisme conserve (inverse) l’orien- 
tation si le produit (n, + ... + n;_)n; est pair (impair) et le 
deuxième, si le produit (n, + ... + n;_) (n; — 1) est pair 
(impair); voir 6. 


Orientations dans le cas vectoriel 


10. La définition de l'orientation donnée dans Z est valable 
pour les espaces vectoriels réels, ceux-ci étant des variétés diffé- 
rentiables (voir 2.17). D'autre part, selon la définition vectorielle 
bien connue de l'orientation d’un espace vectoriel réel, c'est une 
application de l’ensemble de toutes les bases de l’espace dans S° 
telle que ses valeurs sur deux bases quelconques coïncident si et 
seulement si la matrice de passage d’une base à l’autre est positive. 


152 VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES [CH. 3 


Cette définition vectorielle ne contredit pas la définition donnée 
dans 7; elle est souvent plus commode. 

En particulier, elle rend évidente la remarque suivante. Soit f 
une application linéaire d’un espace vectoriel réel V sur un autre 
espace vectoriel réel. Fixons dans V un sous-espace V’ qui s'applique 
bijectivement par f sur Im f. Alors V se représente comme la somme 
directe des espaces Im f et Ker f et, par conséquent, l'orientation de 
deux quelconques de ces trois espaces V, Im f, Ker f déterminera 
l'orientation du troisième. Nous avons voulu souligner que cette 
relation entre les orientations des espaces V, Im f, Ker f ne dépend 
pas du choix de PV”, étant donc définie par l’application f. 


4, Variété des vecteurs tangents 


1. Soit X une variété de classe 87 (avec r = 1) et de dimension 
n. Nous allons désigner par Atl, X, où x est un point de X, la partie 
de l’atlas complet Atl X constituée des cartes qui contiennent x. 
Si p, Ÿ sont deux cartes de Atl, X, alors au point œ (x) est définie la 
différentielle du difféomorphisme 


loc (p, ) id: o (supp q N supp Ÿ) —+ + (supp æ M supp Ÿ) 


[c'est l'application linéaire R?®— R* dont la matrice est le jaco- 
bien de l'application loc (p, +) id au point o (x)l. Cette différentielle 
sera désignée par d, (p, ). 

Considérons l’espace vectoriel réel de toutes les applications de 
l’ensemble Atl, X dans R” (muni des opérations naturelles). Il est 
évident que les applications v: Atl, À — R? qui vérifient, pour 
des cartes arbitraires @, 4 € Atl, X, la relation v (d) — d, (œ, 4) v (œ) 
constituent un sous-espace de cet espace vectoriel, i.e. forment elles- 
mêmes un espace vectoriel réel. Ce dernier s’appelle espace tangent à 
X au point x; on le désigne par Tang, X ; les applications qui cons- 
tituent cet espace sont appelées vecteurs tangents à X au point x. 

Il est clair qu'un vecteur tangent se détermine par ses valeurs 
dans une carte arbitraire de Atl, X et, quels que soient la carte 
p € Atl, X et le vecteur u € R”, il existe un vecteur v € Tang, À 
tel que v (p) = u. Par conséquent, l'application o#: Tang, À — R?, 
définie sur la carte @ € Atl, X par la formule px (v) = v (@), est 
bijective. Cette application étant en outre linéaire, elle sera un iso- 
morphisme linéaire, et en particulier dim Tang, X = n. La base de 
l’espace Tang, À en laquelle l'isomorphisme œ; applique la base 
canonique ofrts, ..., ort, de l’espace R” est appelée w-base. Les 
coordonnées du vecteur v € Tang, X relativement à la -base coïn- 
cident avec les coordonnées usuelles du vecteur v (+); on les appelle 
-coordonnées du vecteur v. 

2. La réunion [J,e x Tang, X, i.e. l’ensemble de tous les vecteurs 
tangents à X, est désignée par Tang X. L'application Tang X — X 


SET NOTIONS FONDAMENTALES 453 


qui applique Tang, X dans x est appelée projection; on la désigne 
par pr. Ainsi pr! (x) = Tang, X. 

L'ensemble Tang X possède une topologie naturelle qui en fait 
une variété topologique et, pour r > 2, le munit d’une structure 
différentielle naturelle. Ces structures peuvent être décrites de la 
manière suivante. Définissons d'après une carte ® de la variété X 
l'application 

tn @: pr! (supp æ) — Im p x R”" 
par la formule 

tn  () = (pe pr (v), p# (v)). 

L'identification usuelle R° X R° = R*, qui transforme Im @ X 
X R7 en un sous-ensemble ouvert de l’espace R°" ou du demi-espace 
R?, permet d'envisager tn comme une carte de dimension 27 
dans Tang X ; il est clair que si # est une autre carte de la variété X, 
alors la composée des applications 


(supp ç N supp +) x R° - 


== tn o (pr (supp æ) N pr”! (supp wÿ)) 


_ _ ab tn + 
pr”! (supp p) N pr'{ (supp b) —— 


tn 4 (pr (supp )N pr'* (supp Ÿ))= (supp pfsupp y) XR*®  (1} 
se définit par la formule 
(a, u) > (loc (p, Ÿ) id (a), dy-tt0) (Ps D) u) 
ou, ce qui revient au même, par la formule en coordonnées 


(a,  * An ; U) °°? Un) > (b:, ._. On ; Ugo .. Un); 


ab(tn @)”1 
— 


A 


où 
b;=l; (a, .. An); 


S \ j=1,...,n, 2 
= 2 Due au [ ? @ 


les Z,, . :., L, étant les fonctions de coordonnées de l'application 
loc (p,») id. (D; désigne la dérivation relativement à la i-ème coor- 
donnée.) Les formules (2) montrent que les cartes tn @, tn 5 sont @'”1- 
compatibles (nous posons @°7! = @*, @-1— @2); il est évi- 
dent que les cartes tn @ avec p € Atl X recouvrent Tang X ; ainsi, 
les cartes tn , ® € Ati X, constituent un &'-!-atlas de l’ensemble 
Tang X. Cet atlas possède un sous-atlas dénombrable (puisque Atl X 
possédait un sous-atlas dénombrable) et contient, pour deux vecteurs 
quelconques de Tang X, une carte ou une paire de cartes disjointes 
qui les recouvrent (car pour deux points arbitraires de X Atl À con- 
tient une carte ou une paire de cartes disjointes qui les recouvrent). 
Ainsi, il transforme Tang X en une @”’ !-variété de dimension 2n. 
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Cette dernière est appelée variété totale des vecteurs tangents de la va- 
riélé X. 

Il est évident que la projection Tang À — X, les inclusions 
Tang, À — Tang X et l’application naturelle À — Tang X, qui 
fait correspondre au point x € X l'élément nul de l’espace Tang, X, 
sont des @””!-applications. 

Les formules (2) montrent que pour r > 2 le jacobien de l’appli- 
cation composée (1) au point (a, u) est égal au carré du jacobien de 
l'application loc (@,%) id au point a. D'où l’on déduit que pourr > 2 
la variété Tang X est toujours orientable et possède même une orien- 
tation canonique, positive sur les cartes tn @ avec @ € Catl X. 

Remarquons aussi que pour deux variétés différentiables arbi- 
traires X,, X, (avec 0X, — @j).et des points quelconques x, € X:, 
T2 € X, il existe entre les espaces T'ang ,,,,,(X, X À2) et lang, X,® 


® Tang, X, un isomorphisme vectoriel naturel et que les isomorphi- 


smes correspondant à à tous les couples (x,, x.) constituent un difféo- 
morphisme entre les espaces Tang (X, X X.)et Tang X,:X Tang X.. 


Différentielle d’une application différentiable 


3. Soit jf une application de classe &’' d’une @7"-variété X de 
dimension m dans une 87"-variété ŸY de dimension n pour r>1. Pour 
un point x € X et des cartes € Atl, X, 14 € Alt;,,Ÿ, désignons par 
d, (f; p, vb) la différentielle de l'application loc (@, ) f au point 
œ (x) (i.e. l'application linéaire R”* —-R” dorit la matrice est le 
jacobien de.l’application loc (@, 1%) f au point œ (x)). Si q’, Ÿ’ sont 
d’autres cartes quelconques de Atl,X, Atl;.Ÿ, on a 


d; (7; Ps Ÿ") — df(x) (p, Ÿ')o dx (7; Ps Ÿ) o dy (q”, ®); 
d’où il découle d’après les égalités 


de (', p) = pue (p#)7!, dico (br Ÿ') = Va ° VE 
que 


(p4) * o dé (f; p', d') o pa = VE © de (F3 Ps À) © pa 


ie. l'application linéaire 
dE o de (f; p, do p#: Tang,X —+ Tango Ÿ 


ne dépend pas du choix des cartes p, w. Cette application linéaire 
S appelle différentielle de l'application f au point x; on la désigne par 

d,f ; l’ application de la variété totale Tang X dans la variété totale 
Tang Ÿ qui coïncide sur Tang, X avec d,f est appelée différentielle 
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de l'application j ; ‘on la désigne par df. Il est évident que le diagramme 


Tang À 2 Tang Y 
TOOL 
Î 
X —7Y 

est commutatif. | 

Si l’on désigne par L,, ..., L, les fonctions coordonnées de l’ap- 
plication loc (®, 1) f, la représentation locale loc (tn @, tn 4) df de 
la différentielle df se définit par la formule en coordonnées (a, . 
.., Ami Us se Um) 2 (y, - . ., D Us, + + ., Un), Où 


b;=l;(a;, ..) Am); 

Me j=1, ...) Te 

vy= 2 Dit, (as, ….. Am) U;; 
îi= 


Ainsi df appartient à la classe &77!, 

Pour toute application différentiable À de la variété Ÿ dans une 
troisième variété différentiable on a évidemment d (ho f) = dho df 
et df = id (Tang X) lorsque Ÿ — X et j — id X. Il est également 
évident que si f est un difféomorphisme, alors df est un difféomorphi- 
sme pour r => 2 et un homéomorphisme pour r = 1. 

Dans le cas où X est un sous-ensemble ouvert de l’espace R7 ou 
du lemi-espace R? et Ÿ un sous-ensemble ouvert de l’espace R? ou 
du demi-espace R7, il existe, en chaque point x € X, en plus de la 
différentielle d,f: Tang,X — Tang,;,,Ÿ, la différentielle classique 
de l'application f définie comme l'application linéaire R7 — R”? 
dont la matrice est la matrice de Jacobi de l’application f au point x. 
Lorsqu'on identifie l’espace Tang, X avec R°” et l’espace Tang, Y 
avec R” à l’aide des isomorphismes linéaires (id X)4#: Tang,X —- 
—+ RT et (id Y)#: Tang,,,Y — R7, d,f devient cette différentielle 
classique. 

4. Si.A est une sous-variété ou le bord d’une variété différen- 
tiable X, la différentielle d, in: Tang,A — Tang,X de l'inclusion 
A — X est évidemment un monomorphisme en chaque point x € À. 
Ceci permet d'identifier les espaces tangents Tang,A avec les sous- 
espaces d,in (Tang,4) des espaces tangents Tang,X et Tang À 
avec d in (Tang À). L 

Si À est une sous-variété de R”, on peut ajouter à-l’identifica- 
tion Tang,A — d.: in (Tang,A) l'identification Tang, R? = R" par 
l’isomorphisme linéaire canonique (id R’}#: Tang, R° — R", de 
sorte que l’espace tangent Tang, À s'avère être un sous-espace de 
l’espace R”. Il n’est pas difficile de donner ce sous-espace explicite- 
ment lorsque À est défini dans un voisinage du point x par des fonc-., 
tions indépendantes ®@z+41; - - .; @ Suivant le schéma de 2.12: il 
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se compose des vecteurs de l’espace R” orthogonau) :ux n — k vee- 
teurs grad +, (x), . .., grad œ, (x). Par exemple, Tang,S"-1 est 
le sous-espace de l’espace R” constitué des vecteurs orthogonaux à x. 


Champs de vecteurs 


5. On appelle champs de vecteurs sur une variété différentiable X 
toute application continue X — Tang X qui fait correspondre à 
chaque point de À un vecteur tangent en ce point. Un exemple tri- 
vial est donné par le champ de vecteurs nul dont la valeur en chaque 
point x € X est le zéro de l’espace Tang, X (cf. 2). 

Une variété différentiable X de dimension n et de classe @?7+1 est 
dite &'-parallélisable s’il existe des champs de vecteurs f,,..., f,: 
X — Tang X de classe @’ tels que les vecteurs f, (x), . .., f, (x) 
constituent pour chaque point x € X une base de l’espace Tang, X. 
Par exemple, l’espace R°7 (envisagé comme une @‘°-variété) est 
G°-parallélisable ; il peut être parallélisé par les champs de vecteurs 
qui font correspondre au point x € R” la (id R”)-base de l’espace 
Tang,RT. 

La @°-parallélisabilité est parallélisabilité tout court. Nous mon- 
trerons au chapitre 4 (voir 4.6.4.3) que la parallélisabilité d'une 
&7"*1_-variété compacte pour r < © implique sa G’-parallélisabilité. 

Information. Toute 87"*!-variété parallélisable est G'-pa- 
rallélisable également dans le cas non compact, ainsi que pour r = a. 

6. Lorsqu'une variété différentiable X est parallélisée par les 
champs de vecteurs f,, ..., f,: À — Tang À de classe €”, la for- 
mule (x, (Yy, . . ., Yn)) > Yafs (€) +... + Ynfn (&) définit un €’- 
difféomorphisme du produit À X R°" sur Tang X. En effet, la for- 
mule ur (pr (uv), (y1, - - ., Yn)), OÙ Y1, . . ., y, Sont les coordonnées 
du vecteur v relativement à la base f, (pr (v)), . .., f, (pr (v)) de 
l'espace Tangprw)À, définit l'application inverse Tang X — X X 
X R” et il est clair que les deux applications appartiennent à la 
classe 6’. Ainsi, la variété totale des vecteurs tangents d'une variété 
différentiable G'-parallélisable X de dimension n est @'-difféomorphe 
au produit À x R. 

I1 découle de cette remarque, en particulier, qu'une i variété diffé- 
rentiable €'-parallélisable est orientable. En effet, la variété Tang X est 
orientable pour toute @”-variété X lorsque r > 2 (voir 2) tandis que 
l’orientabilité du produit X X R7 implique celle de X (voir 3.7). 

7 (Exemples). Pour nr impair, la sphère S” possède des champs de 
vecteurs qui ne s’annulent en aucun point. Tel sera, par exemple, le 
champ de vecteurs qui applique le point x = (t,, . .., Æn+1) € S7 
dans le vecteur (y, ..., Yn+1) € RT*E, Où Yon y — —Tops Yor = 
= Zop (k=1,... (n + 1)/2), envisagé comme” un vecteur de 
Tang,S" (voir 4). 
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Remarquons que ce même champ peut être défini par une formule 
complexe plus compacte x -+ xi si l’on envisage R"+! comme étant 
C+b/2, Lorsque r + 1 est divisible par 4, on peut envisager R"*! 
comme étant H®+b/# et les formules 


Ti TOrts,, T1 Orty, Z—> zxort, 


(où ort,, ort,, ort, sont considérés comme les unités imaginaires des 
quaternions) définissent sur S" trois champs de vecteurs linéairement 
indépendants en chaque point. Si n + 1 est divisible par 8, alors 
RT* peut être envisagé comme étant Ca!*+?/8, et les formules 
Ti ToOrts, ..., tr x orts (où ort,, . . ., ort; sont considérés com- 
me les unités imaginaires de Cayley) déterminent sur S” sept champs 
de vecteurs linéairement indépendants en chaque point. Puisque tous 
les champs considérés sont analytiques, cette construction montre en 
particulier que les sphères St, S° et S7 sont 6°-parallélisables. 
Information. Pour n #0, 1, 3, 7 la sphère S" n’est pas 
parallélisable. On trouve une démonstration dans [1] et [2]. 


5. Plongements, immersions et submersions 


1. Une application f d'une variété différentiable X dans une 
“variété différentiable ŸY est appelée @’-plongement si f (X) est une 
'-sous-variété de la variété YŸ et ab f: X — f (X) est un &"-difféo- 
morphisme. En guise d'exemple signalons l'inclusion dans une @?- 
variété d'une de ses sous-variétés. Puisque chaque application f: 
X—Y se représente comme la composée de son abréviation 
:ab f: X — f (X) et de l'inclusion f (X) —+ Ÿ, tout &'-plongement ap- 
partient effectivement à la classe &’ d’ applications. 

Les €!-plongements sont appelés autrement plongements diffé- 
rentiables. Comme il découle du théorème 3 démontré ci-dessous, un 
plongement différentiable appartenant à la classe €” est un €'-plon- 
gement. Il va de soi que les plongements différentiables sont des 
plongements topologiques. Ces derniers sont parfois appelés &°- 
plongements. 

Un plongement ditfférentiable f: À — Y est appelé propre si 
_f(X) est une sous-variété propre de la variété Y. En guise d’exem- 
ple, citons l'inclusion d’une sous-variété propre d’une variété diffé- 
rentiable dans cette variété. Il est clair que si dim X = dim Ÿ, Ÿ 
-est connexe et X n'est pas vide, tout plongement différentiable pro- 
pre X —> Ÿ est un difféomorphisme. 

Il est évident que pour tout &’-plongement f: À —+ Ÿ et pour 
tout point x € X il existe des cartes q € Atl,G"7X, 1 € Atl,,,67Y 
telles que loc (p, w) f coïncide avec une des inclusions R" —+ R?, 
RT— RT, RT—RRT, où m — dim X, n — dim Ÿ, la deuxième 
.éventualité. étant exclue dans le cas où f est propre. 
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Immersions 


2. Une application différentiable f d’une variété différentiable X 
dans une variété différentiable Y est appelée immersion lorsque : 
(i) d,f: Tang,X — Tang;,,Ÿ est un monomorphisme pour chaque 
point EX: (ii) (df)-! (Tang 0Y) € Tang 0X. 

Remarquons que la condition (i) implique l'inégalité dim À < 
< dim Ÿ, tandis que la condition (ii) implique l'inclusion f (int X)c 
C int Ÿ, la condition (ii) étant satisfaite automatiquement lorsque 
Y est sans bord. 

La composée de deux immersions est évidemment une immersion. 

En guise d’ exemple d’immersions, citons des plongements diffé- 
rentiables. 

4. Sif: À —+ Ÿ est üne immersion de classe €", alors chaque point 
de X possède un voisinage sur lequel f est un G'-plongement. 

Démonstration. Soit x, un point arbitraire de la variété 
X ; posons dim X — m, dim Ÿ — n, choisissons deux cartes quel- 
conques p € AtL, X, 4 € Atl4,,, Ÿ et désignons par À, ..., l, les 
fonctions coordonnées de l’application loc (p, +) f. D’après la condi- 
tion £ (i), le rang de la matrice de Jacobi de l’application loc (®, 1) f, 
calculée au point o (x), est égal à m, tandis que la condition #{ii} 
permet de supposer non nul le mineur M de cette matrice constitué 
par les m premières lignes. [Si f (x) E int Ÿ, la condition 2(ii) n'est 
plus nécessaire. On peut obtenir l'inégalité M =£ OÔ en renumérotant 
les coordonnées locales %,, . . ., W, correspondant à la carte, i.e. 
en changeant de place les lignes de la matrice. Si f (xs) € 0Y, alors 
2(ii) implique que tous les éléments de la première ligne de la matri- 
ce, sauf le premier, sont nuls ; ceci permet d'obtenir l'inégalité M 
=£ O0 par renumérotation des coordonnées 4,, . .., W,.] Il découle 
de théorème sur les fonctions implicites qu'il existe un voisinage W 
du point (+, (f (to)), . . -; Ym ( (to))) dans R7 et un €’-plonge- 
ment À: W — Im o tels que pour i = 1, ..., mona 


h; QU* ( (Zo)); ..) Ÿm ( (Zo))) — Où (to), 
l; (A (Ya: + 2 Um); ee.) Rm (Ya e + Ym)) = Yi, 


Gas ++. Ym) EW, 


OÙ À, ..., km sont les fonctions coordonnées de l’application À. 
On trouve que: NV = p *(h (W)) est un voisinage du point %,; 
f{ (N) se détermine dans #7! (W X R°”) par les équations 


Ÿ; — l; OA (D; 7 Ÿm); ., hum (b, . Ÿm)) = (4) 


et peut-être par l'inégalité À, (1, . . ., Ym) K 0, étant donc une 
£'-sous-variété de la variété Ÿ ; la composée des applications 
ab 4 (ab œ)"! 


FN) 25 NW 2 0) —N, 
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où la deuxième flèche figure l’abréviation de la projection orthogo- 
nale R®— R°, appartient à la classe €”, tout en étant inverse de 
l'application ab f: N — f (N). Ainsi f |, est un €’'-plongement. 

4 (Corollaire). Si une immersion de classe €" est un plongement topo- 
logique, elle sera un €'-plongement. En particulier, chaque €'-immersion 
injective d'une variété compacte est un ©'-plongement. 

5. Soient f: X — Ÿ une application différentiable telle que 
(df)-! (Tang 0Y)C Tang OX, et À un sous-ensemble compact de la 
variété X. Si f |, est injective et la différentielle d.f est non dégénérée 
aux points x € À, alors dans un certain voisinage de À l'application f 
est un plongement différentiable ; en particulier, si dans les conditions 
précédentes on a dim X — dim Ÿ etf (06X)c 4Y, alors f est un difféo- 
morphisme qui applique un voisinage de l'ensemble À sur un voisi- 
nage de l'ensemble f (4) 

Démonstration. Fixons pour chaque point x € À un 
voisinage Ü, sur lequel jf est un @'-plongement (voir 3) et recou- 
vrons À par un nombre fini de tels voisinages, mettons par les voi- 
sinages Ux, .-. VU, L'ensemble Y X YX diag Ÿ étant ouvert 


dans Y X Y (voir 1.2. 2. 4), son image inverse W par l'application 
fXf: XX X—=Y X Ÿ est également ouverte, tandis que l'in- 
jectivité de l’application f sur À implique que l’ensemble W | 


S 
U | U(U, X U,.) | contient l'ensemble À X À et se trouve donc 
i=1 


être son voisinage. Munissons l’espace À d’une métrique (voir 1.1.12)} 
et par suite l’espace X X X (voir 1.2.2.9); posons 


= {x EX | Dist (4, x) << Dist ((X X X)XW, 4 X A)/2}. 
Puisque B est ouvert et contient À (voir 1.1.7.15), l'intersection: 
B f (U U;,) est également ouverte et contient À; mais comme À 
i=1 


est compact, il possède un voisinage ÜU à adhérence compacte con- 
tenu dans cette intersection. En outre, B X B € W, d’où l'on tire. 
que jf est injective sur B. Par conséquent f| au est un plongement. 
topologique et f |; un plongement différentiable (voir 4). 


Submersions 


6. Une application différentiable f d’une variété différentiable X 
dans une variété différentiable Ÿ est appelée submersion si (i) d.f: 
Tang, X ne vri YŸ est un épimorphisme pour chaque point 
xEX; ii) cf (Tang. OX) = Tangyx»wŸ pour chaque point x€ 
E OX N f- 1 es Fr: (iii) Reis 0X fMf-!(int Y) est cons- 
tituée des composantes entières de la variété 0%. 

Remarquons que la condition (i) implique l'inégalité dim X > 

> dim Y et les conditions (ii), (iii) sont automatiquement satisfaites: 
forsque X n’a pas de bord. 
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En guise d'exemples, considérons les fonctions réelles différen- 
tiables f: À — R. Comme dans l'Analyse, nous dirons que le point 
x € X et la valeur correspondante f (x) sont critiques pour f si d,f = 0. 
Il est clair que jf est une submersion si et seulement si aucune des 
fonctions f, f [sx ne possède de points critiques. 

D'autres exemples de submersions sont donnés par les projections 
du produit de deux variétés différentiables (dont une sans bord) 
sur chacun des facteurs. 

7. Une application f d'une variété différentiable X de dimension m 
dans une variété différentiable Y de dimension n est une submersion de 
classe 6" si et seulement si pour chaque point x € X il existe des cartes 
p € Atl, GTX, VE Atl;., &'Y telles que f(supp ?) € supp Ÿ; {e 
couple (Im @, [Im 1) coïncide avec un des trois couples (RT, R”), (RT, 
RT), (RT, R?) et dans les trois cas on a @ (x) = 0 et w (f (x)) = 0; 
la représentation locale correspondante loc (, ) f peut être décrite 
dans le premier cas comme étant la projection du produit R? X RT7 
sur le premier facteur, dans le deuxième cas comme la projection du 
produit R?7 X R7 sur le deuxième facteur et dans le troisième cas 
comme la projection du produit R° X R"7 sur le premier facteur. 

La suffisance de cette condition est évidente; démontrons-en 
la nécessité. Soient p', V! des cartes arbitraires de AU X, Atl;0Y 


telles que f (supp 0) = supp Ÿ et o! (x) — pt (f (x)) — 0; dé- 
signons par Pi, . .., Pm et Vi, - .., Vr les dis coordonnées 
correspondantes et par L,, ..., !, les fonctions coordonnées de l’ap- 


plication loc (@!, 14!) f. Nous allons distinguer trois cas: x € int X, 
f(x) EintY; x € 0X, f(x) Eint Y ; f(x) E0Y. La condition 6 (i) 
signifie que le rang de la matrice de Jacobi de l’application loc (w!, 
4!) f calculé au point 0 est égal à nr dans tous les trois cas; d'autre 
part, selon la condition 6 (ïi), dans le deuxième cas, ce rang ne de- 
viendra pas plus petit si nous éliminons la première colonne de 1a 
matrice. Ainsi on peut supposer que, dans le premier et dans le troi- 
sième cas, le mineur constitué par les n premières colonnes n'est pas 
nul et dans le deuxième cas, le mineur constitué par les nr dernières 
colonnes n’est pas nul. En outre, dans le troisième cas, le point 
est un point frontière pour Im œ' dans R” et la fonction /, s'annule 
sur p!(9X f] Im œp') dans un voisinage de ce point. La première 
assertion découle du fait que la fonction /, étant non positive, possède 
au point 0 une valeur nulle et un gradient différent de zéro ; ceci dit, 
la deuxième assertion découle de 6 (iii). 

Pour passer des cartes @!, 9! aux cartes envisagées ®, %w, on doit 
se servir des cartes auxiliaires q? € Atl, &’ X, 4° € Atl;,,Ÿ. Dans 
le premier et le troisième cas, o* est une carte dont les coordonnées 
locales sont les restrictions des fonctions Lo @!l, ..., l, ° @!, 
Pntir + + On à Un Voisinage suffisamment petit U du point T, 
tandis que pour 14°? on prend ab pl: V, — 1! (V,), où V, = f (U:). 
‘Dans le deuxième cas, p° et 1° se définissent de la même façon, sauf 
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qu'au lieu des fonctions Lo pl, ..., bo D, Qn+rs + +» Pm On 
prend les fonctions pp, . .., Qn-n; L o oi, ... In° p. Dans tous 
les cas on a f(U,) = V, et application loc (œ°, 4?) f se définit 
dans le premier et le troisième cas dans les nouvelles coordonnées 
locales @f,..., @m; Yi, . . ., Yr par les formules Ÿ} = q, ... 
.., Vn — pp? et dans le deuxième cas, par les formules pi — 

= Do nntir oc. D = Vn. Fixons un nombre positif e et définis- 
sons dans U,, Ve les ensembles U, V par les inégalités | q? | < e 
( =1,...,m), |W | <e (j = 1, .., N). 

[1 est clair que pour & suffisamment petit les cartes ®, % telles 
que supp ® = Ü, supp  — Ÿ, de coordonnées locales 


p? (y) 
e— | q?(y) | 


5 (2) | 
DO GOT (j—=1,...,n), 


P; (y) = (= 1, .. m), 


possèdent toutes les propriétés nécessaires. 

8 (Corollaires). Si f: X — Ÿ est une submersion, on a f (int X) & 
int Ÿ, f-!"(4Y)< 9X et les applications ab f: int X — int Ÿ, 
ab f: fr (0Y) — 0Y sont des submersions. 

Sif: À —+YŸ est une submersion de classe 6", alors f-! (y) est une 
G'-sous-variété propre de la variété X pour y € int Ÿ et une G'-sous- 
variété propre de la variété 0X pour y € 9Y. 

Toute submersion est une application ouverte. 

La composée de deux submersions est une submersion. 

9. Une G'-application f: X—Y jouissant de la propriété 6 (iii) 
sera une submersion si et seulement si pour chaque point x) € X il 
existe un voisinage V du point f (xs) et une @'-application g: V— X 
tels que f (g (y)) = y pour yE V et g (f (to)) = To 

La suffisance de cette condition est évidente, sa nécessité découle 
de 

10. Soitf: X — Y une submersion de classe G' telle que f (X) = Y'; 
soit h une application de la variété Y dans une troisième variété diffé- 
rentiable. Lorsque la composée ho f est de classe €, h est également 
de classe €". 

Démonstration. En vertu de 9, pour chaque point de 
la variété Ÿ, on peut trouver un voisinage V et une @’'-application 
g: V—+ X tels que fo g = lin: V — Y1, et cette égalité. implique 
h\y = (Rof)o g. 

6. Structures complexes 


1. Rappelons qu’une application d'un sous-ensemble ouvert de 
l’espace C°”* dans un sous-ensemble de l’espace C” est dite holomorphe 
lorsque ses fonctions coordonnées sont holomorphes; elle est dite 
biholomorphe lorsqu'elle est bijective et holomorphe en même temps 


11—-0824 
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que l'application inverse. Dans le dernier cas on a évidemment 
m = n (voir 2.2). 

Si Cet C’sont envisagéscommeétant R°* et R°”, lesapplications 
holomorphes deviennent des &°-applications, tandis que les appli- 
cations biholomorphes deviennent des €°-difféomorphismes. Les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une application diffé- 
rentiable d’un sous-ensemble ouvert de l’espace R°" dans un sous- 
ensemble de l’espace R°* soit holomorphe relativement aux struc- 
tures complexes définies dans R*” et R* par les identifications 
R?7 = C”, R?* — C’ sont les conditions de Cauchy-Riemann; il 
est clair que l’application inverse d’un difféomorphisme vérifiant les 
conditions de Cauchy-Riemann vérifie également ces conditions. 
Par conséquent, un difféomorphisme holomorphe est une applica- 
tion biholomorphe. 

2. Si une application holomorphe d’un sous-ensemble de l’espace 
C” dans un autre possède une différentielle non dégénérée en un cer- 
tain point, alors elle conserve cette propriété en tant que @°-appli- 
cation; sa restriction à un certain voisinage du point indiqué est 
un difféomorphisme de celui-ci sur son image. Par conséquent, une 
application holomorphe qui possède en un certain point un jacobien 
non nul est une application biholomorphe d’un voisinage de ce point 
sur son image. 

Cet énoncé est l’analogue exact du théorème réel sur l’inversion 
locale d’une application différentiable dont nous nous sommes servi 
pour déduire cet énoncé ; exactement de la même manière, on peut 
transposer au cas complexe le théorème plus général de l'Analyse : 
le théorème sur les fonctions implicites. Soit f une application holo- 
morphe d’un sous-ensemble ouvert À de l’espace CT XC" dans C”?, 
qui applique le point (2°, w°) € À dans Oet possède en ce point un 
jacobien non nul relativement au deuxième argument. Le théorème 
complexe sur les fonctions implicites affirme l'existence d’un voi- 
sinage U du point z° dans Cet d’un voisinage V du point w° dans C” 
et, enfin, d’une application holomorphe g: U— V tels que U X 
X VC A, l'application f |yuxv annulant précisément le graphe 
de l'application £g. 

3. Une transformation linéaire de l’espace C” est également li- 
néaire lorsqu'on l’envisage comme une transformation de l’espace R°”, 
ce qui fait correspondre à chaque matrice complexe C de dimension 
n X n une certaine matrice réelle À de dimension 2n X 2n. Si C — 
— À +iB et z — x + iy sont les décompositions de la matrice C 
et du vecteur z € C" en parties réelles et imaginaires, on a 


Cz = (Az — By) + i (Bx + Ay) 


a-[5 74] 


de sorte que 
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Il découle en particulier de cette formule que 
det À = | det C |’; 


en effet, si l’on ajoute à la première ligne (en blocs) de la matrice À 
la deuxième multipliée par i, et ensuite à la deuxième colonne Îa 


première multipliée par —i,la matrice À se met sous la forme E sl- 


Variétés complexes 


4. On appelle carte complexe de dimension #7 dans un ensemble X 
toute application bijective d'un sous-ensemble de l’ensemble X 
sur un sous-ensemble ouvert de l’espace C”. Les cartes complexes ®, 
+ sont dites accordées, où compatibles, si l’ensemble @ (supp ® A 
" supp 1) (supp se définit comme dans le cas réel) est ouvert dans 
Im œ, l’ensemble Ÿ (supp ® N supp Ÿ) est ouvert dans Im ÿ et les 
bijections composées 


ab "1 ab Ÿ 


® (supp ®N supp Ÿ) => supp ph supp Ÿ => Ÿ (supp p N supp ph: 
Ÿ (supp @ N supp b) 2 ŸS supp o N suppv 2? p(suppon supp Ÿ) 


sont holomorphes. Du fait que les cartes non disjointes de dimen+ 
sions m, n sont compatibles on déduit que m = n. 

Üne famille de cartes complexes est appelée atlas holomorphe 
de dimension n de l’ensemble X si ces cartes recouvrent X, sont de 
dimension n et sont compatibles deux à deux. Deux atlas holomorphes 
sont dits holomorphiquement équivalents si toutes leurs cartes sont 
compatibles deux à deux. La partition de la famille de tous les atlas 
holomorphes de dimension nr de l’ensemble X est constituée par des 
classes disjointes d’atlas holomorphiquement équivalents entre eux. 
Ces classes sont appelées structures complexes de dimension n sur X. 

5. Une carte complexe de dimension n peut être envisagée comme 
une carte réelle de dimension 2n, i.e. comme une carte de dimension 2n 
dans le sens de 2.3. Alors les cartes complexes compatibles se trans- 
forment en cartes réelles &°-compatibles, les atlas holomorphes, en 
@°-atlas, et les atlas holomorphiquement équivalents, en @°-atlas 
@z-équivalents. Ainsi une structure complexe de dimension » sur 
un ensemble X induit une @°-structure de dimension 2» sur X. 
Le cas le plus important est celui où la &°-structure transforme X 
en une variété, i.e. lorsque la topologie qu'elle détermine est une topo- 
logie de Hausdorff à base dénombrable. Un ensemble X muni d’une 
structure complexe de dimension nr qui possède cette propriété est 
appelé variété complexe de dimension n. 

L'’atlas complet d’une variété complexe X, i.e. l’ensemble de 
toutes les cartes de tous les atlas de sa structure complexe, est dé- 
signé par Atl X. 


ab 


11* 
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6. Une application continue f d'une variété complexe X dans une 
variété complexe Ÿ est dite holomorphe lorsque toutes ses représen- 
tations locales, i.e. les applications 


œ (supp @ Nf* (supp Ÿ)) — Imv 


définies pour les cartes o € Atl X, € Atl Y par la formule x-- 
> 4 (f (p-* (x))) sont holomorphes. L'application f: À — Ÿ est dite 
biholomorphe lorsqu'elle est holomorphe et bijective, l'application 
inverse étant également holomorphe. Les variétés complexes que l'on 
peut lier par une application biholomorphe sont dites biholomor- 
phiquement équivalentes. 

… Si l’on envisage les variétés complexes comme étant des @°- 
‘variétés, alors les applications holomorphes deviennent des @‘- 
applications et les applications biholomorphes, des @°-difféomorphi- 
smes. 

7. Un sous-ensemble À d’une variété complexe X de dimension ñn 
est appelé sous-variété de dimension k si chaque point x € À est recou- 
vert par une carte € Atl X telle que œ (supp p N 4) = Im y N C*. 
Les cartes ab œ: supp p N 4 — Im p fC* construites d'après 
les cartes p € Atl X constituent un atlas holomorphe de dimension # 
de l’ensemble À qui transforme À en une variété complexe. 

La définition de l'indépendance des fonctions donnée dans 2.12 
‘est valable également dans le cas complexe ; le théorème sur les fonc- 
tions implicites implique qu'un sous-ensemble À d’une variété 
complexe À de dimension nr est sa sous-variété de dimension # si et 
seulement si, pour chaque point x, € À, il existe un voisinage U 


dans X et des fonctions holomorphes PRtis + + Pn: U —+ C indé- 
pendantes au point x, tels que l'intersection À n U se détermine dans 
U par les équations @2+1 (x) = 0, ..., Pn (x) = 0 (voir 2.12). 


Si une variété complexe X est envisagée comme une @°-variété, 
alors les sous-variétés resteront des sous-variétés, tandis que la @°- 
structure qu'elles héritent de À coïncide avec la 6°-structure induite 
par leur propre structure. complexe. 

t:: Si À est une sous-variété d’une variété complexe X, alors l’in- 
clusion A — X. est une application holomorphe. 

: Une application f d'une variété complexe X dans une variété 
complexe Y est appelée plongement holomorphe si ab f: À —+f(X) 
est une application biholomorphe de la variété X sur une sous-variété 
de la variété Y. Puisque dans ce cas f est la composée de l'application 
biholomorphe X —- f (X) et de l'inclusion f (X) — Y, un plongement 
holomorphe est une application holomorphe. 

8. Si X1,..., X,sont des variétés complexes de dimensions n,,... 
55 .,.n4, alors les produits mp, X .... X æm, des cartes p, € Atl X; 
‘constituent .un atlas holomorphe de dimension (ny, +:..+n;) 
de l’ensemble X, X ... X X,, qui fait de cet ensemble une variété 
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complexe de dimension nr, + ...+n,. Envisagée comme une €*- 
variété, cette dernière coïncide avec le produit des variétés X,, . .: 

, À, considérées comme étant des @°-variétés. 

9. Les définitions des vecteurs tangents, des espaces vectoriels 
tangents, de la variété totale des vecteurs tangents et de la diffé- 
rentielle d’une application (voir 4) se transposent mot pour mot au 
cas complexe. L'espace Tang, X, tangent à la variété complexe X 
de dimension n au point x, est un espace vectoriel complexe de di- 
mension 2, la variété totale Tang X est une variété complexe de 
dimension 2n et la projection Tang X —+ X est une application holo- 
morphe. La différentielle d,f d’une application holomorphe 1: 
X —- Ÿ au point x € X est une application linéaire de l’espace vecto- 
riel Tang, À dans l’espace vectoriel Tang,.,Ÿ, tandis que la diffé- 
rentielle df est une application holomorphe de la variété Tang X 
dans Tang Y. 

Les espaces tangents Tang, X et la variété totale Tang X, envi- 
sagés. respectivement comme des espaces vectoriels réels et comme 
une @2-variété, coïncident avec les espaces tangents et la variété 
totale des vecteurs tangents à la variété X, envisagée comme une 
@a-variété. Considérée comme une @‘-application, la différen- 
tielle de l’application holomorphe f coïncide avec la différentielle de 
l'application f, considérée comme une @°-application. 

10. Les premiers exemples des variétés complexes sont les espa- 
ces C” eux-mêmes. Une quantité illimitée d’autres exemples peut 
être obtenue en déterminant, à l’aide de systèmes d’ équations, des 
sous-variétés de ces espaces (voir 2.16). Il s'avère néanmoins qu'il 
est impossible de construire par cette méthode une variété compacte 
de dimension positive: toute sous-variété compacte de l'espace C” 
est de dimension nulle. 

Pour le vérifier, il suffit d'établir que sur une variété connexe 
compacte les seules fonctions holomorphes sont des constantes. Ceci 
se déduit facilement du théorème d'Analyse bien connu qui affirme 
qu’une fonction holomorphe sur un sous-ensemble ouvert de la droité 
complexe C et qui prend sa valeur maximale absolue est constante. 
Soient X une variété complexe connexe, f: X — C une fonction 
holomorphe et c la valeur absolue maximale de cette fonction. Si 
zx E X est un point tel que f (x) = c, alors pour chaque carte o de 
Atl X vérifiant supp @3 x, Im @ = Int D°dimX et chaque point 
y E supp + les nombres complexes z tels que le point (1 — z) q (x) + 
+ zœp (y) est contenu dans Im ®, constituent un domaine circulaire 
ouvert de centre 0 et de rayon supérieur à 1, tandis que la formule 


2 f(p "(1 — 2) p (x) + zp WY))) 


définit dans ce domaine une fonction holomorphe qui admet au 
point 0 une valeur absolue maximale. Puisqu'’une telle fonction doit 
être constante, en posant z = 0 et z — 1, on obtient f (y) = c; par 
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conséquent, l’ensemble f-? (c) est ouvert ; étant en même temps fermé 
et non vide, il coïncide avec X. 
Des exemples de variétés complexes compactes apparaîtront au $ 2. 


Variétés d’origine complexe 


11. Une variété de classe @° qui apparaît lorsqu'on transforme 
une variété complexe en une variété réelle de la manière indiquée 
dans à est appelée variété d’origine complexe. 

Il est clair que les variétés d’origine complexe sont de dimension 
paire et n’ont pas de bord. Elles sont orientables ; si la structure com- 
plexe est connue, elles en héritent une orientation canonique, à 
savoir une orientation positive sur des cartes connexes (envisagées 
comme réelles) de l’atlas complet de la structure complexe. (Il dé- 
coule de 3 que la condition de compatibilité des cartes indiquée 
dans 3.1 est ici satisfaite.) [l est tout aussi évident que le produit 
de variétés d'origine complexe est une variété d'origine complexe. 


7. Exercices 


1. Démontrer qu'une variété différentiable fermée de dimension 
n >> 0 ne peut être appliquée par immersion dans R”. 

2. Démontrer que l'équation 2? + ... + z% — 1 définit dans C” 
une sous-variété @°-difféomorphe à Tang 771, 

3. Démontrer que l'application f : S? — R#, définie par la formule 


Î Lo; Ta) — (x? — 2, Lilo, Lila, Las); 


est une immersion et que f (S?) est une sous-variété (de l’espace R) 
homéomorphe à RP°. 

4. Démontrer que si un des nombres n,, ..., n; est impair et 
s >> 1, la variété S1 X ... X S°s est parallélisable. 


$ 2. VARIÉTÉS DE STIEFEL ET DE GRASSMANN 


1. Variétés de Stiefel 


1. Nous allons désigner par RV (n, k) ou plus brièvement par 
V (n, k) (où 0< k< n) l’ensemble des applications linéaires iso- 
métriques de l’espace R* dans R". Une telle application se définit par 
les images des vecteurs ort,, ..., ortx € R#, i.e. par .un k-repère 
orthonormé de l’espace R". Les coordonnées des vecteurs de ce repère 
constituent la matrice de l'application considérée qui comporte n 
lignes et Æ colonnes. Ainsi V (x, k) peut être interprété comme l'en- 
semble des k-repères orthonormés de l’espace R" ou comme l’ensemble 


$ 2] VARIÉTÉS DE STIÉFEL ET DE GRASSMANN 167 
des (n X k)-matrices || v,; || telles que 
n 
2 Vale Bi (RE KI). (1) 
S—= 


Nous allons envisager la matrice [| v,; || comme un point de l’espa- 
ce R"* en ordonnant ses éléments par ordre lexicographique. V (n, k) 
devient alors le sous-ensemble, défini par les équations (1), de l’espace 
R'#*. Un calcul rapide montre que les gradients des premiers membres 
des équations (1) ne sont pas nuls sur ce sous-ensemble et sont deux 
à deux orthogonaux. Ainsi V (n, k) est une @°-sous-variété sans bord 
de dimension nk — k (k + 1)/2 de l’espace R"* (voir 1.2.12). On 
l'appelle variété de Stiefel. 

Îl est évident que V (n, 0) est un point, V (nr, 1) la sphère S"-1 
et V (n, 2) la sous-variété de la variété Tang S®-? constituée par 
les vecteurs de longueur 1. 

2. Les points de la variété V (n, n) sont les transformations ortho- 
gonales de l’espace R” ou les matrices orthogonales d'ordre n; on 
désigne généralement cette variété par O (n). L'opération de com- 
position des transformations (la multiplication des matrices) munit 
O (n) d’une structure de groupe. Le sous-groupe de ce groupe constitué 
des matrices à déterminant +1 est désigné par SO (n). Les ensembles 
SO (n) et O (n) SO (n) sont ouverts dans O (n) et sont par consé- 
quent des @°-variétés. Elles sont @°-difféomorphes: on établit le 
difféomorphisme en multipliant par une matrice quelconque de 
O (n) SO (n). D'autre part, la variété SO (n) est canoniquement 
&°-difféomorphe à V (n, nr — 1): le difféomorphisme ajoute à toute 
matrice de V (n, r — 1) la colonne qui la transforme en une matrice 
de SO(n), i.e. construit à partir d’un (7 — {)-repère orthonormé 
de l’espace R? un n-repère orthonormé positif. 

Remarquons que SO (2) = V (2, 1) = S! et que la structure de 
groupe de SO (2) coïncide avec la structure de groupe sur le cercle S! 
envisagé comme groupe multiplicatif des nombres complexes unimo- 
dulaires. | 

3. L’inclusion R®—R°*1 détermine un @°-plongement V (n, k)— 
—> V(n<+q, k) qui associe à une application p:R*->+R" la composée 
des applications R* + RTS R*%, IL existe également un 6°-plon- 
gement canonique V'(n, k)—V(n+g,k+q) qui associe à l’appli- 
cation p:R*—+R? l'application, 


RAT em REX RTS RT x RIZ RAT. 
Enfin, l'inclusion R*7 — RÀ détermine une @‘-submersion V (n, 
k)— V'(n, k — g) qui associe à l'application : R* —+ R" la com- 


posée des applications R*4 5 R* %, R?, ie. applique le repère 
(is + +, UV) sur le repère (21, . . ., v1-9). Le fait que c'est effecti- 
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vement une submersion se déduit sans difficulté du théorème 1.5.9 
en indiquant explicitement comme le nécessite le théorème, pour le 
repère donné (v° . CU) EV (n, k), un voisinage V du repère 
(0, . .., Uh_ a) ) dans V (n, k — q) et une €°-application g: V — 
— V (n, k). On peut prendre en guise de V l’ensemble des repères 
(Du, - .., Ur o), de V'(n, k — q) tels que les vecteurs v,, . .., Ur-9 
Vh—gtis - - + VX sont linéairement indépendants, et en guise de 
£ (Un, + +, Una) POUT (1, . . ., Ua) € V le repère obtenu du repère 
(U,, . .., De gr Vhghir eos Uh) par l” orthogonalisation usuelle. 
Ajoutons que la sous-variété de la variété V (n, k) qui est l’image 
inverse d’un repère arbitraire (v°, ..., v8_.) € V (n, k — q) par 
cette: submersion, est constituée de tous les repères de la forme 


Us eus Vhgs Vhgtis « + es Un), OÙ (U-g+1s + + -» Ur) eSt un q- 
repère orthonormé du sous-espace de dimension (n — k + q) de 
l’espace R”, orthogonal aux vecteurs 0°, ..., 14; en particulier, 


elle est difféomorphe à Vin—k+a 9). 

4. On voit des équations (1) que l'ensemble V (n, k) est borné 
et fermé dans R°*. Ainsi les variétés V (7, k) sont compactes. 

La variété V (n, n — 1) — SO (n) est connexe : toute matrice 
de SO (n) se met sous la forme cu (m1, . .., ®,) c” 


COS @1 — Sin P: 0 
sin P, COS 4 


COS Pr — Sin Pr 


U 9 73 —= . 
(1 Pr) sin ®- COS ®r 


0 À 


(avec m1, . .., pr ER) tandis que c est une matrice orthogonale et 
grâce à ce fait elle peut être jointe à la matrice unité comme suit: 


lr> cu (CL —:t) Pis 9 (1 TT t) Pr) er? 


Etant les images continues de la variété V (n, n — 1) pour k <n —1 
(voir 3), les variétés V (n, k) sont également connexes. La variété 
V(n, n) = O{n) pour n >> 0 est constituée de deux composantes : 
SO (n) et O(n) SO (n). 
Le cas complexe : 
5. Nous désignerons par CV (n, k), où 0< k< n, l’ensemble 
des applications linéaires isométriques de l” nn ce C* dans C” ou, 


ce qui revient au même, l'ensemble des k-repères orthonormés de 
l'espace C” ou, ce qui revient toujours au même, l’ensemble des 
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(n X k}-matrices || v,;|| telles que 
2 Votes = Bis (LISE). 


Ces équations déterminent CV (n, k) comme un sous-espace de l’es- 
pace C'#—R?#*, En le décomposant en ses parties réelle et imaginai- 
re, nous obtenons 4? équations réelles dont les gradients des premiers 
membres ne sont pas nuls et sont deux à deux orthogonaux dans 
CV (n. k). Ainsi CV (nr, k) est une &°-sous-variété sans bord de di- 
mension 2nk — k? de l’espace R**. On l’appelle variété complexe de 
Stiefel. 

Mise en garde : la variété CV (n, k) n’est pas une variété com- 
plexe dans le sens de 1.6.5. La définition précédente ne la munit pas 
d’une structure complexe et, en fait, on ne peut pas la munir d'une 
telle structure dans le cas général, car pour k impair elle est de di- 
mension impaire. 

Il est évident que CV (7, 0) est un point, CV (n, 1) est la sphère 
S?*-1, Les points de la variété CV (n, n) sont les transformations uni- 
taires de l’ espace C”, et cette variété est généralement désignée par 
U (n). De même que Ü{n), U (n) est un groupe pour l'opération °. 
Le sous-groupe de ce groupe constitué des matrices à déterminant 
4 se désigne par SU (n); c'est une @‘-sous-variété de la variété 
U (n) canoniquement difféomorphe à CV(n, n —1) (voir 2). 

La variété U (n) est canoniquement difféomorphe à SU (n) X St: 
le difféomorphisme fait correspondre au couple (u, z) € SU (n) X S* 
la matrice en laquelle se transforme la matrice u si l’on multiplie 
les éléments de sa première ligne par z. Mise en garde: ce difféomor- 
phisme n’est pas un isomorphisme de groupe entre le produit direct 
des groupes SU (n), S' et le groupe U (n). 

De même que dans le cas réel, on définit les @°-plongements 
CV(n,k)— CV (in +a, k), CY (n, k)— CV (n + q, k + get la 
G°-submersion CV (n, k) — CV (n, k — q). En outre, le fait que 
les applications linéaires isométriques de l’espace C* dans C" peuvent. 
être envisagées comme les applications linéaires isométriques de 
l’espace R’* dans R°* permet de définir un €@°-plongement CV (n, 
k) — RV (2n, 2k). 

Les variétés CV (n, k) sont compactes. Elles sont toutes connexes: 
la variété CV (n, n) = U (n) est connexe puisque toute matrice uni- 
taire se met sous la forme cu (m,, . . ., mA) c”!, où u (m1, . . ., A} 
est une matrice diagonale à éléments diagonaux eï®1, . .., eï®n (@p,,... 

+ Pn ER), etc, une matrice unitaire qui peut donc être jointe 
à la matrice unité par le chemin 


ti cu ((l —t) p, ..., (1 — t) w,) ct; 


les variétés CV (n, k) pour 4 <n sont connexes, étant les images 
continues de la variété CV (7, n). 
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Le cas des quaternions 


6. On peut répéter presque mot pour mot ce qui a été dit dans 9 

Æen remplaçant le corps des nombres complexes par le corps non com- 

mutatif des quaternions. (Rappelons que H" est considéré comme un 

‘espace vectoriel à gauche (voir 1.2.5.4); ainsi une application linéai- 

re H*— M" sera définie comme une application linéaire à gauche 

‘et le produit scalaire des vecteurs (u,, . .., u,), (0,, . .., v,) se 
LA 


définit par la formule Y\u;v;.) On obtient ainsi une @°-variété HV (n, 
m1 


k), 0Sk< n, sans bord de dimension 4nk — (2k? — k), appelée 
variété quaternionique de Stiefel; des 6°-plongements HV (n, k) —- 
—> HV (n + g, k), HV (n, k)— HV (n + qg, k + a)et HV (n, k) — 
— CV (2n, 2k) et une @°-submersion HV (n, k) — HV (n, k — 9). 

Il est évident que HV (nr, 0) est un point, tandis que H” (7, 1) 
est la sphère S**-1, La variété HV (n, n) est généralement désignée 
par Sp (n); ses points sont les transformations isométriques linéaires 
de l’espace H” et la composition des transformations munit Sp (n) 
d'une structure de groupe. 

Toutes les variétés HV (n, k) sont compactes et connexes. La dé- 
monstration de la connexité qui répète ce qui a été dit dans 4 et 5 
se base sur la forme normale des matrices de Sp (n), or cette forme 
n'étant pas aussi universellement connue que la forme normale des 
matrices de SO (n) ou U (n), au chapitre » nous établirons la connexité 
par une autre méthode (voir 5.2.7.4). 


Variétés de Stiefel non compactes 


7. Nous désignons par RV” (n, k), ou plus brièvement par V” (7, 
k), 0Sk< n, l’ensemble des monomorphismes linéaires RÀ — R" 
-ou, ce qui revient au même, l’ensemble des k-repères non dégénérés 
-de l’espace R" ou, ce qui revient toujours au même, l’ensemble des 
(n X k)-matrices réelles de rang #. Il est clair que cet ensemble est 
ouvert dans l’espace R'* de toutes les (n X k)-matrices réelles. 
Ainsi V' (nr, k) est une @°-variété de dimension nk4 contenant V (7, 
k) en guise de sous-variété. 

Désignons par T (k, R), ou plus brièvement par T (k), l’ensemble 
des matrices triangulaires supérieures réelles d'ordre Æ à éléments 
diagonaux positifs. Il est évident que cet ensemble est ouvert dans 
l'espace R#*+2/2 de toutes les matrices triangulaires supérieures réel- 
les d’ordre k; il est difféomorphe à R*#+2/2, Si l’on applique à un 
k-repère non dégénéré de l’espace R” le procédé usuel d'orthogonali- 
sation, la matrice de ce repère sera mise sous la forme ut, où mu € 
EV (n, khjett ET (k); il est clair que cette représentation est unique 
“et détermine un difféomorphisme V'(n, k) — V (n, k) X T (k) qui 
applique V (n, k) dans une fibre de V (n, k) X E, où E est la matrice 
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unité. Ainsi la variété V’ (n, k) est @°-difféomorphe à V (n, k) X 
X R#Ë+D/2 et V (n, k) est son rétracte de déformation stricte. En 
particulier, les variétés V” (n, k) avec k n sont connexes, tandis 
que V'(n, n) a deux composantes. 

V' (n, 0) est évidemment un point, tandis que V'’ (n, 1) coïncide 
avec R'NO0. La variété V’ (n, n) est généralement désignée par 
GL (n, R); ses points sont les transformations linéaires non dégéné- 
rées de l’espace R” ou les matrices non dégénérées d’ordre n et la 
composition des transformations (la multiplication des matrices) 
la munit d’une structure de groupe. Le sous-groupe de ce groupe cons- 
titué des matrices à déterminant positif est désigné par GL. (n, R). 
Les ensembles GL., (n, R) et GL(n, R) XGL, (n, R) sont ouverts 
dans GLi{n, R) et sont @°-difféomorphes à SO (n) x R7"+2/2; 
ils sont précisément les composantes de la variété GL (n, R). 

Si l’on fait correspondre au monomorphisme @: R*-—+> R" les 
applications composées 


in id pxid 
RESORTS RU, RATS RE x RIT TS 


R' x R1 > +2 
et 

R?-9 in R? LA R?, 
on obtient des @‘-plongements V' (n, k) + V' (n + q, k), V'(n, 
k)— V'(n + q,k+q) et une @°-submersion V'(n, k) —+ V'(n, 
k — q) (voir #8). 

8. Désignons par CV’ (n, k), 0OSk < n, l’ensemble des mono- 
morphismes linéaires C* — C" ou, ce qui revient au même, l'ensemble 
des k-repères non dégénérés de l’espace C” ou, ce qui revient toujours 
au même, l’ensemble des nr X k-matrices complexes d'ordre 4. 
Ïl est clair que cet ensemble est ouvert dans l’espace C'* de toutes les 
(n X k)-matrices complexes. Ainsi CV'(n, k) est une €@°-variété 
de dimension 2nk dont CV (n, k) est une sous-variété. 

En répétant ce qui a été dit dans 7 (avec des modifications évi- 
dentes) nous obtenons un @°-difféomorphisme 


CT'(n, k)—CV(n, &) x T(k, C), 


où T'(k, Cj)est la variété des matrices triangulaires supérieures com- 
plexes d'ordre 4 à éléments diagonaux positifs. Evidemment T' (k, 
C) est @°-difféomorphe à R*° de sorte que CV’(n, k) est @°-dif- 
féomorphe à CV (n, k) x R*. En particulier, toutes les variétés 
CV’ (n, k) sont connexes. CV’ (n, 0) est un point; CV’ (n, 1) 
coïncide avec C0. La variété CV” (n, n) est généralement désignée 
par GL(n, C); elle se compose des transformations linéaires non 
dégénérées de l’espace C" et possède une structure de groupe pour 
l'opération oc. On a également des @°-plongements naturels CV" (n, 
k) + CV'{(n + q, k), CV'(n, k) = CV'(n + q, k + q) et une €°- 
submersion naturelle CV’ (n, k) — CV'(n, k — Q). 
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9. En remplaçant dans les définitions précédentes les corps R 
et C par le corps non commutatif H nous obtenons de la même maniè- 
re une @°-variété HV’ (n, k) de dimension 4nk constituée des mono- 
morphismes linéaires H*—H", ainsi qu'un €‘-difféomorphisme 
HV'(n, k)— HV (n, k) x RE, des 8°-plongements HV’ (n, k)—+ 
— HV" (n + q, k), HV'(n, k)— HV'(n + aq, k + q) et une €°- 
submersion HV’ (n, k) —> HV’ (n, k — q). Il est évident que HV’ (7, 
0) est un point, tandis que HV” (7, 1) coïncide avec HT 0. La variété 
HV’ (n, n) se compose des transformations linéaires non dégénérées 
de l’espace H”, c’est un groupe (pour l'opération °) que l’on désigne 
généralement par GL (n, H). 


2. Variétés de Grassmann 


1. Nous désignerons par RG (7, k), ou plus brièvement par G (n, k), 
0<k< n, l’ensemble des plans de dimension 4 de l’espace R” 
qui passent par 0. Soit y un tel plan, U, désignera l’ensemble des 
plans de G (n, k) dont les projections sur y ne sont pas dégénérées. 
Fixons dans y une base orthonormée e = {e,, . . ., e,} que nous pou- 
vons compléter par le repère £& — {e,, . .., €, _.} de manière à 
obtenir une base orthonormée de l’espace R?. Si y’ € U,, alors y’ 
possède un repère unique 4, . .., U, qui se projette dans e; en le 
décomposant par rapport aux vecteurs 6, . . ., @p, js + + +» En-kh 
nous obtiendrons 

n—k 


Ui=e;+ À) Cisls G=1,...,k; c4,ER). 
s—1 


Ceci définit une certaine application o (e, €) de l’ensemble U, dans 
l’espace R#"7" des 4 X (n — k)-matrices réelles; il est clair que 
cette application est bijective et que les applications o (e, €), pour 
tous les e et e possibles, constituent un @°-atlas de l’ensemble G (n, 
k). Comme évidemment deux plans quelconques de G(n, k) sont 
contenus dans U,, la topologie définie par l’atlas { (e, e)} est une 
topologie de Hausdorff. Comme en outre cet atlas possède des sous- 
atlasfinis, par exemple le sous-atlas constitué des cartes @ (e, &) 
dont les repères e, e sont des sous-repères du repère standard ort,, ... 
. ..; Oft, de l’espace R?, la topologie indiquée est à base dénombrable. 
Ainsi, l’atlas {o (e, e)} transforme G (n, k) en une €°-variété de 
dimension k (n — k). On l’appelle variété de Grassmann. 

Il est évident que G (n, O0) et G(n, n) sont des points, tandis 
que G(n, 1) s'identifie, en tant qu’ensemble et en tant qu'espace 
topologique, avec RP"! Ceci veut dire que nous avons muni l’espace 
RPT-1 d’une 6°-structure compatible avec sa topologie, qui en fait 
une @°-variété de dimension nr — {. Remarquons que cette €°- 
structure admet une description très commode en coordonnées homo- 
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gènes : l’atlas fini indiqué ci-dessus de la variété G (n, k) est consti- 
tué, pour 4 — {, de n cartes p,: U,—> R°4,..., qu: VU, — RT 
définies en coordonnées homogènes par les formules 


Us — {(ti: -.. : Tn) | Ti Æ 0}, 
Pa (rit eee Tn)) = (i/tis coe Ti altis Tigalti, + +, Anti). 


Il est clair également que cette &°-structure fait de l’homéomor- 
phisme canonique RP! — St (voir 1.2.5.6) un @°-difféomorphisme. 
2. La définition de la variété G (n, k). admet une modification 
évidente qui consiste à remplacer les plans non orientés par des 
plans orientés. En plus de détail: l’ensemble G (n, k) est remplacé 
par l’ensemble G}, (n, k) de tous les plans orientés de dimension # 
de l’espace R7 passant par le point 0; l’ensemble modifié U, se 
définit comme celui des plans de G}; (n, k) qui se projettent sur le 
plan yYE G+(n, k) bijectivement en conservant l’orientation; les 
applications  (e, e): U, —+ RAP se définissent de même que dans 1 
et constituent un &° atlas qui possède des sous-atlas finis; le fait 
que la topologie définie par l’atlas {® (e, e)} est une topologie de 
Hausdorff découle du fait que deux points quelconques de l’ensemble 
G+ (n, k) sont contenus dans un ensemble de la forme U, { U;, 1e) 


y est un plan qui diffère de y seulement par son orientation (évidem- 
ment U, NU: = ). La 6°-variété de dimension # (n — k) ainsi 
obtenue s'appelle variété de Grassmann supérieure. 

Les variétés G+ (n, 0) et G. (n, n) sont canoniquement homéo- 
morphes à la sphère S°, tandis que la variété G; (n, 1) est canonique- 
ment difféomorphe à la sphère S"-1: le difféomorphisme applique le 
point æ € S®-lsur la droite orientée définie par le couple de points 0, 
zx. 

3. Si l’on fait correspondre à chaque plan y € G(n, k) son com- 
plémentaire orthogonal yt1, on obtient une application de la variété 
G(n, k) sur G(n, n — k) qui sera évidemment un &°-difféomor- 
phisme. De la même manière, on définit le @°-difféomorphisme 
G+(n, k)— G;(n, n — k): l'orientation du complémentaire ortho- 
gonal y! du plan y se définit par l'orientation du plan y suivant la 
règle classique selon laquelle il faut écrire une base du plan y! qui 
engendre son orientation à droite d’une base du plan y qui déter- 
mine l'orientation de celui-ci pour obtenir une base de l’espace R? 
déterminant son orientation canonique (voir 1.3.10). En particulier, 
G(n,n—1)=RPtet Gin, n—1) = S" 1. : 

L'inclusion R? — R"*! engendre les @° -plongements G(n, k) — 

+ G(n+q,k)et G4(n, k)}— Gin +c, k). En outre, la formu 
le y.— y X R1 définit les 6°-plongements G{(n, k}— G{n + a, 
k + a)et G4(n, k) + QG} (n + qg, k + q) (l'orientation du produit 
y X RT est donnée par celles des facteurs, voir 1.3.7). Ces plongé- 
ments forment avec les difféomorphismes précédents les diagrammes 
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commutatifs 
Gin, k) — G(n+g,k) Gin, k) ne G;(n + g, k) 


Ÿ Ÿ Ÿ 
G(n, n— k) —+ G (n + q, n —k + g), G+ (n, n — k) —+ G; (R + 9 n— k+g). 


Si l’on fait correspondre à chaque plan orienté ce même plan 
démuni d’orientation, on obtient une application G+ (n, k) — G (n, 
k) qui est évidemment une @°-submersion. L'image inverse d’un 
point de la variété G (n, k) par cette submersion est constituée de 
deux points. Pour 4 — 1, elle coïncide avec la projection S®-1 
—+ RP?T-1, 

Si l’on fait correspondre à chaque repère de V (nr, k) le plan orienté 
qu'il détermine, on obtient la @°-application V (n, k)— G; (n, k) 
qui est également une submersion, ce qu’on déduit facilement du 
théorème 1.5.9: il suffit d'indiquer explicitement, pour un repère 
donné v° € V (n, k), un voisinage V du plan orienté y° engendré par 
v°, ainsi qu'une application g: V — V (n, k); en guise de V on peut 
prendre U.> (voir 8) et en guise de g (y) pour y € V, le repère en lequel 
se transforme 1° par projection orthogonale sur y suivie de l’ortho- 
gonalisation usuelle. L'image inverse du plan orienté y € G+ (n, k) 
par cette submersion se compose de tous les k-repères orthonormés 
positifs du plan y; en particulier, elle est difféomorphe à SO (k). 

L'application de la variété V (n, k) sur G(n, k) qui fait corres- 
pondre à tout repère le plan non orienté qu’il engendre est égale- 
ment une submersion. Cette submersion coïncide avec la composée 
des deux précédentes. L'image inverse du plan y € G(n, k) par 
cette submersion se compose de tous les repères orthonormés du plan 
y; en particulier, elle est difféomorphe à O (k). 

Enfin, les applications V'{(n, k)— G} (n, k) et V'(n, k) —- 
—+ G{(n, k) qui font correspondre à chaque repère respectivement le 
plan orienté et le plan non orienté qu’il engendre sont des submer- 
sions. Les images inverses des points de G; (n, k) et G(n, k) par 
ses applications sont difféomorphes respectivement à GL, (k,R) 
et GL (k, R). | 

4. Etant des images continues de la variété V (n, k), les variétés 
G(n, k) et G+ (n, k) sont compactes et, à l’exclusion de G} (n, 0) 
et G; (n, n), connexes. 

Parmi les variétés G (n, k) (pour 4 = 0, n) certaines sont orien- 
tables, d’autres ne le sont pas: la variété G(n, k) pour k = 0 est 
orientable si n est pair et non orientable si n est impair. Pour la dé- 
monstration, nous nous servirons de l’atlas constitué des cartes 
œ (e, €) pour lesquelles e et e sont des sous-repères complémentaires 
l’un de l'autre de la base standard de l’espace R” avec l’ordre de 
vecteurs hérité de cette base (cf. 7). Numérotons les vecteurs du repè- 
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re e dans cette base par 


Ja (€), + « … jn (€) H<Ln(e) <... <j(e)<Lnr 


et appelons deux cartes, @ (e, e) et o (e’, & 7. adjacentes s’il existe un Z 
tel que j, (e’) = j: (e) + 1 et j, (e’) = j, (e) pour p  L. Il est clair 
que pour 4 0, n, des cartes adjacentes existent toujours et que 
deux cartes d’un atlas peuvent toujours être jointes par une chaîne 
finie de cartes de l’atlas dans laquelle deux cartes voisines quelcon- 
ques sont adjacentes. Il est également clair que si c;, et ci, sont les 
fonctions coordonnées des cartes adjacentes œ (e, €) et o® (e’, 5) 
pour j; (e’) — ji: (e) + 1, la coordonnée c;,} pour m = j;, — I 

ne s’annule pas aux points recouverts par les deux cartes et Cond 
sur l’ensemble de tous ces points toutes les autres valeurs réelles. 
Un calcul très simple montre que 


(CisCim — CimCls) Cm si il, sm, 


c' CisCim si il, sm, 

is — _ . 

‘ — CimCi, si il, s—m, 
— CT si i=l, s—m, 


de sorte que le jacobien J (op (e, e), œ (e”, &”)) (1.3.1) est égal à& 
(—1)" cn. Pour n impair il prend, aux points recouverts par les deux 
cartes, des valeurs positives aussi bien que négatives, d’où l’on 
peut déjà tirer que si n est impair, la variété G (nr, k) est non orien- 
table. Dans le cas où n est pair, la formule 

œ (e, ) _ (— QG eee +2) 

détermine une application de l’atlas considéré dans S° qui vérifie 
la condition de compatibilité indiquée dans 1.3.1: pour des cartes 
adjacentes ceci est évident, pour des cartes non adjacentes ceci dé- 
coule de la compatibilité des cartes adjacentes. Aïnsi pour n pair la 
variété G (7, k) est orientable. 

5. Les constructions ci-dessous déterminent des @°-plongements 
des variétés G (n, k) et G}+ (n, k) dans les espaces euclidiens (voir 
également 4.8). 

Commençons par G+;(n, k). Pour toute matrice v € V' (n, k) 
désignons par M,...;, (v) le plus grand mineur constitué des lignes 


de numéros i,, ..., i, et posons 
Na, (v) = Mi,..4, (v)/u (D), 
où p (v) est la racine carrée positive de la somme des carrés de tous 


les mineurs supérieurs. Les fonctions W;. : V'(n, 4) —R sont 


évidemment analytiques et, si les repères Et uv? E Vin, k) sont 
contenus dans un même plan de dimension # qu'ils munissent de la 
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même orientation, alors 
N:.. îp (vi) — N;,. . ip (v2). 


Par conséquent, l'application. W : V'{(n, k) — R® avec les fonc- 
tions coordonnées W let, S0 représente comme la composée de la 
submersion canonique V'(n, k) + G;(n, k) définie dans 3, et 


d’une certaine @‘°-application g4: G+(n, k) — RCA (voir 1.5.10). 
Nous montrerons que g4 est un @°-plongement. 

D'après le théorème 1.5.4, il suffit pour cela d'établir que l’ ap- 
plication g+ est injective et que C ’est une immersion. L’injectivité 
de l’application g, signifie que si v!,v? € V' (n, kjetN (cv) =N (?), 
alors la (n X 2k)-matrice constituée des matrices v! et v° juxtaposées 
est de’rang k; cette dernière condition découle du fait que, dans la 
{n X 2k)-matrice indiquée, chaque (4 + 1) X (4 + 1)-mineur avec k 
colonnes de v! et une colonne de v* est nul (ce fait s’établit en décom- 
posant le mineur relativement à la colonne appartenant à v”). Pour 
démontrer que g+ est une immersion, il suffit de démontrer que la 
différentielle d,,g. en chaque point y, € G; (n, k) est de rang k (n — 
— k) ; on le prouve en montrant que la différentielle d,, V en chaque 
point w € V'(n, k) est d’un rang non inférieur à k (n — k); cette 
dernière condition sera démontrée si nous établissons que le rang de 
la différentielle d,, M, où M est l’application de la variété V” (n, k) 
dans RA définie par les fonctions coordonnées M 1. i,, 6St en chaque 
point v, € V'(n, k) non inférieur à 4 (n — k) + 1. Soit À une sous- 
matrice À X k quelconque de la matrice v € V’ (n, k) qui ne s’annule 
pas pour v = v,; et soit v;,;, un élément de cette matrice dont le 
complément algébrique, mettons &, est non nul pour V — Up. Mar- 
quons les mineurs M,...;, de la matrice v ayant au moins k— 1 lignes 


communes avec À et considérons la sous-matrice de la matrice de 
Jacobi de l'application M, composée des dérivées des mineurs mar- 
qués, relativement aux éléments de la matrice v qui n'appartiennent 
pas à 4, et relativement à v,;,. On obtient ainsi une matrice carrée 
d'ordre k (n — k) + 1 qui admet au voisinage du point v, (pour un 
numérotage approprié des lignes et des colonnes) la forme suivante 


—(A!)"t det À 0 …. 0 Bi — 
Ô (A!)”1 det A. 0 
6 . 0 CT 7e !, act 4 | 
Pratn—#) 
0 . .. sé... + 0. Œ 


où t désigne la transposition. Le déterminant de cette matrice est 
égal à « (det 4A)®-* #=D ot donc différent de zéro. 


$ 2] VARIÉTÉS DE STIEFEL ET DE GRASSMANN 477 


Si l’on considère maintenant G(n, k), on peut prendre la com- 


ns Ch(Ch+1)/2 
posée du plongement g, et de l'application g: R CA pin +1 


déterminée par la formule. 


q (ts Eh) = 


2 2 2 
== (x, Lao) CECRCR | Talch Lo) Tool; .…. Patch ...) Tch_1%0h) Th). 


Il est clair que la restriction gq| cc est une &°-immersion et 
0 


que g(x)—=q{y) si et seulement “ z—=—+y. En comparant ceci 
avec le fait évident que g,;(v)——g,;(y) si les plans #, 
vEG,(n, k) coïncident géométriquement mais possèdent des 
orientations opposées, nous voyons que gog, est une @°-immer- 


k(Ch 

sion de la variété G},(n, k) dans RAC FIVE ot que l'on a qog+(v')— 
= qgog+(y) si et seulement si y et y’ coïncident ou diffèrent seule- 
ment par leur orientation. Ainsi nous avons défini l'application 


fact (gog,): G(n, &) + REnCR+ 1/2 


et cette application est une &°-immersion. 
6 (Information). Les fonctions coordonnées gi..in d’une appli- 


e. R Ld e e e 
cation g,: G;(n, k) R% vérifient les relations 
k 
+ ® + . . + e . Q . —_—— 
Bis. ssipShocoir — 2 Bi, .e ip 176873. . «Js-11125+1. Jp — 0. 
8= 


Considérées comme des équations relativement aux coordonnées de 


RA , Ces relations déterminent dans RA un sous-ensemble qui coïn- 
cide précisément avec g. (G4(n, k)). Pour plus de détail voir [9]. 

Les nombres gf,...,, (y) sont appelés coordonnées de Grassmann. 
Plucker du plan orienté y. 


Les cas des quaternions et des nombres complexes 


7. L'adaptation au cas complexe de la définition de la variété 
RG (n, k) se réduit à remplacer les plans de dimension k de l’espace 
R? passant par 0 par les plans de dimension # de l’espace C" passant 
par 0. On définit ainsi une variété complexe CG (n, k) de dimension 
k (n — k), appelée variété complexe de Grassmann. 

Il est évident que CG (n, 0) et CG (r, n) sont des points, tandis 
que CG (n, 1) coïncide, en tant qu'’espace topologique, avec CP?-4, 
Ce dernier fait signifie que nous avons muni l’espace CP?-1 d’une 
structure d'espace complexe, en accord avec sa topologie, qui en fait 
une variété complexe de dimension nr — 1. Cette structure se décrit 
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en coordonnées homogènes de la même manière que la @‘-structure 
de la variété RP"-1 et transforme l’homéomorphisme canonique 
CP?—+ S? (voir 1.2.5.6) en un €‘-difféomorphisme. 

Les applications 


CG(n, k)— CG (n, n — k), CG (n, k) + CG(n + q, k), 
CG(n, kh)— CG(n+g, k+ a), CVi(n, k) + CG(n, k) 
et 
CV'(n, k)— CG(n, k) 


sont des analogues complexes des applications 


Gin k)—-G(nn—k), Gin, k)—G{(n+ a, k), 
Ga k)—-Gn+ak+o, Vin, k)—G(n, k) 


et 
V'(n, k}— Gin, k) 


définies dans 3 ; la première d’entre elles est une application biholo- 
morphe, la deuxième et la troisième sont des plongements holomor- 
phes, la quatrième et la cinquième sont des @°-submersions. Indi- 
quons encore les @°-plongements CG (n, k) — G4 (2n, 2k) définis 
de la manière suivante : lorsqu'on passe de l'espace C" à R°?", les 
plans de dimension # deviennent des plans orientés de dimension 2%. 

Etant l’image continue de la variété CV (n, k), la variété CG (n, 
k) est compacte et connexe. Il est clair qu’il existe un plongement 


analytique de cette variété dans R° in : la composée du plongement 
CG (n, k) — G. (2n, 2k) que nous venons de décrire et du plonge- 


ment canonique G+ (2n, 24) —+ R Cr sera un @°-plongement (voir 
également 4.8), 

8. En remplaçant dans les définitions précédentes les nombres 
complexes par les quaternions, nous obtenons une &@°-variété com- 
pacte connexe de dimension 4% (n — k), notée HG (n, k), que l’on 
appelle variété quaternionique de Grassmann. Pour k = 0, n elle se 
réduit à un point, pour #4 = 1, n — 1 elle coïncide, comme espace 
topologique, avec l’espace quaternionique projectif HPT-1, Grâce à 
ce dernier fait, HP"-1 devient une @‘°-variété et l’homéomorphisme 
canonique HP1+ Si un €°-difféomorphisme. 

‘Les analogues quaternioniques des applications indiquées dans 3 
et 7 sont des €"-applications ; : en particulier, il existe un &°-plon- 
gement canonique HG (x, k) — G+ (4n, 4k). En prenant la composée 
de ce Plongement avec le plongement canonique G} (4n, 4k) — 


—+ R° d nous obtenons un @°-plongement HG (nr, #)—+ R Ca (voir 
“également 4.8). 
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9. Les applications canoniques 
S-1 — CV (n, 1) > CG (n, 1) — CPTr1, 
S4%-1 — HV (n, 1) HG (n, 1) — HP*-1 


définies dans 7 et 8, coïncident évidemment avec les applications de 
Hopf correspondantes (voir 1.2.5.8). En particulier, ces dernières 
sont des &°-submersions, de même que l’application de Hopf ,S15 —+ ,S8 
ce qu’on voit directement de la formule qui la détermine. 


Plan projectif. de Cayley 


10. Le plan projectif de Cayley possède également une #°-struc- 
ture naturelle qui en fait une @°-variété. Cette structure peut être 
décrite de la manière suivante. 

En envisageant R' comme étant Ca, et R!7 comme étant Ca? X 
X R, définissons trois applications de la boule D1$ dans la sphère 
S16 par les formules 


Ga > (2V 1—02y:, VITE y 202—1), 
(Y4 y?)r> (2yaye 2V 1 —p?y;, 1—2]y1l?), 
(Y1 Ye) (2 V1 —p2?y2; PATEUTE 1—2]7f?), 


où Y1, Y2 E Ca, tandis que o = V | y, |? + | y, |? (la première appli- 
cation coïncide avec DS, mais ceci ne sera pas employé explicitement). 
Ensemble, ces formules définissent une certaine application F: 
D > S16 X S16 X S16 et une vérification immédiate montre que 


zer F = 2er [pr: D16 + CaP?]. 


Puisque le quotient injectif de l'application F est un plongement topo- 
logique de l’espace quotient D/zer (F) dans S16 X S15 X S16 (voir 
1.1.7.10), tandis que cet espace quotient coïncide, d'après l'égalité 
précédente, avec D'$/zer(pr) — CaP?, nous pouvons identifier 
CaP? à F (D). Munissons Ca?? d’une €°-structure et montrons 
que F (D'$) est une sous-variété du produit S1$ x 516 X S16 dans 
le sens de &°. 

Définissons les applications f, g: Sort; — S16 en posant 


7 _ 2 
j (ua, Us; t)— (, Ui; Vel; , 
g (is Us = (2, TE, Due), ui, UC Ca, (ER, 
et les applications k4, ho, hs S18Norti7— S16 X S16 X S16 par les 
formules 
h1 (x) = (x, f (x), g (x)), ha (x) = (g (x), x, f (x)), 
ha (x) = (f(x), g (x), x). 


12* 
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j et g étant analytiques, les applications h,; hk,, h4 sont les plonge- 
ments analytiques et une vérification immédiate montre que 


F (D) A pri (SN ortir) = 3 (SK orti7). 


Les intersections écrites dans le premier membre sont des sous-varié- 
.tés du produit S16 x S6 X S16 et il ne reste qu’à remarquer que 


U pri (SIN ortar) = (515 X 515 X 516) K (ortay, ortr, Ortar) 


et que le point (ortys, orty, ort,7) n'appartient pas à F (D). 


Variétés de Grassmann non compactes 


11. L'ensemble de tous les plans de dimension # de l’espace R”, 
passant ou non par l’origine, sera désigné par RG’ (n, k) ou plus 
brièvement par G’ (n, k)},0< k< n. Il est évident que pour chaque 
plan y’ EG’ (n, k) il existe dans R"*{ un plan unique y de dimension 
(k + 1) qui passe par 0 et par un plan de dimension k, obtenu de y’ 
par translation de ort, +.. La formule y’ -- y définit donc une applica- 
tion injective de l’ensemble G’ (n, k£) dans G(n + 1, k + 1) dont 
l’image est ouverte. Ceci permet d'envisager G’ (n, k) comme un 
sous-ensemble ouvert de la variété G(n + 1, k + 1) et, en parti- 
eulier, transforme G’ (n, k) en une @°-variété de dimension (4 + 1) x 
X(n — k). Cette dernière est appelée variété de Grassmann non com- 
pacte. 

La variété G’ (n, k) possède une application naturelle sur G (n, k): 
le plan y’ EG’ (n, k) est envoyé dans le plan parallèle y € G(n, k). 
En vertu du théorème 1.5.9 cette application est une @°-submersion 
(on peut prendre pour voisinage Ÿ du plan y dans G (n, k) toute la 
variété G (n, k),et en guise de g, une application qui fait correspondre 
à un plan de G (n, k) le plan parallèle qui passe par un point arbitrai- 
re fixe du plan y’). L'image inverse du plan y E G(n, k) par cette 
submersion est constituée de tous les plans de dimension k de l’espace 
R” parallèles à y ; elle est canoniquement difféomorphe au complé- 
mentaire orthogonal y: du plan y (par chaque point du plan y! passe 
un plan unique de dimension k parallèle à y). 

Toutes ces définitions s’étendent facilement au cas des variétés 
orientées, complexes et quaternioniques. 


3. Quelques variétés de Stiefel et de Grassmann 
de petites dimensions 


1. La variété SO (3) est canoniquement G°-difféomorphe à RP:. 
Pour décrire ce difféomorphisme, désignons par shi l'application 
de l’espace R° dans R$ qui applique (y:, Ye, y3) dans (0, y, Ye ya). 
Le €£-difféomorphisme canonique RP$ — SO (3) fait correspondre à 


$ 2] VARIÉTÉS DE STIEFEL ET DE GRASSMANN 181 


toute droite de RP3 qui passe par le point x € R* X0 la transforma- 
tion p: R°—- R3 définie par la formule quaternionique 


p (y) = shi? (x shi (y) x). 


Le difféomorphisme inverse SO (3) + RP3 fait correspondre à la 
transformation œ: R°—- R la droite constituée des quaternions de 
la forme 


qg — shi (œ (ort,)) g ort, —shi (@ (ort:)) qg orts —shi (p (ort:)) q orta 


où g est un quaternion quelconque, et ort,, ort:, ort,; sont envisagées 
comme les unités quaternioniques. Îl est immédiat que les quater- 
nions de cette forme remplissent entièrement la droite et que les 
applications construites RP — SO (3), SO (3) —+ RP sont inverses 
l’une de l’autre. 

2. La variété RV (4, 2) est canoniquement G°-difféomorphe à 
S$ X 52. 

Le &°-difféomorphisme canonique $S$ X S?— RV (4, 2) appli- 
que le couple (x, y) ES X S? dans le repère {x, x shi (y}}. 

3. La variété. SO (4) est canoniquement G°-difféomorphe à S$ X 
X SO (3). | 

Le ‘G°-difféomorphisme canonique S% X SO (3) — SO (4) est 
donné par la formule quaternionique 


(x, {y, zh) {x, x shi (y), x shi (z)}. 


(dans laquelle les points des variétés SO (3) et SO (4) sont des repères). 
, # La variété G}+(4, 2) est canoniquement G°-difféomorphe à 
S2 X S2. 

Le @‘°-difféomorphisme canonique G+ (4, 2) — S? X S? fait 
correspondre au plan orienté engendré par le repère {x, y} € V (4, 2) 
le couple (shi-! (xy 1), shit (x-y)). Le difféomorphisme inverse fait 
correspondre au couple (u, v) ES? X S? le plan de dimension deux 
constitué -des quaternions. de la forme shi (u) g + q shi (v), où g 
est un quaternion quelconque. Il est immédiat que le couple 
(shi-! (xy-?), shi-! (x-ly)) se détermine par le plan orienté engendré 
par le repère {x, y}, que les quaternions de la forme shi (u) q + 
+ q shi (v) remplissent exactement le plan de dimension deux et 
que les applications construites G; (4, 2) — S2 X 52, S? x S? + 
—+ G4 (4, 2) sont inverses l’une de l’autre. 


4. Exercices 


1. Un polynôme homogène en n + 1 variables à coefficients réels: 
(resp. complexes) est dit non singulier si ses dérivées partielles dans 
RTL O0 (resp. dans C"*!X 0) ne s’annulent pas toutes à la fois. 
Montrer que la projection R°*'XO0—RP* (resp. la projection 
CT#1X 0 —+ CP") applique l’ensemble de ses zéros différents de 0 
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dans une sous-variété de la variété RP" (resp. de la variété CP"). 

2. Montrer que la sous-variété du plan projectif RP? déterminée 
par l'équation p (3, Z2, xs) — 0, où p est un polynôme homogène 
non singulier de degré À à coefficients réels, possède un voisinage 
orientable si et seulement si k est pair (voir J). 

3. Montrer que la sous-variété du plan projectif RP? déterminée 
par l'équation p (x,, z°, xs) = 0, où p est un polynôme homogène 
non singulier de degré 3 à coefficients réels, est homéomorphe soit à 
S1, soit à St] S1, les deux possibilités étant réalisables. 

4. Montrer que l'équation x + x; + tz, — 0 détermine dans 
CP? une sous-variété homéomorphe. à $?. 

9. Montrer que l'équation x + x + 25 —= 0 détermine dans 
CP°. une sous-variété homéomorphe à S1 x S1, 

6. Montrer que l'équation x + aÿ + 2 + x = 0 détermine 
dans CP* une sous-variété homéomorphe À 5? X 52. 

7. Montrer que RG(n, k#) admet un 6'-plongement dans 
RP LE et CG(n, k), un plongement holomorphe dans CPr° à TÊ. 

8. Montrer que l'application RG (n, k)—- Rr° qui fait correspondre 
à chaque plan y E RG (n, k) la matrice de l'application composée 

R' FT Y in | R”, 
où pr est la projection orthogonale, est un @°-plongement ; montrer 
qu'il en est de même pour l’application CG (n, k) + Cr, qui fait 
correspondre au plan y ECG (n, k) la matrice de l'application com- 
posée 

GC" ER y — M Cr. 

9. Montrer que la variété RV (8, k) est @°-difféomorphe à S7 X 
XRV(7,,k—1) H<Lk<LE], tandis que la variété CV (4, k) 
est &°-difféomorphe à S7 X CV (3, k — 1) [1.< k < 41. 


$ 3. DIGRESSION: TROIS THÉORÈMES D’ANALYSE 
1. Approximation des fonctions par des polynômes 


1. Le but du présent paragraphe est d'énoncer et de démontrer 
trois théorèmes d'Analyse, à savoir les théorèmes 4, 2.3 et 3.3. De 
caractère différent, ils sont rassemblés ici parce que tous les trois 
nous seront nécessaires dans ce chapitre, et aucun d'entre eux n'est 
généralement énoncé dans les cours traditionnels d'Analyse. 

Le théorème principal du présent sous-paragraphe, i.e. le théorè- 
me 4, se déduit du lemme 3. Le lemme £ est nécessaire pour la dé- 
monstration du lemme 5. 

2 (Lemme). Quel que soit ô << 1 positif, on a 


— 2)k + — 
lim LT t2)* dt =1, 


k—+0o0 
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où 
1 
= | (1— #2)" dt. (1) 
Ceci découle des inégalités 
—— D 
ci E | (4 — y} dt < I Fe Gr 1 IS | 
1— 
dont la première est évidente, la deuxième s'obtient des estimations 


ô 1 
ay — | (A — 12)" di = 2 | (1 — 12) dt 2 (1 — 6) (1— 62)", 
—Ô ô 


8/2 
> | ae dt 6(1— À)". 
“8/2 
8 (Lemme). IL existe une suite {p1: @ (1°, R)—+ 6 (R?, R}h1 
telle que: (i) px (f) est un polynôme quels que soient f E@ (I", R) 
et k; (ii) si f s'annule sur Fr I", alors la suite {p, (f) |;n} converge 


uniformément vers. f; (iii) si f s'annule sur Fr [" et possède une dérivée 
partielle continue D;,f, alors 


Pr (Dif) = Dipr (). 
Démonstration. Pour fE&@({",R), posons 


1Pr (f)] (Z4, ….) Tn) = 
=+ | ft ..stn) II —(—z)l dt, ... dt, (2) 


j=1 


où a Se détermine par la formule (1). Que p, (f) est un polynôme est 
évident. Vérifions les conditions (ii), (iii). 

Pour vérifier (ii), prolongeons la fonction f à R" en posant f (x) — 
pour x € R°X let désignons par M la plus grande valeur absolue de 
la fonction /. Trouvons ensuite, à partir d'un nombre positif arbi- 
traire e, un nombre positif Ô << 1 tel que 


RAC ... In )— f (Gi ..s Tn) | < &/2 


lorsque | —m |< 6, + [2h —2n | 6, et puis un K tel 
que pour # > K on ait 


i[ 5 j as} l<% 
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(voir 2). Nous montrerons que si x € 1" et k> K, alors | [pz (PIX 
X (x) — 1 (à) [<< e. 
Représentons [px (f)}l (x) — f (x) sous la forme 


+ | Gites. mtan) 
ak 


[—1, 1)" 


— f (Xi, °.., Tn)) Il (1— 17)" dti ... dt 


j=1 


et remplaçons la fonction sous l'intégrale par sa valeur absolue et 
décomposons la nouvelle intégrale en deux, calculées l’une sur le 
cube [—-6, ôl" et l’autre, sur son complémentaire [—1, 1] KX[—6, ôf" ; 
nous obtenons 


LLps (DIF À fiesta) — 


[—6, 6]" 


— frs 2) | ]] (A—6) dés... dt, + 


j=1 


1 
++ | trs. in+an)— 
[—1, 116, 81” 


ñn 
— frs... 2n) | ][ (— 6) dti... din. 
j=1 
Le premier terme est inférieur à e/2, puisque 


[fi Hausse. tn + 2n) —f (Gus ce En) | << e/2 


pour (é1, «+» tn) E[—6, ÔF" et 


n 


n Ô 
1 | [IL (A — 4)" du … din=[ \ 2) dt | < 1. 
[—6, 6]? j=1 — 


Le deuxième terme est également inférieur à e/2, puisque 
LÉ Gi + an cos tn + 2n) —f Gus en) 1 << 2M 
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Il (—6)" dés ... dt — 


[—1, 1-6, 67" 71 


1 nr 
= | II U— #9)" dt, ... dt, — 


[—1, 117 J=1 
n Ô 
7 | [A-éan…. d=t-[+[a-ral <. 
{—6, 6] j=1 —Ô 


Ainsi | [px ()] (x) — f()1< Ee. | 

Pour vérifier (iii), remplaçons jf par D;f dans la définition (2} 
et appliquons au deuxième membre le processus d'intégration par 
parties relativement à {;. Nous obtenons 


[Pr (Dif)] (tas Zn) = 


n 
ak 


1 or 
à | fu ln) [L LH—(;—2x,)1f du... dt,  () 
re J—=1 


et puisque l’on a 


ô 8 
on 1] GNT 3 Il [—(;—2x;)}}, 


le deuxième membre de la formule (3) est égal à [D;p» (f)] (æ1, . .. 
..… Zn): 

4, Soient X un ensemble compact dans R" et f une fonction réelle- 
définie et appartenant à la classe € dans un certain voisinage de l’en- 
semble X. Sir< oo, alors quels que soient e positif et un entier s< r, 
il existe un polynôme g: R" —-R tel que pour des entiers non négatifs: 
quelconques 581, ..., s, satisfaisant à a +...+s<s5, 


max [D* ... Drg(x)— Di... Drf(x)|<e. 


Démonstration. On peut évidemment supposer que- 
X & Int I". Soient U le voisinage de l’ensemble X mentionné dans- 
l'énoncé et 6: R* —R une €’'-fonction quelconque qui s’annule 
sur D" et prend la valeur un à l’extérieur d’une boule concentrique de 
rayon 2. Désignons par d (y) pour y E (!K U)U Fr! la boule de- 
rayon Dist (y, X)/4 et de centre y; recouvrons l’ensemble (/  U) LU 
U Fr 77 par un nombre fini de boules ouvertes Int d (y), mettons par- 
les boules Int d'(y,), ..., Int d(y,); définissons une fonction h: 
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ITR par la formule 


_ Jo I BGU—u)/Dist(, X) si EU, 
k (y) 51 
0 si yEU. 


Cette fonction appartient à la classe &”, coïncide avec f sur X et 
s'’annule dans un voisinage de l'ensemble Fr [", ce qui permet de 
prendre p4 (hk) en guise de g, px étant celui du lemme 3 avec un k 
suffisamment grand. 


2. Valeurs spéciales 


1. Supposons donnés un sous-ensemble ouvert U de l’espace R” 
et une @°-application f: U — R1 pour g > 1. Soit F la partie de 
l’ensemble U constituée des points pour lesquels la matrice de Jacobi 
de l’application f est de rang inférieur à g. Nous nous proposons ici de 
démontrer le théorème 3, qui sera nécessaire dans le paragraphe 
suivant (voir 4.7.4). 

Introduisons deux autres notations: nous désignerons par }} 
da j-ème fonction coordonnée de l'application f (j = 1, ..., g), 
et par F, l'ensemble des points de U en lesquels toutes les dérivées 
partielles d'ordre 1, . .., s des fonctions f; s’annulent. Il est clair 
que les ensembles F, sont fermés dans U et que F = F, = F, =... 

2 (Lemme). Si s >> (n/q) — 1, alors l’image f (C) de toute partie 
compacte C de l’ensemble F, est nulle part dense. 

Il suffit de montrer que, pour un cube Q E R" situé dans U, 
l'ensemble f (C MN Q) est nulle part dense. En effet, le compact C 
peut être recouvert par un nombre fini de tels cubes, or la réunion d’un 
nombre fini d’ensembles nulle part denses est également nulle part 
dense. | 

Soit a une arrête du cube Q. Décomposons Q de la manière usuelle 
en #7" cubes d'arrêtes a/m (m est un nombre entier. naturel quelconque) 
et considérons le petit cube Q” qui coupe C. En vertu du théorème 
de Taylor appliqué aux fonctions f; et du fait que sur Q leurs déri- 
vées partielles d'ordre s + 1 sont bornées, il existe une constante b 
telle que pour x € F, NO, yE Q arbitraires on a 


dist (f (x), f (y)) < b Idist (x, y)l°*#, 
Puisque le diamètre du petit cube Q’ est égal à a V n/m, cette inéga- 
lité nous montre que l’ensemble f (Q”) est contenu dans une boule de 


rayon b(aV n/m)°*!. Ainsi f (Q') est contenu dans un cube de l’espace 


R? d'arrête 2b (a V/ n/m)*!, tandis que f (C f Q) est contenu dans la 
réunion d'au plus m" tels cubes. Le volume de chacun d'eux est égal 


à [2b (a r/m}*Ï et la somme de leurs volumes est inférieure ou 
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égale à : 
m” [2b (a V n/m)° +1]9 — çcm'-16 +b. 


où c ne dépend pas de m; par conséquent elle converge vers zéro pour 
m — oo. Ceci signifie que l’ensemble f (Cf Q) ne peut pas avoir 
de points intérieurs et comme il est fermé, l’absence de points inté- 
rieurs veut dire qu'il est nulle part dense. 
à 3. L'image f (C) d'un compact C d'un ensemble F n'est nulle part 
ense. 

La démonstration s'effectue par récurrence sur n. Puisque pour 
n —=0il n’y a rien à démontrer, il suffit d'établir que le théorème 
est vrai pour n = k + 1 lorsqu'il est vrai pour n = k. 

Commençons par un cas particulier. Supposons que F, = @. 
L'ensemble C étant compact, il suffit de trouver pour un point quel- 
conque z de C un voisinage V dans U tel que l’ensemble f (Cf V) 
soit nulle part dense. Supposons que D;41f4 (x) 0 (ce que l’on 
peut toujours admettre ayant numéroté convenablement les coordon- 
nées de R**! et R1) et considérons l'application g: U —+ R**1 défi- 
nie par la formule 


Y = (Yss ee, Yr+a) > (Vase + + hs fa (Y)). 


Son jacobien ne s’annule pas au point x (il est égal à D,,:1f4), de 
sorte que g, restreinte à un certain voisinage W du point x, est un 


@”-difféomorphisme qui applique W sur un certain voisinage du 
point g (x). Il s'avère qu'en guise de V on peut choisir un voisinage 
quelconque du point x à adhérence compacte contenue dans W. 
Pour l’établir, désignons par À l'application composée 

bg)”: bf 
Elle applique chaque point de g (W) en un point qui a la même 
dernière coordonnée et, en particulier, quel que soit uw réel, admet 


une abréviation 
g(W) NIRF X ul = RIT X vu. 


Après l'identification standard du premier membre avec sa projec- 
tion orthogonale sur R et du deuxième membre avec sa projection 


orthogonale sur R1-1, cette application devient une @”-application h,, 
d’un sous-ensemble ouvert de R* dans R1-L Il est clair que le jaco- 
bien de l'application h, au point (y1, . .., y) peut être obtenu à 
partir du jacobien de l'application À au point (y,, . .., yr, u) en 
éliminant la dernière ligne qui a la forme 0 ... 0 1 et la dernière 
colonne. Par conséquent, le rang de la première matrice est inférieur 
à g — 1 si et seulement si le rang de la deuxième matrice est infé- 
rieur à g, i.e. lorsque (y,, ..., ya, u)Eg(F NW). Appliquant 
l'hypothèse de récurrence aux applications #,, nous concluons donc 
que l'intersection de l’ensemble h (g (C MN Cl V)) avec chacun des 
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hyperplans R?-! X w est un ensemble nulle part dense dans cet 
hyperplan. Mais alors l’ensemble À (g (C fN CI V)) ne possède pas 
de points intérieurs dans R'; il ne reste qu’à remarquer qu'il est 
fermé et coïncide avec f (Cf CI V). 

Considérons maintenant un deuxième-cas particulier: Ce F, 
et F;4, — © (pour un certain s). Là encore il-suffit de trouver, pour 
un point quelconque zx de C, un voisinage V de U tel que l’ensemble 
f(C NV) soit nulle part dense. Soit ® une dérivée d'ordre s d’une 
des fonctions f; telle qu'une des dérivées D, mettons D;,:,%, ne 
s’annule pas au point x. Considérons l'application g: U —-RÀ*1 défi- 
nie par la formule 


Y = (Yas ces Ynta)t> (Yi + Yrs D (U)). 


Son jacobien ne s’annule pas au point x (il est égal à D;+.,œ), de sorte 
que g est un @®-difféomorphisme d'un certain voisinage W du 
point + sur un voisinage du point g (x). Nous montrerons, en nous 
servant de l'application composée 


e(W)-LETS 2 pI (4) 
qu’en guise de V on peut choisir un voisinage quelconque du point x 
à adhérence compacte contenue dans W. Remarquons pour cela que 
g (C) = RŸ et réduisons l'application (4) jusqu'à une application 
h: g(W) NR*— R2. Il est clair que toutes les dérivées. d'ordre 
inférieur ou égal à s des fonctions coordonnées de l'application 
s'’annulent sur g (CNW). Il en. découle, d’après l'hypothèse de 
récurrence, que les compacts de l’ensemble g(Cf W) ont pour 
images par l'application À des ensembles nulle part denses ; il reste à 
remarquer que £ (C f\ El V)est un compact de l’ensemble g (CNW), 
tandis que À (g (C N C1 V)) coïncide avec jf (C N Cl V). 

Considérons enfin le cas général. D’après Le lemme ?, l’ensemble 
f(CNF,) est nulle part dense pour un certain r ; nous effectuerons la 
démonstration par récurrence sur r, i.e. nous montrerons que si l’en- 
semble f (CN F,) est nulle part dense, alors pour r = 1 l’ensemble 
f (C) est nulle part dense, tandis que pour r >> 1 l’ensemble f (Cf 
N F,-1) est nulle part dense. Soit G un sous-ensemble ouvert non 
vide de R2. L'ensemble C'fN F, étant compact et l’ensemble f (CN F;) 
nulle part dense, Cf] F, possède dans R" un voisinage N à adhérence 
C1 N compacte contenue dans Ü et tel que l’ensemble f (CI N) ne 
recouvre pas G. Remplaçons l'application f par sa restriction à 
UX F,, et l’ensemble C, par l’ensemble 


c ru si r= 1, 
 TENXENXN si r>1i. 


Ce cas est déjà compris dans la démonstration du premier cas par- 
ticulier lorsque r — 1, et du deuxième cas particulier lorsque r > 1, 
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d’où nous concluons que l’ensemble f (C”) ne recouvre pas GX f (CI W). 
Par conséquent, pour r = 1, l’ensemble f (C) ne recouvre pas G, 
tandis que pour r > Î l’ensemble f (CN F,_,) ne recouvre pas G, 
ce qui termine la démonstration, les ensembles f (C) et f(CNF,_1) 
étant fermés. 

4 (Information). La condition de @”-différentiabilité de l’ap- 
plication j est trop forte dans le théorème 3 : en fait, la démonstration 
utilise seulement le fait que f est de classe &”7 où r = 2 + max (n — 
— q, 0). Une analyse plus détaillée montre que l’on peut faire dé- 
croître r encore de 1 (voir par exemple [21]), mais on ne peut pas le 
diminuer davantage (pour qg = 1 ceci est démontré dans [23], le 
cas q >> 1 se réduit facilement au cas g = 1). 


3. Points critiques non. dégénérés 


1. Un point critique y d'une fonction réelle f de classe €? définie 
sur un sous-ensemble ouvert de l’espace R" est dit non dégénéré si, 
en ce point, sa différentielle seconde (envisagée comme une forme 
quadratique) est de rang nr. L'indice de la différentielle seconde (le 
nombre des carrés négatifs dans la représentation diagonale de la 
forme) est appelé indice du point y; on le désigne par ind}; y. 

Remarquons que si est un difféomorphisme de classe €* d'un 
ouvert U de l’espace R° sur un autre ouvert de R" et y un point cri- 
tique non dégénéré de la fonction f: U —R, alors o (y) est un point 
critique non dégénéré de la fonction fo mp: (0) —+R et 
ind;.p-19 (Y y)—=ind; y. Ces deux assertions sont également valables 
dans le cas plus général lorsque œ est de classe @! et la fonction 
fo mt, de classe &°.. 

Considérons la fonction R®—R définie par la formule 


(Tys En) — —... — 2 + y +... + +e, 


(5) 


où cest un nombre réel (0 < 4 < n). Elle possède un point critique 
unique, à savoir 0, et il est clair que ce point est un point non dégénéré 
d'indice 4. Le but principal du présent sous-paragraphe est de mon- 
trer que dans un système de coordonnées choisi de manière appro- 
priée toute fonction suffisamment lisse se représente, dans le voi- 
sinage de tout point critique non dégénéré, sous la forme (5). 

2 (Lemme). Soient V une boule ouverte dans R°' de centre 0 et f: 
V—R une fonction de classe 6 avec f (0) = 0. Sir => 1, il existe 
alors des @'-l-fonctions hr -.., fn: V—R telles que pour chaque 
point x = (x,, ..., x,) de Von a 


[= Ÿ zifi (a) (6) 
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Pour la démonstration, il suffit de poser 
1 
f(a)= | Dif (tx) dt. 
0 
L'égalité (6) découle de l'égalité 


n 
(4) 
 Gx)= D miDif (tx). 
i=1 
3. Soit y un point critique non dégénéré d’une fonction f définie et 
appartenant à la classe € sur un ouvert de R". Sir > 3, il existe un 
difféomorphisme @ d'un voisinage U du point y sur un voisinage V 
du point 0 tel que la restriction f lu se représente comme la composée 
des applications uv -®, R avec k = ind, y et c = f (y). 
Démonstration. Il suffit de considérer le cas y = 0, 
Ï (y) = 0. D'après le lemme 2, dans un certain voisinage du point 0, 


on a 
n 


f(@)= 2 af (2) 
pour des 67 '-fonctions fi. Dérivons f(x), il vient: D;f(x) = 


= f; (x) + > z;D,f; (x), d'où f1(0)=...=f} (0) =0. En appliquant 


à nouveau Te lemme 2, on trouve que dans un certain voisinage 
Y, du point 0 


fi (a)= 2 sf Ce) (i=1,...,n), 
les fonctions f;, étant de classe @7”2, de sorte que pour x€V;,,on a 
f@= À eu (ar 


où gi (x) = (fi; (x) + fi: (æ)]/2. Il est évident que g;; (0) — 
D jf 

| Les constructions suivantes sont le procédé usuel de réduction 

d’une forme quadratique à son expression canonique à l’aide de trans- 

formations linéaires. Nous construirons pour p = 0, ..., n des 

voisinages V,, W, du point O0 dans R", des difféomorphismes Pp : 

W,— V, de classe @'-? et des fonctions g;: Vh—R de classe 


gr pour i, j=p+1,..., n tels que: 
Gi) WE Vp a: 
(ii) pr (0) = 
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(iii) l'application composée 


—1 1 1 : 
Pp Pp— Î Pr in ab f 


in 
Vi W,—— Vi —>.. —>Wi;—— Vs ——R 
se représente sous la forme 
ñn 
tt HE... Li + > FAOETT (7) 
i, J—p+1 


(iv) & = gñ. 
Ces constructions termineront la démonstration. En guise de V 


on peut prendre 
pr (..(pn (Vn)) - - .) 


et en guise de œ l’application composée 


ab ab ab®s ab abx | 

VS qu (7) > pa (pu NT Va > (Va), 
où x est une permutation appropriée des coordonnées standards dans 
R", et enfin, en guise de U on prendra l’ensemble @-! (7). 

Nous avons déjà choisi le voisinage V,. Posons W, = V,, mo — 
= id Vo, Sy = L:5 et admettons que V,, W,, @, et gf; vérifiant les 
propriétés (1), (ii), (iii), (iv) pour p << g sont déjà construits. Il est 
clair que 0 est un point critique non dégénéré de la fonction (7) avec 
p —gq; par conséquent, la matrice G = || gf; (0) |, 5—q+1 est non 
dégénérée et il existe une (#7 — q) X (n — g)-matrice non dégénérée 
réelle À telle que l'élément supérieur gauche de la matrice A'GA 
est non nul. Désignons par / l'application linéaire de l’espace R" 


de matrice Lo 1] , où E est la matrice unité de type qg X g. La com- 


posée du difféomorphisme ab {: [-1(V,)— V, et de la fonction (3) 
se représente sous la forme 


n 
tr + 1° HE... Hat 2, #4 (0) Lit}, 


avec h;; — h;; et hot, 441 (0) 0; introduisons le sous-ensemble ZL 
de l’ensemble [71 (Ÿ,) constitué des points dans lesquels h,+1, +1 
ne s’annule pas et a le même signe que k,+1, 4+1 (0); déterminons 
ensuite l'application 9: LR" par la formule 1 (x) = (x, ... 


e + T qu 6 V | ki o+a, g+1 (x) |, Tqt2 . ee, Tn)» où 


hs 
Ê= Loi + >» x an 


Sh (x) ‘ 
1, g+1 
s>q+1 ag 


Des calculs simples montrent que le jacobien de l'application 
au point 0 n'est pas nul. Par conséquent, l’abréviation de cette ap- 
plication à un certain voisinage M du point O0 avec pour image 
40 (M) est un 6@7°-difféomorphisme ; une vérification directe montre 
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que les ensembles V,4, = Ÿ (M) et Wio+r1 — 1 (M), l'application 
Pa+1: Wat+i > Va+i définie par la formule ®@Q+1 (x) = 4 (1 (x)), 
et les fonctions g57° : Vy+1 > R définies par la formule 


hi, gai (x) hj, g+1 () 
g+1 _ __ A, g+1 }, q+1 
85 ()=h() kg, g+1 (2) 


possèdent les propriétés (i), (ii), (iii), (iv). 


? 


$ 4 PLONGEMENTS. IMMERSIONS. LISSAGES. 
APPROXIMATIONS 


1. Espaces d’applications différentiables 


1. Soient X, X” des variétés de classe 677 (0 < r < a). Nous 
désignerons par &’ (X, X”) l’ensemble de toutes les &’-applications 
X — X” que nous munirons pour r < co d’une @’-fopologie qui 
en fait un espace topologique et se définit de la manière suivante. 
Choisissons des cartes quelconques ® € Atl X, œ’ € Atl À”, une 
suite de nombres entiers non négatifs r,,...,r, avec n — dim X 
etr+...<+r, <r, un sous-ensemble compact À de l’ensemble 
Im œet un sous-ensemble ouvert À’ de l’espace R°” avec n° = dim ZX; 
envisageons le sous-ensemble de l’ensemble @&'(X, X') constitué 
des applications f pour lesquelles 


[Di ... D loc (+, w’) f1(4) & 4‘. 


Les sous-ensembles de ce type constituent une prébase de la &7- 
topologie dans @' (X, X'). 

.. Evidemment, &S°(X, X')=@(X, X') et la &°-topologie est 
simplement la topologie compacte ouverte (voir 1.2.7.1). Il est éga- 
lement clair que pour sr l'inclusion &'(X, X') + @‘(X, X') 
est une application continue. Il découle immédiatement de la défi- 
nition de la @'-topologie que tous les espaces & (X, X”) sont régu- 
liers. Remarquons également que les ensembles fermés (resp. ouverts) 


dans €” (X, X') sont précisément les ensembles fermés (resp. ou- 
verts) relativement à toutes les &"-topologies pour r fini. 

À chaque couple de &’'-applications f: Y — X, f': À” — Y” 
correspond une application @7(X, À’) — &@' (Y, Y”}, définie par 
la formule g-> fo go f et désignée par €’ (f, f'). Il est clair que 
@(,f)—=6 (f, f') (voir 1.2.7.1), que €" (f, f') = ab €° (f, f) 
pour s <r et que l'application €” (f, f’) est continue si r < co. 

Enumérons certains sous-ensembles de l’ensemble @' (X, X”) 
qui vont jouer un rôle important par la suite. Il s’agit des ensembles 
des &'-plongements, des @’-immersions, des @'-submersions et des 
&'-difféomorphismes X —+ X”, désignés respectivement par Emb” (X, 
X'), Imm'(X, X’}, Subm’ (X, X'), Diff” (X, À’) (1<Lr< a). 
Les ensembles des €’'-applications f: À —> X” telles que f (0X) 
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 0X" et d,f (Tang,X) d (Tang; (9X"), si x E OX, sont désignés 
par 65 (X, À’). A la place de Diff” (X, X) on écrit généralement 
Diff” X. 

Il est évident que pour 1<r < oc l'application de l’espace 
&3 (X, X') dans 7 (9X, 0X') définie par la formule f+-- ab f 
est continue et que l'application de l’espace @7 (X, X') dans 
G'-1 (Tang X, Tang X”) définie par la formule f-—- df est un plonge- 
ment topologique. 

2. Si X est compact, alors l'ensemble Imm' (X, X”) est ouvert dans 
G'(X, X')A<Lr< oo). 

Nous devons indiquer pour chaque €'-immersion donnée };,: 
X — X” son voisinage dans @ (X, X”) constitué seulement d’im- 
mersions. Fixons pour chaque point x € À des cartes ®, € Atl, X, 
Px € Atl À” telles que fs (supp pk) € supp qx et loc (x: x) f coïn- 
cide avec une des inclusions R° — R?°, R2 — R?’, RT— RT (voir 
1.5.3 et 1.5.1; ici nr — dim X, n° — dim X” S Recouvrons ensuite X 
par un nombre fini d'ensembles U, = x (Int D"), mettons par 
les ensembles U,, ..., U,, et désignons par %/; la partie de l’es- 
pace @” (X, X') constituée des applications f pour lesquelles 
f (CL U,,) € supp @x,, le mineur supérieur de dimension nr Xn 
de la matrice de Jacobi de l'application loc (p,,, gx.) f ne s’annu- 
lant jamais sur D". L’intersection %, AN... M4, sera justement le 
voisinage cherché de l'application fo. 

3. Si X est compact et X”’ sans bord, l'ensemble Subm' (X, X”) 
est ouvert dans G' (X, X') (1 << r < oo). 

Nous devons indiquer, pour la @’-submersion fo: À — À” 
donnée, son voisinage dans @' (X, X') entièrement constitué de 
submersions. Fixons pour chaque point x € X des cartes . € Atl, X, 
gk € AtlX' telles que fo (supp q.) € supp q£ et loc (g,, 9°) fo 
coïncide avec une des projections orthogonales R° — R7, R7 — R7’ 
(voir 1.5.7). Recouvrons ensuite À par un nombre fini d’ ensembles 
U, = vx! (Int D”), mettons par les ensembles Ux. : .. Ux. et 
désignons par %; la partie de l'espace €’ (X, X') constituée par 
les applications f pour lesquelles f (CI VU.) € supp x,, le mineur 
gauche de dimension n° X n’ de la matrice de Jacobi de l'application 
100 (Px,, x) f ne S'annulant jamais sur D*. L'intersection 4, f 
f . N 41, sera justement le voisinage cherché de l'application fo. 

4. Si X est compact, alors l’ensemble Emb’ (X, X”) est ouvert dans 
&'(X, X') Â<Lr< oo). 

Démonstration. D'après le théorème 2 et 1.5.4, il suffit 
d'indiquer, pour le €’-plongement fo: À —— À" donné, ‘son voi- 
sinage dans €’ (X, X') constitué entièrement d’ applications injec- 
tives. Fixons pour chaque point x de X des cartes q, € Atl, X, 
x € Atl À” telles que f, (supp px) © supp et loc (px, gL) fo 
coïncide avec une des inclusions R°— R7’, R2— R7’, R2 — Rr’ 
13—0824 
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(voir 1.5.1). Recouvrons ensuite À par un nombre fini d’ensembles 
Ux = gx (Int D”), mettons par les ensembles U,, ..., U., et 
désignons par %; la partie de l’espace €’ (X, X”) constituée des 
applications f telles que f (CI U;;) € supp Px, et tous les mineurs 
principaux de la matrice de Jacobi supérieure symétrisée de dimen- 
sion » X n de l'application loc (9.,, @.) f, calculée aux points de 
la boule D”, sont positifs. (Rappelons que les mineurs principaux 
sont des mineurs supérieurs gauches; la matrice symétrisée est la 
demi-somme de la matrice donnée avec la matrice transposée.) Enfin, 
désignons par. % la partie de l’espace @’ (X, X”) constituée des 
applications pour lesquelles les images inverses de chaque point 
sont contenues dans un des ensembles U/.. Nous montrerons que l'in- 
tersection Ÿ° = %, NA... NU: NL est le voisinage cherché de 
l'application f,. Puisque l'inclusion f, € 7° est évidente, de même 
que le fait que tous les ensembles %/; sont ouverts, il suffit de dé- 
montrer que : (i) l’ensemble %/ est ouvert; (ii) les applications appar- 
tenant à Ÿ/; sont injectives sur Ux, 

Pour démontrer G), remarquons que %/ est l’image inverse de 
l’ensemble. 


W=B(XXX, (XX X)X U(Ux, X Ux,); 
XX X',(X" x X')NKdiag (X°)) 
par l'application continue &' (X, X')— @ (X X X, X' x X')\ dé- 


finie par la formule ff X f. Puisque l’ensemble (X X X)N 
NX U (Uz, X U.,) est compact, tandis que l'ensemble (X° X X')X 


N diag x ) est ouvert dans X” X X” (voir 1.2.2.4), #° est ouvert 

dans & (X X X, X” X X') et % est ouvert dans €’ (X, X”). 
‘Pour démontrer (ii) étant donné f€ 4; et deux points quelcon- 

ques distincts y, z2€ U,,, désignons par s une fonction {+R qui 


* 


fait correspondre à chaque point # € Î le produit scalaire (calculé 
dans R7’) du vecteur v = p,, (2) — 4, (y) par le vecteur 


oc (sys Pres) 1 (1 — À) Pxy (9) + px (2)) — loc (ur Px) À (U). 
Désignons ensuite par J (u) la partie supérieure symétrisée de dimen- 
sion. X n de la matrice de Jacobi de l'application loc (Pxss Pxs) J 
calculée au point u € Int D", et par q; la forme bilinéaire R" X R" —+ 
—+ R de la matrice J ((1 —t) Px; (Y) + QUE (z)). La fonction s est 
différentiable, sa dérivée au point £ est égale à g; (v, v) et ce nombre 
(d'après la définition de 4l;) est certainement positif. Puisqu’en 
outre s(0) = 0, on a s(1) > 0, i. e. f(y) = f (2). 

5. Si X est compact, alors. l’ensemble des €'-plongements X — X' 
propres est ouvert dans @ (X, X')}, 1<r< co. 

Ceci découle de: 4, puisque l’ ensemble indiqué coïncide avec 
Emb” (X, X') n 3 (X, X"). 
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6. Si X est compact, alors l’ensemble Diff” (X, X') est ouvert dans 
66 (X, X') 1H <Lr< ol. 
Ceci découle de 5 (voir 1.5.1). 


2. Théorèmes élémentaires de plongement 


1. Une variété compacte de classe @7T, 1<r< oo, admet un 
&'-plongement dans un espace euclidien de dimension suffisamment 
grande. | 

Démonstration. Soit n la dimension de la variété X 
qu ‘il faut plonger et «: R°® — I une fonction de classe €”, égale 
à 4 sur D", inférieure à 1 en dehors de D” et nulle à l'extérieur d’une 
boule concentrique de rayon 2. Fixons, pour chaque point x de X, 
une carte p, € Atl, À avec Îm œ, = R” ou Im p, = R?et p, (x) — 
= (; définissons l'application j,: X—R X R? par la formule 


= (a (px(y)), & (px(y)) px(y)) si y Esupp px, 
" (O, 0) si yE X XSUuPP Pa. 


Recouvrons ensuite À par un nombre fini d’ensembles U, — 


— x (Int D"), mettons par les ensembles Us eee Us et 
définissons l'application 
j: À— (R. X R') NN, X (R X R?) — RE +1 


pär la formule ; (y) = : (x, (y), .:., Îx, (y)). Cette application appar- 
tient à la classe G”; elle est injective puisque l'inclusion y € U;; 
implique PAU) Fix, (y) Si y” y. (Ce dernier fait découle de ce 
que VE Ur implique œ'(Px; (y) <'1 alors que & (p+, (y)) = 1, 
tandis que y EU, implique @ (Px, (°)) Pr, (9°) = Pa, 7) Æ 
À Pay (y) = «a (Pa, (y)) Pr; (y).) En outre, j. est une immersion, 
puisque j,, est une immersion sur .U,, (la deuxième composante 
X — R" de l application j,, coïncide avec @.. sur U,,). Par consé- 
quent, j est un @'-plongement (voir 1.5.4). 


Complément dans le cas d’un bord non vide 


2 (Lemme). Sur chaque variété compacte X de classe 877, 1 K 
<r< oc, il existe une C'-fonction réelle h qui s'annule sur OX, est 
positive. sur int X et ne possède pas de points critiques sur 0X. 

Démonstration. Soit a: R®— 7 une fonction de classe 
&' avec n — dim X, égale à 1 sur D" et à 0 à l'extérieur d’une boule 
concentrique de rayon 2. Fixons pour chaqueë point x € ôX une carté 
op, € Atl, X pour laquelle Im @, = R" et p, (x) = 0; définissons 


13% 
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les fonctions f,, £g,: À — R par les formules: 


j = | 1—a(p,;(y)) si y Esupp p+, 

L 1 si y EX XSUPP Ps: 
ge (W)— —$(p;(y)) si yE supp p, 

* 0 si yEX\SuPP Ps 


où f est la fonction sur R” définie par la formule 


B (ë, . ln) — lc (&, 3 L,). 


En recouvrant 0X par un nombre fini d'ensembles U, = qz! (Int D"), 
mettons par les ensembles Us ..., U;, et en posant 


h (y) = ul) PAUSE PU 


nous obtiendrons la fonction h: X —+ R cherchée. En effet : k s’an- 
nule sur ÔX puisque f,, s’annule sur U,, et tous les gx, s’annulent 


sur OX ; h est positive sur int X puisque toutes les f,,, g., sont non 
négatives et g,, est positive sur int À partout où j,, s’annule ; h 


ne possède pas de points critiques sur 9X puisque > 8x; N ‘en possède 
pas sur ÔX (la représentation locale loc (p.,, id R) g,, de la fonc- 
tion gx, i. e. la composée (8x; | supp Px) ° op nn” possède une dérivée 


« 


négative relativement à la première coordonnée sur D"fN}R?- 
pour k = i et non positive sur D"f] R?-1 quel que soit k), tandis 
que I1f,, s’annule sur U U,.. 


3. Toute variété compacte de classe 67" pour 1 £ r L © possède 
un @'-plongement propre dans un demi-espace euclidien de dimensior 
suffisamment grande. 

Un tel plongement dans R?*! = R! X RT sera, par exemple. 
celui déterminé par la formule ær+> (—h (x), j (x)}, où j est un €- 
plongement dans R? (voir 1}, et h, la fonction de 2 
. 4 (Information). Dans les énoncés 1 , 3 la condition de compacité 
et la condition r a sont superflues : chaque variété différentiable 
de classe @7”", compacte ou non compacte, pour r  o aussi bien 
que pour r — a, admet un @’-plongement dans un espace euclidien, 
et chaque variété différentiable de classe 877 compacte ou non 
compacte, pour r & oo aussi bien que pour r = a, admet un &@- 
plongement propre dans un demi-espace euclidien. On trouvera les 
démonstrations dans [22], [8]. , 

Remarquons que le cas r = a est exclu des théorèmes 7, 3 par 
suite des complications qu’il entraînerait. Par la suite, cette exclu- 
sion influencera plusieurs énoncés: voir par exemple A. 2, 9.3, 6.9, 
4.6.2.7.: 
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3. Transversalisations et tubes 


1. Dans ce sous-paragraphe, nous étudions la structure des voisi- 
nages de l’image d'une variété différentiable fermée par plongement 
différentiable dans l'espace euclidien. Lesrésultats sont contenus dans 
les théorèmes 4, 5, 7 et constituent le fondement technique du présent 
sous-paragraphe. 

2. Soit j un plongement différentiable d'une variété différen- 
tiable fermée de dimension #7 dans RT. On appelle fransversalisation 
du plongement j toute application continue t: À = G (qg, g —n) 
telle que pour chaque point x € X le plan + (x) est transversal au plan 
d,j (Tang, À) (i.e. le coupe en un seul point). L'exemple fondamental 
est la transversalisation normale qui applique chaque point x€ X 
dans le plan normal correspondant (i.e. dans le complémentaire 
orthogonal du plan d,j (Tang, X) dans R1); si j est de classe €”, 
alors la transversalisation normale appartient évidemment à la clas- 
se &'-1 (voir 1.4.2). 

On associe de manière naturelle à la transversalisation T: X — 
+ G(g, g —n) du plongement j: X—+R? l'application +1: X —+ 
— G (g, q — n) qui fait correspondre au point æ le plan j (x) + 
+ t (x) (passant par t (x) parallèlement à j (x)). La boule et la sphère 
de ce plan de centre j (x) et de rayon p sont désignées par d, (x, p) 
et s, (x, p). Les réunions Uexde(#, P) et Uxex (de (æ PINS (2, P)) 
sont appelées tube et tube ouvert de rayon p de la transversalisation T ; 
on les désigne par Tub.p et tub.o. 

Le tube Tub,p est dit propre si pour un certain 6 >> p: (i) les 
boules ouvertes d.(x, 6) \s, (x, 6) sont disjointes deux à deux et le 
tube ouvert tub ,0 qu'elles constituent est un voisinage de l’ensemble 
j (X) dans R2; (ii) l'application de ce voisinage sur À qui envoie 
df(z, GO) XS (x, 6) dans zx est différentiable. Les restrictions de cette 
application à Tub.,p et tub.p (qui ne dépendent évidemment pas du 
choix de 6) sont appelées projections et désignées par pr. 

Il est clair que si le tube Tub,o est propre, alors tous les tubes 
Tub.,p” pour p” < p le sont également. 

Mise en garde : la transversalisation normale peut ne pas posséder 
de tube propre ni même de tube à boules d,(x, p) disjointes; voir 
exercice 11.4. | 

3. La construction suivante permet de représenter un tube propre 
comme l’image de son modèle idéal ; nous nous en servirons pour dé- 
montrer les théorèmes 4 et 5. Désignons par Tu, le sous-ensemble du 
produit À X RT constitué des couples (x, t) tels que tE t(x), et 
par Tu,p et tu.p, p = 0, les parties de l’ensemble Tu, avec respec- 
tivement dist (0, é) < p et dist (0, &) < p. Désignons, ensuite par 
nat l'application de l’ensemble Tu, dans R1? définie par la formule 
nat (x, t) = j (x) + t. Il est évident que nat applique isométrique- 
ment chaque plan z X + (x) sur le plan correspondant j (x) + + (x) 
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et applique Tu,p exactement sur Tub,p, et tu.p sur tub-p. Il est 
également clair que nat est injective sur Tu,p si et seulement si 
les boules d, (x, p) sont deux à deux disjointes, et sur tu,p lorsque 
les boules ouvertes d, (x, p) s, (x, p) sont deux à deux disjointes. 
Dans le premier cas nat applique la restriction de la projection 
pri À X R1—- X à Tu,p dans la projection pr: Tub,p —> X ; dans 
le deuxième cas elle applique la restriction de la projection Pri 
à tu,o dans la projection prr: tub,p — X. 

Nous nous intéresserons seulement aux transversalisations +T 
différentiables. Si j et t appartiennent à la classe €”, r > 1, alors 
X X Rest une 67"-variété, Tu, sa sous-variété de dimension g 
sans bord et nat une application de classe &”. Dans ce cas Tu,p est 
une sous-variété compacte de dimension qg de la variété Tu, avec 
int (Tu,p) = tu,p, tandis que la restriction de la projection 
prit À X R1— ZX à chacune des variétés Tu,, Tu,p, tu,p est 
une @’-submersion. 

4. Supposons que j et t sont de classe € pour r => 1. Si le tube 

Tub.o est propre, c'est une '-sous-variété de l'espace RT avec 
int (Tub,p) = tub.,p, tandis que pr,: Tub.:p — X est une €'-sub- 
mersion. 
.. Démonstration. Soit o un nombre supérieur à p et 
vérifiant les conditions (i), (ii) de 2. D'après 8, l’application ab nat: 
tu,o—> tub,o est bijective; il est clair que l'application inverse 
ab nat tub,o — tu,o se décrit par la formule y (pr, (y), 
y — jo pr; (y)). Cette formule nous montre que ab nat-! est une 
application différentiable ; ainsi ab nat est un @'-difféomorphisme 
et les propriétés du tube Tub,p et de la projection pr,: Tub,p + X 
qu'il faut établir découlent de celles de leurs modèles Tu,p et ab 
pr: Tu.,p — À déjà établies dans 5. 

5. Chaque transversalisation différentiable possède un tube propre. 

Démonstration. Soit t une transversalisation différen- 
tiable du plongement j: À —+ R17. La transversalité des plans 
t (x), d,j (Tang, À) signifie que la différentielle d, : nat est non 
dégénérée si té = 0, et donc l'application nat, restreinte à un voisi- 
nage Ù de l’ensemble X X 0 dans Tu.,, est un difféomorphisme de U 
sur un voisinage de l’ensemble j (X) (voir 1.5.5). Il est clair que si 
Tu,p U, alors Tub,p est un tube propre de la transversalisa- 
tion T. 

6 (Lemme). Soient X, X” des @"-variétés fermées avec 1<7r < 
< co. Si X” admet un €'-plongement dans un espace euclidien avec une 
@'-transversalisation, alors l'ensemble. GT (X, X") est dense dans 
@ (X, X'). 

Démonstration. Fixons un @’-plongement j: X — R2 
et un @’-plorgement j': X’—RT avec une 6’-transversalisation 
t’; il suffit de démontrer que, quels que soient une application 
continue f: À —+ À’ et un & positif, il existe une @’-application 
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g: À — X” telle que 

maxsex dist (je f (x), j'e & (a) < 8 
(voir 1.2.7.3). Construisons un tube propre Tub,: p” avec p° < e/2 
et désignons par 6 le plus petit des nombres e/2, Dist (jÿ" (X'}, RIN 


N tub,-p"); remarquons que ô =>.0 (voir 1.1.7.15). D'après 1.1.5.12, 
l'application composée 
(ab 3)-1 


ET xLx LR. 


se prolonge en une application continue ff: R?-—>R%: d'après 
le théorème 3.1.4, il existe une application g,: R1—RT qui 
s'exprime en coordonnées par des polynômes telle que 


maxxex dist (f1° f (x), g1° j (x)) < 8. 


Cette dernière inégalité montre que g,°j (XX) tub,- p”, donc la 
formule g(x) = pr, (g,°j(x)) définit l'application  cherchée 
g: À — X”. 

7. Tout C'-plongement d'une @7"-variété fermée, 1<7r< a, 
dans un espace euclidien admet une G'-transversalisation. 

Pour r — a, ©, telle sera la transversalisation normale. Pour 
1<7r<oæ, l'existence même d’une transversalisation normale 
fait que l’ensemble des transversalisations d’un &@’-plongement 
X —- R1 donné est non vide, et comme cet ensemble est ouvert dans 
G(X, G(g, q— dim X)) (ce qui d’ailleurs est évident), il suffit 
d'établir que l’ensemble &7 (X, G (q, q — dim ZX)) est dense dans 
@ (X, G(q, q — dim X)). Mais ceci découle du lemme 6, puisque 
G (qg, g — dim X) se plonge analytiquement dans l’espace euclidien 
(voir 2.2.5). 


4. Lissage des applications dans le cas fermé 


1. Nous abordons le‘sujet principal du présent sous-paragraphe : 
l'approximation des applications d’une variété diftérentiable dans 
une autre par des applications qui sont dans un certain sens plus 
régulières ; par exemple, elles sont plus lisses ou sont des plongements 
ou des immersions. 

Les approximations considérées dans le présent sous-paragraphe 
augmentent seulement le degré de différentiabilité de l'application 
sans en améliorer les autres propriétés. Par ailleurs, nous considé- 
rons le cas le plus simple, celui des variétés fermées. 

2. Sir < oo, alors pour chaque couple de @7"-variétés fermées X, 
X”', l'ensemble € (X, X') est dense dans €° (X, X”) quel que soit 
s << r. Îlen est de même pour r = a, si X et X' admettent des €°-plon- 
gements dans l’espace euclidien. 

Nous devons montrer qu’un voisinage % d’une application don- 
née f contient dans @° (X, X') une €'-application. Fixons les 
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&'-plongements j: X—R1, j': X’—R1, leurs C’-transversa- 
lisations Tv, t’ et les tubes propres Tub,o, Tub,-0’; considérons l’ap- 
plication 


6° (ab j, pre): @* (Tub, (p/2), tub.ep')— &° (X, X'), 


où abj = [abj: X — Tub, (p/2)] (voir 1.1). Puisque cette applica- 
tion transforme les &’-applications en @'-applications, il suffit 
d'établir que l'intersection de l’image inverse Ÿ° de l’ensemble 4/ 
avec €’ (Tub. (p/2), tub.:p') n’est pas vide. Mais l’ensemble Ÿ° est 
ouvert et contient la restriction à Tub, (p/2) de l’application composée 


pr A 
tub,p —> X 5 X° 25 tube 0’: (4) 


l’image de cette restriction est compacte et se trouve donc à une 
distance positive de R1  Xtub.,-0’. Par conséquent, il existe un 
nombre positif e tel que si aux points de l’ensemble Tub, (p/2) les 
fonctions coordonnées de l’application g€@° (Tub, (p/2), R°) 
possèdent des dérivées partielles d'ordres 0, 1, ..., s égales à celles 
des fonctions coordonnées de l'application (1) à € près, alors 
g (Tub, (0/2) tub, p’ et [lab g: Tub, (p/2) — tub,:0 1€ 7". En 
appliquant le théorème 3.1.4. aux fonctions coordonnées de l’appli- 
cation (1), nous voyons qu'il existe une application g, exprimée 
en coordonnées par des polynômes, avec la même propriété des déri- 
vées partielles, d’où il est immédiat que l'intersection 
F N°6’ (Tub, (p/2), tub,-p') n’est pas vide. 

3. En comparant le théorème 2 aux théorèmes 1.2, 1.3, 1.4 et 
1.6, nous voyons que pour r < oo et 1<< sr, l’ensemble 
Imm’ (X, X'’)est dense dans Imm‘ (X, X”}, l’ensemble Subm'’ (X, X”) 
est dense dans Subm (X, X”}), l’ensemble Emb” (X, X”) est dense 
dans Emb° (X, X”) et l’ensemble Diff (X, X”) est dense dans 
Diff” (X, X') quelles que soient les 67"-variétés fermées X, X”. 
Il en est de même pour r = a, lorsque À et À” admettent des &°- 
plongements dans des espaces euclidiens. 

4 (Corollaire). Si deux @7"-variétés fermées, pour 1 << r < oo, 
sont difféomorphes, alors elles sont @'-difféomorphes. Il en est de même 
pour r = a, lorsqu'elles admettent des G°-plongements dans des espaces 
euclidiens. 

à (Information). Des &°-variétés fermées homéomorphes ne sont 
pas nécessairement difféomorphes. Chronologiquement, le premier 
exemple était donné par des @°-variétés homéomorphes mais non 
difféomorphes à la sphère S7; voir [15]. 


Complément au théorème 2 


6. Pour r < oo, sr, l’ensemble € (X, X') est dense dans 
G° (X, X') également dans le cas plus général où X est une €7'-va- 
riété fermée et X' un ouvert d'une certaine G7"-variété Y fermée. Il 
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en est de même pour r = a, lorsque X et Y admettent des G°-plonge- 
ments dans des espaces euclidiens. 
Pour la démonstration il suffit de remarquer que l’application 


€ (id, in): S(X, X')— EUX, Y) 


est un plongement topologique à image ouverte qui applique 
G'(X, X’) dans l'intersection de cette image avec @'(X, Ÿ). 
Comme &’' (X, Y) est dense dans €° (X, Ÿ), l'intersection indiquée 
est dense dans cette image et &’ (X, X')est dense dans @° (X, ZX”). 

7 (Lemme). Pour tout couple de sous-ensembles fermés disjoints 
d'une G'-variété fermée, il existe une fonction d'Urysohn de classe €, 
quel que soit r < oo. 

Démonstration. Soit ®: À — J une fonction d’'Ury- 
sohn du couple envisagé À, B. D'après le théorème 6, il existe une 
&@'-fonction w: À —R telle que maxsex | D (x) — o (x) | < 1/3; 
il est clair que si À: R —- 7 est une fonction de classe @7 vérifiant 
À (y) = 0 pour y < 1/3 et À (y) = 1 pour y > 2/3, alors À est 
une @’-fonction d’ Urysohn du couple À, B, 

8. Soient X, X” des @7"-variétés fermées et À un sous-ensemble fermé 
de X. Pour0 << sr < , la partie de l’espace G° (X, X') consti- 
tuée des Æ'-prolongements de l'application donnée œ: A— X" est 
dense dans la partie de cet espace constituée des prolongements de l'appli- 
cation « de classe €' dans un voisinage de l’ensemble À (chacun dans 
son voisinage). 

Nous devons montrer que le voisinage donné % dans €° (X, X”’} 
de l'application f donnée qui prolonge œ et appartient à la classe 
@' dans un certain voisinage U de l’ensemble À, contient un &- 
prolongement de l’application . Fixons un &@’-plongement j': À —- 
> R1, sa @’'-transversalisation +Tt’ et son tube propre Tub.:0’; 
désignons par 7° la partie de l’espace €° (X, X') constituée des 
applications g pour lesquelles 


max,exdist (jo f (x), j o g (x)) < Dist (j (X}), RTC tub.e0’). 


Il est clair que l’ensemble Ÿ° est ouvert et que pour des g£€ Ÿ°,x€ X 
quelconques le segment à extrémités jo f (x), j © g (x) est contenu 
dans tub.-0’. Construisons une @”"-fonction d’'Urysohn w du couple 
A, À XKU (voir 7) et considérons l'application D:  —+ @° (X, X'} 
qui envoie g dans l’application 


ti pre (A — 4 (x)) jo f (x) + Ÿ (x) joe 8 (x). 


Une vérification immédiate montre que ® est continue; il est évi- 
dent que ® (f) — jf. IL découle de ces propriétés de ® que l’ensemble 
D-1 (41) est ouvert et non vide, d’où on tire, en appliquant le théorè- 
me 2, qu'il contient une &'-application. Il reste à remarquer que ® 
applique les &’-applications dans des @'-prolongements de l’appli- 
cation . 


202 VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES [CH. 3 


9. Soient X, X' des G7'-variétés fermées, À une sous-variété de la 
variété X, fermée en tant que variété indépendante; supposons que 
æ: À — À" est une application de classe G'. Pour 0 << s <r << oo, 
la partie de l’espace G° (X, X”) constituée des G'-prolongements de 
L'application œ est dense dans la partie de cet espace constituée de 
tous les €°-prolongements de l'application . 

Nous devons montrer que le voisinage donné % dans €° (X, X') 
du prolongement donné de l'application contient un @’'-prolonge- 
ment de cette application. Fixons les &’-plongements j: À — R1 
etj': À" RT; la G'-transversalisation t du plongement j |4: A— 
— RT et la G’-transversalisation Tt' du plongement j’; les tubes 
propres Tub,p et Tub,:0". Désignons ensuite par Ÿ° la partie de 
l'espace &° (X, X”) constituée des applications g qui vérifient 


maxxeA dist (jo (x), jo g(x)) << Dist (j (X”), RTK tubs p”). 


11 est clair que l’ensemble 7° est ouvert et contient tous les &‘-pro- 
longements. de l'application @ à X. Construisons une &’-fonction 
d'Urysohn quelconque du couple (XX j-* (tub.,p)), À et considérons 
l'application D: Y — &°(X, X') qui envoie l'application g dans 
l'application | 

pre(j'eg(x) + px)lj opepre ((x))— 

zr> — j'ogo prr(j(x))]) si j(x)E Tub.p, 

g (x) si j (x) é Tub. p. 
{l est évident que ® est continue et que ® (g) = £g, si g prolonge ®. 
Il découle de ses propriétés de ® que l’ensemble ®-* (7/) est ouvert 
et non vide d’où l’on tire, en vertu du théorème 2, qu'il contient 
une @’-application. Il reste à remarquer que ® applique les &”- 
applications dans des @’-prolongements de l'application . 


5. Recollement différentiable de variétés 


1. Le but principal de ce sous-paragraphe est de préparer la 
généralisation des théorèmes d’approximation 4.2 à 4.4, dans leur 
partie non analytique, aux variétés compactes à bord. On procédera 
par construction des doubles des variétés compactes différentiables, 
‘opération qui les rend fermées. Il nous sera plus commode d'étudier 
tout de suite une opération plus générale, également nécessaire dans 
d’autres questions : le recollement différentiable de variétés compac- 
tes différentiables. I1 faudra commencer par l'étude de la structure 
des variétés compactes différentiables à proximité de leurs bords. 


Cols 


2. On appelle col d'une @'-variété compacte X, 0<r< a, 
le &'-plongement du cylindre 0X X Î dans X qui applique (x, 0) 
dans x pour tout point æ € 0X. L'image du cylindre 9X X Î par 
un Col est également appelée col. 


$ 4] PLONGEMENTS. IMMERSIONS. LISSAGES. APPROXIMATIONS. 203 


Dans le cas où X est différentiable (r => 1), le col est un plonge- 
ment différentiable et son image, une sous-variété de codimen- 
sion 0. Le bord de cette dernière variété est constitué par 0X et 
par une sous-variété (de la variété int X) difféomorphe à 0X. 

3. Pour 1 < r < co chaque G'-variété compacte admet un col. 

Démonstration. Soit À la variété envisagée. Fixons 
un @'-plongement propre j: À — R2 (voir 2.3), une @'-transver- 
salisation T du plongement composé 6X *?} Re À R2 et un tube 
propre Tub,p; considérons l'application œ@: j-! (tub.,p) — 0X X R'! 
définie par la formule xt (pr, (j (x)), j1 (x)), où j, est la première 
fonction coordonnée du plongement j. Il découle du fait que j est 
propre que la différentielle d,g est non dégénérée pour x € 9X, de 
sorte que est un difféomorphisme d'un certain voisinage du bord 
0X sur un certain voisinage de l’ensemble 9X X O0 (voir 1.5.5). Soit 
e un nombre positif si petit que le produit 0X X [—e, 0] est 
contenu dans le voisinage indiqué; il est clair que la formule 
(x, t)r pl (x, —et) détermine alors un col de la variété X. 

4 (Information). Les variétés topologiques compactes (r = 0) 
et les variétés analytiques compactes (r — a) admettent également 
des cols. Le cas r — 0 est considéré dans [4]. 


Recollement 


5. Soient X, À” des @'-variétés compactes de dimension n avec 
r > 1 et C, C” des sous-variétés de leurs bords 0X, 0X” constituées 
de composantes entières de ces bords. Nous supposons que C et C” 
sont difféomorphes et munies d’un &’-difféomorphisme @: C — C'; 


recollons X à X’ par la composée des applications C & C' À X' 
(voir 1.2.4.8). L'espace Y = X” (Jin. 9 À obtenu est évidemment une 
variété topologique compacte de dimension n; il s'avère que si X 
et X’ sont munis de cols, alors Ÿ possède une @’-structure naturelle 
qui en fait une @’-variété à col. Cette @”-structure est définie par 
l’atlas constitué des cartes des atlas Atl (XX C) et Atl (X'KC") 
(nous envisageons X et X” comme parties de la variété Ÿ) et des car- 
tes Ÿ déterminées d'après les cartes 1 € Atl Cet les cols k: 9X X I — 
— X, k': 0X" X 1 —- X' par les formules 


supp Ÿ = k (supp # X [0, 1)) U &’ (supp y X [0, 1)), 

Fe, à) = (pe), —1) 

y (k° (z, t)) — (p (z), 1) 
(Im pe R°“, et Im Ÿ = Im X (—1, 1) R'1 X R = R?}). Ces 


cartes sont évidemment &’-compatibles deux à deux; le col 
naturel de la &’-variété Ÿ obtenue est constitué par les parties restan- 


zEC,tE€lI0, 1) 
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tes des cols k, k’. On dit que Ÿ est recollé à partir de X et X” par ®. 
Il est clair que 9Y = (8XXC) |} (0X'"NXC") et que X, X” et C sont 
des sous-variétés de Ÿ. Les parties des cols k, k’ qui adhèrent à 
C, C” constituent un col bilatère de C dans Y, i. e. un €’-plongement 
C X [—1, 1] — Y tel que (z, 0) 2. 

Lorsque X” = X, C” = C = 9X et @ = id, le recollement est 
appelé double de À et Ÿ sera désigné par dopp X. Ceci est en confor- 
mité avec 1.1.9 en ce sens que €° (dopp À) = dopp (@? X). 

Remarquons que si X et X” sont orientés et ® transforme l’orien- 
tation induite de la variété C dans l'orientation induite de la variété 
C” (voir 1.3.4), alors Y est orientable et peut être muni d’une orien- 
tation canonique. Cette dernière est celle qui induit dans X l’orien- 
tation donnée et dans À” l'orientation opposée à l'orientation donnée. 
En particulier, si À est orienté, alors dopp X l’est également. 

Comme nous montrent des exemples simples, la &'-structure de 
la variété Ÿ dépend non seulement de celles des variétés X,X” et du 
difféomorphisme œ, mais aussi des cols k, k’. Notre but immédiat 
est de montrer que pour r a cette dernière dépendance disparaît 
lorsqu'on envisage Y à un @’-difféomorphisme près. 

6 (Lemme). Soient X, X' des @7"-variétés fermées avec 1 £ r < oo 
et f: X X [—1, 1]— X' X [—1, 1] une application telle que 
f(X X [—1, 0) X’' X ] — 1, 0] et _f(X x [0, 1ha X' x 
X [0, Al. Sè abf: X X [—1, 0]—> X' X] — 4, 0] et abf: X X 
X [0, 1]—> X° X [0, Al sont des plongements différentiables de clas- 
se C', tandis que ab f: X X 0O—+ X' X Oest un difféomorphisme, alors 
il existe un G'-plongement g: X X [—1, 1]— X' X [—1, 1] qui 
coïncide avec f sur (X X [—1, —1/,1) U (X X 0) U (X X [1/,, 11) 
et vérifie g(X X [—1, 0]) = f(X X [-1, ON, g(X x [0, 1]) — 
= f(X X [0, 1h. 

Dans la démonstration qui suit nous désignerons par }j,, f, les 
applications composées 


r 


mn / 
Su 


Supposons tout d’abord que l'application f, est constante sur 
chaque ensemble x X [—e, el, x € X, pour un certain & positif. 
Nous fixons des nombres positifs 8, n tels que Ê min (e, !/,) et 
pour chaque point xE À la dérivée de la fonctiont-- f, (x, t) soit 
au moins égale à n sur les intervalles [—6, 0 [, ] O0, 6]; nous cons- 
truisons ensuite une @’-fonction &: [—6, ô] —+ J telle que & (t) — 
= 0 pour |t| << 6/4 et x (t) — 1 pour | t | > 8/2. [L'existence de 


x<L11%x"xf21 
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tels nombres Ô et n découle de la continuité des fonctions 
X X[0, 11J—R,X X [—1, 0] +R qui font correspondre à chaque 
point (x, t) la dérivée de la fonction tr-> fe (x, T) au point t (pour 
1 — 0 nous prenons la dérivée à droite pour la première fonction, et 
à gauche pour la seconde), et du fait que chacune de ces fonctions est 
positive sur À X 0. En vertu de la compacité de X, ces fonctions pos- 
sèdent une borne inférieure positive sur X X 0 et sur le produit 
X X [—6, 6] pour un certain 6 positif.] Une vérification immédiate 
montre que l'application 


gi: X X[—1, 4] — X° x [—1, 1], 
définie par la formule 
ep {He De (Aa DD (0 DES 
f(x, t) si |{[>6, 
est l'application cherchée. 

Dans le cas général, nous fixons un €; << {/, positif tel que l’ap- 
plication q: À — X” déterminée par la formule œ, (x) = f, (x, t) 
soit un difféomorphisme pour |t | < e,;. [L'existence d’un tel e, 
découle de la continuité de ®, en t pour une &’-topologie; du fait que 
o est un difféomorphisme (rappelons que abf: X X0— X' x 0 
est un difféomorphisme), et du fait que l'ensemble Diffr(X, X') 
est ouvert dans @7 (X, X') (voir 1.6).] 

Soit y: [—e,, & +R une &'-fonction non décroissante telle 
que Y (té) = 0 pour |t | < e,/4 et y, (t) = t pour |t | > &e,/2. Défi- 
nissons l'application 


f: X X [—A1, 1] X! X [—1, 1] 


par la formule | 
7(& h— 1 (p;" ° Pr (x); à) Si |] LE, 
f(x, t) si [{[>es. 


Elle vérifie les conditions imposées à f dans l’énoncé du lemme ainsi 
que la condition supplémentaire pour laquelle le lemme a déjà été 
démontré (la composée des applications 


7 rs 
XxXI—1, 112 X!x[-—1, 1] — X' 
est constante sur les ensembles x X [—e, el pour € — e,/4). L'ap- 
plication g correspondante sera justement l'application cherchée, 
puisque f coïncide sur | 
(X X [—1, 12, U (X X 0) U (ZX X [2,, 11 

avec f. 

7. Soient X,, X;, X:, X, des @'-variétés à col, 1 Lr< oo, et 
supposons que Ci, Ci, C2, €, sont des parties de leurs bords constituées 
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des composantes entières ; soient p: Ci + Ci, pi: C2->C, des difféo- 
morphismes de classe €. Si existent des @'-difféomorphismes F: X, — 
— X,, F1 X; — X, tels que F (C1) = Ca, F7 (C;) = C, et le diagram- 
me 


Ci, 
abF | | ab 

C3 + C: 
est commutatif, alors les variétés Y, et Y:, obtenues respectivement par 
recollements ®, et @: à partir de X,, X' et X,, X, sont @'- difféomorphes ; 
en outre, il existe un 32 Alléomorphisme G: Y1— Ya tel que 
G(X 1) = Xo, G(X) = X,, G(C,) = Cas. et -labG: C, + Cl = 
— {ab F : . 1 —- 2J. | 

Démonstration Soient  L,: °C, X [—1, 1] —+ Y,, 
L, : X [—1, 1] —- Y, des cols bilatères. Désignons par H l'appli- 
DU toe Ÿ > Y, définie par les formules 
Hz; = lin: Xe Yilo F, Hxg = lin: X, + Y;lo F' 
et trouvons un & positif tel. que 
Ho l(C, X [—e, ee l, (C: X1—1, AD). 
Appliquons maintenant le lemme 6 à l'application f: C;, X [—1, 1]—+ 
—+ C; X [—1, 1] définie par la formule f (z, t) = E1 Œ o L, (z, et)). 
D'après ce lemme, il existe un &'-plongement £: C, X 4 11 — 
—+ C; X [—1, 1] qui coïncide avec f sur 
(C1 X A1, —7,) U (EC: X 0) U (C1 X Ee, 11) 


et vérifie 


29 


8 (Ci X1—1, 01) = (Ci, X 11, 0, 
£ (Ci X: [O, 11) — Î (C1 X 10, 11). 
Il est clair que la formule 
co={r si yÉ (C1 X[—e, el), 
Log(z,tle) si y=l,(z, t] avec zE€C;, tE[—E&,e] 
détermine le &’'-difféomorphisme G: Y;—Y, cherché. 


Découpage 
8. Soient Y une variété de classe @" ave 1<Lr< © et X, X? 
des sous-vâriétés de même. dimension qui. recouvrent  Ÿ. SiC=xX/fNX 
est une partie dé chacun des bords 0X, OX” constituée par leurs composan- 
tes entières, alors il existe un €'-plongement LCXI-A1, 11—Y 
iel que L(z, 0) = z pour chaque point 2€ C et 1(C X [—1, (0) Ten 
int X, L(C X‘10, 1) int X’. 


\ 
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Démonstration. Fixons un €@’-plongement j: Y — R1, 
une &’-transversalisation t du plongement jlc: C — RT et le tube 
propre Tub.p; envisageons une application @: € — S1-1 qui fait 
correspondre au point z € C le vecteur unité tangent à j (Y) au point 
j (z), contenu dans + (z) et dirigé vers X”. Cette application est 
continue (elle appartient à la .classe @'-1) et d’après le théorème 4.2, 
il existe une @’-application mp, : € — S1-l telle que le produit sca- 
laire {œ(z), w, (z)) est positif sur C. Considérons l'application 
vw: tub,p + C X R définie par la formule 


ÿ (z) = (pr +(2), {z — jo pre (2), qu (2))). 
Elle appartient à la classe €’ et, si z € C’, la différentielle 
dynb: Tang;(tub.p) — Tang, (CXR) = (Tang, C)JOR 


est un isomorphisme de Tang;., j (C) sur Tang,C qui applique le 
vecteur œ(z) dans (p(z), 1 (z)) ER. En outre, Tang, j (C) et 
œ (z) sont contenus dans Tang,,, j (Y), de sorte que d;,, Ÿ est un 
épimorphisme de Tang, i (à) sur Tang,, » (C X R). L'égalité 


dim Tang j (Y) — dim Tang, 0) (C X R) 


implique dy Ÿlrang,c3%) i. €. din (lim) Ntub, p) est un jiso- 
morphisme. En vertu du théorème 1.5.5, il en découle que Ÿ |;#) n tub,» 
est un difféomorphisme d'un certain voisinage de l’ensemble j (C)sur 
un voisinage de l’ensemble C X 0. Soit £ un nombre positif si petit 
que le produit € X [—e, el est contenu dans le voisinage indiqué; 
il est clair que la formule L (z, t) = j-! (p-! (z, et)) définit le plonge- 
ment demandé L:C X [—1, 1] + Y. . 

9 (Corollaire). Soient Y une variété de classe € avec 1 L£r < ©, 
et X, X” des sous-variétés de même dimension qui la recouvrent. Si 
X MN X' est une partie de chacun des bords 0X, OX”, constituée par 
leurs composantes entières, alors id À et id X” constituent un '-dif- 
féomorphisme de la variété Y sur la variété recollée par id (X fN X') 
à partir des variétés X, X’ munies de cols appropriés. 


Application élémentaire 


10. Les variétés différentiables compacts sont des SCNR. 

Dans le cas des variétés fermées ceci découle des théorèmes 2.1, 
3.7 et 3.5, l’image d’une variété différentiable par un plongement 
différentiable dans l’espace euclidien. étant le rétracte de l’intérieur 
d’un. tube propre d’une transversalisation différentiable du plonge- 
ment. Le cas des variétés ouvertes se réduit au cas fermé par le théo- 
rème 1.3.6.4; en effet, une variété compacte différentiable possède, 
d’après 5, un double fermé différentiable dont elle ‘est évidemment 
le rétracte. 
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6. Lissage des applications de variétés à bord 


1. Les propositions principales de ce sous-paragraphe sont les 
théorèmes 5 et 9 qui généralisent le théorème 4.2. Le lemme 2 est 
nécessaire pour la démonstration du lemme à, le lemme & pour la 
démonstration du lemme 4, le lemme 4 pour la démonstration du 
théorème 5, et enfin les lemmes 7, 8 pour la démonstration du théo- 
rème 9. - 

2 (Lemme). Soit Ÿ une variété de classe 67" avec r oo. Si la 
fonction f: Ÿ X R° — Rest de classe 6", alors la fonction F: Y X R— 
> R définie par la formule 


f (y; t) pour t<0, 


F(y,t)=\ < 
(y; t) DA CES (U, — kr) pour t=>0 


est également de classe €. 

La démonstration nécessite seulement la vérification de la com- 
patibilité des deux lignes de la formule qui définit F et de celle des 
dérivées partielles de ces lignes relativement aux coordonnées loca- 
les. Si, en guise de ces dernières, on a choisi t et des coordonnées 
locales quelconques dans Ÿ, alors la compatibilité indiquée est une 
conséquence immédiate de l'égalité 


D (— 1 CID p (0) = D‘ (0) 
= 
qui est valable pour s < r quelle que soit la &'-fonction p: R? +R. 
Pour vérifier cette égalité, i. e. l'identité 

D (CHE =O (KT), 

k=— 

il suffit de remarquer que cette dernière somme est la « différence 
d'ordre r + 1 », calculée pour # — —1, de la fonction à valeurs 
entières 4 —> k*. 

3 (Lemme). Soit X une @””-variété à col. Si 1 < r Low, alors 
chaque fonction de G'(X, R) se prolonge en une fonction de 
6’ (dopp X, R). 

Démonstration. Fixons un col bilatère Z: 0X X [—1, 
11]— dopp X de la variété 60X dans doppX (voir 5.5) 
et une &’-fonction &œ: R —- 7, telle que «& (ét) = 1 pour t < 0 et 
a (t) = 0 pour & > 1/r. Soit une fonction appartenant à @7 (X, R). 
Considérons la fonction f: 06X X R: —R définie par la formule 


__ fa(@)p({(y,t)) pour i<1/r, 
FU t)= { 0 pour é>1/r. 
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Elle est de classe €’ de sorte que le lemme 2 la transforme en une 
&'- fonction F: 0X X R—+R; il est clair que la fonction : 
dopp À —+ R définie par la formule 


0 pour x € dopp X X(X UZL(9X X [0, 1/r]), 
to= | 809 pour zEX, 


F(E1(x)) pour xEl(0X X[0, 1/r]) 


prolonge œ et appartient à la classe @7. 

4 (Lemme). Soient X une @7"-variété à col et X' une 67"-variété 
fermée. Si0 << r << oo, chaque application appartenant à € (X, X') 
se prolonge en une application de € (dopp X, ZX”). 

Démonstration. Pour r —0 c'est évident. Supposons 
quer >0etf € &'(X, X'). Fixons un @'-plongement j': X'—RT, 
sa 6'-transversalisation t’ et un tube propre Tub,.0’. En vertu du 
lemme à, les fonctions coordonnées de la composée j’ ° f se prolongent 
en des €’-fonctions dopp À +R, i.e. j °f se prolonge en une 
certaine @’-application g: dopp X — R?. Désignons par Ü le 
voisinage du bord 8X dans X constitué des points z pour lesquels 


dist (j'of(x), g (cop (x))) < Dist (j’ (X”), R?T Ktubsp'), 
et construisons pour le couple X, cop (XX U) une € fonction 


d'Urysohn o: dopp À — 7. Il est clair que le segment à extrémités 
j'of(x), g (cop (x)), x E X, est contenu dans tub,-p" et les formules 


h(x) = j'of(x) si zEX, 
k (cop (x)) = j' ° f(x) si x E XXU, 
h (cop (x)) = (1 — œ (cop (x))) g (cop (x)) + p (cop (x)) j’ ° f (x) 


si zEC CU 
déterminent une ’-application k:  doppX—R? avec 


h (dopp À) tub.p’ qui prolonge j’ « f. La composée des applica- 
tions 


Dr 
dopp X 5 tubp’ ——> X' 


sera justement le &’-prolongement de l’application f à dopp X. 

5. Soient X, X' des G”"-variétés compactes, X' étant fermée. 
Si0<s<r < oc, alors: (i) l’ensemble 6 (X, X') est dense dans 
G°(X, ZX"); (ii) pour chaque G'-application œ@: 0X — X’ la partie 
de l’espace G°(X, X') constituée des €'-prolongements de l'application 
œ est dense dans la partie de cet espace constituée des G°-prolongements 
de l'application qg. 

Démonstration. L'application 


€ (in: À — dopp X, id X’‘): €° (dopp X, X’)—+€°(X, X') 
14—0824 
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envoie les €’-applications dans des €’-applications et, d’après le 
lemme 4, son image contient entièrement @° (X, X’). Par consé- 
quent, (i) découle du fait que l’ensemble €” (dopp X, X”) est dense 
dans &° (dopp X, X’} (voir 4.2), tandis que (ii) découle du fait que 
l’ensemble des %’-prolongements de l'application œ est dense dans 
la partie de l’espace &° (dopp X, X’) constituée des %@°-prolonge- 
ments de l’application œ (voir 4 9). 

6 (Corollaire). Soient X, X' des @7'-variétés fermées avec 1 < 
<Z r < oo. Si deux applications de CG (X, X') sont homotopes, alors 
elles peuvent être jointes par une C'-homotopie X X I — X". 

7 (Lemme). Pour des @7"-variétés compactes quelconques X, X' 
avec 1 LT L ©, l'application 6 (X, À” )—+ 6" (0X, 0X") définie 


par la formule fr ab f est ouverte. 

Démonstration. La continuité de cette application a déjà 
été constatée dans 1.1. Pour établir qu’elle est ouverte, il faut, d’après 
1.1.4.4, indiquer, pour l'application f € 65 (X, X' ) donnée, un 
voisinage % de l'application ab f: 0X — 0X”" dans €’ (0X, 0X") 
et une application continue D: % — 63 (X, X”) tels que 


® (ab f) = f et [ab (D (eg): 0X + 9X1 = g 
quel que soit g € À. Fixons les cols x: 0X X I— Xetk’: 0X' XII— 


— X', un &'-plongement j': 0X'—RT, sa G-transversalisation 
r’ et le tube propre Tub,-p’. Construisons ensuite une @’-fonction 
a: [+ TI telle que a (t) = 1 pour 0<1< 1/3 et a (t) — O0 pour 
2/3 & t L 1; fixons un e positif tel que 


f (k (0X X [0, el) k'(0X' X 1) 
et désignons par f., f, les applications composées 


. ax 
bE pr 
oxx[0, JE &(oxx[o,e]) fr (ox x) CET or 
LD V2 


Nous définissons 4 comme l’ensemble de toutes les applications 
g € €’ (9X, 0X') telles que 
max,éox dist (j"of(y), j'e g(y)) < Dist (j° (0X'), R4 NX tubs-p’); 
définissons! ®-par les formules 
LTD (g)] (x) = f(x) si x E XX (6x X (0, el), 
(91. @, 0) = k° (pre AU Gi @s D) +, 
+ a (é/e) [jt ({ (U)) — j'e 8 @)), fa (Ys t)) 
si y-EO0X, tE[0, el. 
Une vérification immédiate montre que QL et D possèdent les pro- 
priétés désirées.. "o: 
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8 (Lemme). Soient X, X' des 67"-variétés compactes. Sit < r 


< oo, l’ensemble des composées des applications X +, x' + dopp À" 
où fE 65 (X, X') est ouvert dans la partie de l'espace €’ (X,. dopp X') 
constituée des applications qui prolongent les: applications 0X — 0X". 

Démonstration. Soit fo E ES (X, X'). Désignons l'ap- 
plication composée ÆÀ + o x’ in — dopp À” par g, et fixons le col 
k: 0X X I1-+ X dela variété Xe et le col bilatère L’: 8X x [—1, 11-- 
— dopp À’ dé la variété 0X” dans dopp X’. Fixons ensuite des nom- 
bres positifs'ô, n tels que 

(i) go (6X X [0, sh)<- l'(0X" X] — 1, 11); 

(ii) pour chaque point y E OX la dérivée de la fonction [O, Ô] —+ 
—+ [—1, 1] définie par la formule 


tr> (pra: 8X X[—1, 11 [—1, A] (l'(gok(y, #)) (2) 


est partout inférieure à —n. (L'existence de tels nombres 6 et n 
découle de la continuité de la fonction 8X X [0, 1] — R qui fait 
correspondre à chaque point (y, t) la dérivée, au point t, de la fonc- 
tion définie par la formule (2) et du fait que cette fonction est 
négative sur OX X 0. D’après la compacité de 0X, cette fonction 
est bornée supérieurement par une constante négative sur 0X X 0 
et sur le produit 0X X [0, ôl pour un certain 6 positif.) Il est clair 
que les 6 -applications g: À — dopp X’ qui possèdent les propriétés 
(i), (ii) avec g à la place de g, et telles que 


g(X\Xk (0X X [0, él) int X’ 


constituent dans €’'(X, dopp X') un ensemble ouvert. Il suffit 

donc de remarquer que l'intersection de cet ensemble avec la partie 

de l’espace @’(X, dopp À’) constituée des applications qui prolon- 

gent les applications 9X — 0X" est un voisinage de l application ge 
in 


dans l’ensemble des applications composées X — X’ — dopp X” 
avec f € Go (X, X'). 

9. Soient X, X' des 67"-variétés compactes. Si 1<s <r<oo, 
alors : (i) l'ensemble Go (X, X') est dense dans €3(X, X'); (ii) La 
partie de l’espace C3 (X, X') constituée des @'-prolongements de l'ap- 
plication @ donnée appartenant à €'(0X, OX") est dense dans la 
partie de-cet espace constituée des @s-prolongements de l'application ®. 

Démonstration. Le lémme 7 et le théorème 4.2 (appli- 
qué aux variétés 0X, OX’) nous montrent que.les applications g 
telles que [ab g: OX + ÔX']E €" (0X, OX’) constituent dans 
Go (X, X') un ensemble partout dense. Ainsi (i) découle de (ii) et 
il nous reste à démontrer (ii). 

Soit fE Co (X, X’) un. prolongement. de l'application op.et Z 
son voisinage dans @5 (X, -X'): il faut démontrer que % contient 


14% 
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un &’-prolongement de l'application . En vertu de 8, la composée 
i 


\ n 

des applications À — À’ — dopp X’ possède dans €@° (X, dopp ZX’) 
un voisinage 7 tel que g€ 7° et g (0X)c 0X” impliquent g (X)= 
 X'et fab g: X — X'‘]C%. Par conséquent, il suffit de trouver 
un @’-prolongement de l’application @ dans Ÿ” ; or, un tel prolonge- 
ment existe en vertu de 6. | 

10. En comparant les théorèmes 5 et 9 aux théorèmes 1.2. à 1.6. 
nous voyons que pour 1Â<s <r<o: quelles que soient une 677- 
variété compacte À et une @"-variété fermée X’, l’ensemble 
mm” (X, X’)est dense dans Imm (X, X’}, l’ensemble Subm' (X, X’) 
est dense dans Subm° (X, X’}) et l’ensemble Emb” (X, X”) est dense 
dans Emb° (X, X’); pour des @7"-variétés compactes quelconques 
X, X’, l’ensemble des plongements propres appartenant à €’ (X, X) 
est dense dans l’ensemble des plongements propres de @° (X, X) 
et l’ensemble Diff” (X, X'’) est dense dans Diff (X, X"). 

11 (Corollaire). Si deux @'-variétés compactes avec 1<r< 00 
sont difféomorphes, elles sont G'-difféomorphes. 

12 (Information). Les théorèmes 5 et 9, comme le théorème 4.2, 
sont également vrais pour r = a (voir 2.4). Nous n'avons pas traité 
ce cas à cause des difficultés techniques qu’il entraîne. 

Les théorèmes 4.2 et 5, 9 (et même leurs &°-variantes) restent 
vrais pour des XŸ, À’ non compactes. Pourtant, cette généralisation 
ne présente qu’un intérêt restreint ; par exemple, elle ne permet pas, 
à elle seule, d'éviter, dans l’énoncé de Z1, la condition de compacité, 
quoique celle-ci soit superflue. Une reformulation adéquate des 
théorèmes 4.2 et 5, 9 au cas non compact doit faire apparaître des 
topologies plus fortes que la &”-topologie définie dans 1.1, et néces- 
site des méthodes analytiques plus efficaces que celles du théorè- 
me 3.1.4. 


7. Mise des applications en position générale 


1. Le résultat le plus important de ce sous-paragraphe est le 
théorème 7 qui le conclut et qui joue un rôle important par la suite. 
Soulignons qu'il s’énonce et se démontre seulement dans la @°”- 
situation. Dans le sous-paragraphe 9 nous. y ajouterons un énoncé 
qui englobe les &'-applications pour r fini (voir 9.10). 

La partie technique du sous-paragraphe est constituée par le 
théorème 2 qui établit une propriété topologique fondamentale de 
l’espace @’(X, X') et le théorème 4, qui est l'unique corollaire du 
théorème 3.2.3 qui nous sera nécessaire. 

Pour simplifier les énoncés des théorèmes £ et 3, nous donnons des 
noms spéciaux aux espaces dans lesquels l'intersection de toute famil- 
le dénombrable d’ensembles ouverts partout denses est partout 
dense : nous les appellerons espaces de Baire. 
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Théorèmes techniques 


2. GE (X, X') est un espace de Baire quelles que soient les G°"_va- 
riétés X, X' ave OLr < oo. 

Il faut démontrer que pour toute suite de sous-ensembles ouverts 
partout denses %/,, %,, ... de l’espace @’(X, X') et tout sous- 


ensemble ouvert #° de cet espace l'intersection #° N ( N %;) n’est 
i—1 — 


pas vide. Soient {p;}i1, {;}i1 des atlas numérotés de la variété 
X tels que pour chaque à l’ensemble X;, — Cl supp Ÿ; est compact, 
est contenu dans supp ®; et l’on a Ÿ; = abo;; soient {p;};1, 
{45}51 des atlas numérotés de la variété X’ tels que pour chaque j 
l’ensemble Æ; — C1 supp Ÿ; est contenu dans supp œ; et l’on a 
VA — ab p;}. Nous construirons des @’-applications f,: X — X", 

: X — X!, des ensembles ouverts Ÿ',, Ÿ°,, ... de l'espace 
€ (X, X')et des nombres naturels n (1), n (2)... tels que : 

(i) Ji (a Ti; ? | 

(ii) pour i > 2on ait Ÿ',C Ÿ';; 

(ii) ATY,cw# N%;; 


n(i) 
(iv) {Ke U, supp ; ; 


(v) pour s € i et t<n(s) on ait f; (K, Nfs' (K:)) supp y;; 

(vi) pour iX> 2, s<i i et 1 L n(s) les dérivées partielles des 
expressions en coordonnées locales loc (m:, pi) fi, loc (ps, pi) fix 
d'ordre <min(r, i— 2) diffèrent aux points de l’ensemble 
Ps (K;fN fa (K;)) de moins de 2°. 

Ceci est également suffisant : d’après (v) et (vi), pour des s, £ 
quelconques vérifiant { & n (s) la suite 


{loc (ps: Pi) fi lo, (supp v,N/5! Gurp vies 
converge uniformément avec les dérivées partielles d'ordre <r sur 
os (supp Ÿ. fN fs’ (supp V:)) vers une certaine €’-application 
£a: ps (supp Ÿs N 73" (supp Ÿ:)) —+ Im ç;; 
les applications composées 


: , ab Ps 
supp YsN/fz (supp ÿ:) —— : 


1 


ab (®; 4) 
—— p, (supp v, N f;* (supp ÿ)) —#, Im Pi ——> SUPP pe 


constituent une certaine @’-application g: X — X’ (le fait que les 
ensembles supp Ÿ, f} fs (supp Yi) recouvrent X découle de (iv), 
tandis que le fait que les applications g,, sont compatibles sur l’inter- 
section de ces ensembles est évident) ; l'application g est la limite 
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de la suite /1, f2, . . . (dans €” (X,.X)) et il découle de (i), (ii), 
(iii) que g appartient .à l'intersection #° (| ( A ,;). 
appartient: | P #7. ELU 


La construction s'effectue par récurrence. En guise de -f,, nous 
prenons un élément quelconque de l'intersection #° f%/,, et en 
guise de 7”,, un voisinage quelconque de l'application f, (dans 
6° (X, X')) vérifiant 17 ,c#W N% (rappelons que l’espace 
€’ (X, X') est régulier, voir 1.1). Supposons maintenant que les 
applications f; € @'(X, X'), les ensembles ouverts 7';,c €’ (X, X') 
et les entiers naturels n (i) avec i << k, pour un certain 4 > 2, ont 
déjà été choisis et possèdent les propriétés (i) à (vi). Désignons par 
$ l’ensemble des &’-applications g: X — X° telles que pour 
s<k—1, t< n(s) on à 


g (Ke Nfs' (Ki) supp y; 


et les dérivées partielles de expressions en coordonnées locales 
loc (ps, pi) g, loc (ps, pi.) fx d'ordres < min (r, 4 — 2) diffèrent 
aux points de l’ensemble , (X, N fs" (K:)) de moins que 2-*. Il est 
évident que l’ensemble £ est ouvert et contient f,_.. Par conséquent, 
il coupe 7”, et, puisque %, est partout dense, il coupe également 
Tr N Y:. Nous choisissons pour 7”; un ouvert non vide quelconque 
vérifiant C1 7, 8 NYz2: fl Ur, pour f; un élément quelconque 
de l’ensemble 7”, et enfin pour # (k) un nombre naturel quelconque 


tel que f, (K:) Ü supp 5. Le fait que ces Tps fhs D () vérifient 


tes conditions (i) à (vi) pour i — k est évident. 

3. Les variétés topologiques sont des espaces de Baire. 

C'est un cas particulier du théorème 2 car une variété topologique 
X peut toujours être envisagée comme étant 6° (D°, X). 

4.-Soient X, X' des variétés de classe €” ou €°. Si une applica- 
tion f: X—>X' est de classe 6”, alors l’image f (F) de l’ensemble 
F' de tous les points x de X vérifiant d,f (Tang, À) - Tang; À” peut 
être représentée comme la réunion d'une famille dénombrable 
d'ensembles nulle part denses. 

Démonstration. Soient D, D’ des atlas dénombrables 
des variétés X, X'. Représentons pour chaque couple (p, ®’) € 
€ D X À’ l’ensemble supp @ ff! (supp y’) sous forme de réu- 
nion d’une suite d’ensembles compacts Æ, (, œ'), Æ, (p, ®'}), ...: 
désignons par C'; (, æ’) l’ensemble des points x de Æ; (o, @’) pour 
lesquels le jacobien de l'application loc. (æ, æ’) f est de rang inférieur 
à dim X’ au-point œ (x). D’après le théorème 3.2.3, chacun des:en- 
sembles f (C; (p, o’)) est nulle part dense et il.est clair que f (F) est 
la réunion de ces ensembles. 
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Théorème : fondamental 


5. Soient X,, X,, X’ des variétés différentiables et A;,, 4, des 
sous-ensembles des variétés X,, X.. Nous dirons que les applications 
différentiables f,: X, — X”, f,: X,—> X’ sont transversales l’une à 
l'autre sur À,, À, lorsque pour des points quelconques x, € À:, 
zx, CA), vérifiant "f, (x) = fa (x) l'espace vectoriel Tang, y X" 
est engendré par ses sous-espaces dx, f1 (Tangx, À 1), dx, fe (Tangz, À 2) ; 
dans le cas où x, est un point de bord, Tangye, ; X' est déjà engendré 
par les sous-espaces dx, f1 (Tangz, 6X 1)» dx, fe (Tang, X,); dans le 
cas où x,.‘est un point de bord, par les sous-espaces doifa (Tang. X 1); 
dx, fo (Tangx, 0X,) et enfin dans le cas où les deux points z:, x, sont 
des points de bord, par les: sous espaces dx, fa (l'ange, 0X1); 
dx, fe (Tangx, 0X 2). Les applications fi: À, — X”, f,: — X° 
transversales sur X,, À, sont dites tout Smplemert le érselos: 

Faisons les trois remarques évidentes suivantes. La première : 
si dim X, + dim X, << dim X’}\} alors la transversalité des appli- 
cations f1, f2 sur À;, À, signifie que f:1 (A1) et fo (A2) sont disjoints. 
La deuxième: si les applications j,, f, sont transversales sur les 
ensembles À.,, À,, elles le sont également sur certains voisinages de 
ces ensembles. La troisième : si X,, X,, X”’ sont de classe @?7 avec 
4 LL r L œet les ensembles A A, sont compacts, alors pour cha- 
que application f: appartenant à à © (X,, À’) l’ensemble de toutes 
les applications f, appartenant à €” (X,, X') telles que 71, f, sont 
transversales sur À4,, 4,, est ouvert dans €’ (X,, X'). 

6 (Lemme). Soient X,, X, des variétés de classe € ou €°. Si des 
applications fi: Xi —RT,f,: X, > R° appartiennent à la classe 
&®, alors il existe dans R7 un sous-ensemble V partout dense tel que 
pour chaque vecteur vE V l'application X, — R' définie par la 
formule ti > f1 (x1) + v est transversale à f.. 

Démonstration. En guise de V on peut prendre l’ensem- 
ble de points v € R1° vérifiant la condition: pour aucune des qua- 
tre applications int X, X int X,—+RT, int X, X 9X, —+ R1?, 
0X, X int X,;,—R1, OX, xX 0X, —+ R1 définies par la formule 
(ts, Te) > fa (te) — fa (x.), le vecteur v n'est image d'aucun point 
en lequel le rang de la différentielle de l'application soit inférieur 
à g’. La transversalité des applications x, > f (x,) + v à f, pour 
D Ê V est évidente. Le fait que l'ensemble V est dense dans R° 
découle des théorèmes 4 et 3. 

7. Soient X,, X,, À’ des variétés de classe €®° ou 6%, la variété 
X' n'ayant pas de bord. Si l'application f,: X, — X' est de classe 
€®, alors la partie de l'espace 6° (X,, X') constituée des applica- 
tions transversales à f, est l'intersection d'une famille dénombrable 
d’ensembles ouverts partout denses. 

Démonstration. Désignons par 7 (4,, 4), AC X:, 
A; X;, l’ensemble des €® -applications f,: X, — X’ telles que 
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1, /, sont transversales sur À,, 4.. Il est clair que si À,, À, sont 
compacts, l’ensemble # (4,, À,) est ouvert dans €® (X,, X'); 
nous montrerons que si À;, 4, sont compacts, l’ensemble # (4,, À.) 
est dense dans @® (X,, X’). Ces deux conditions nous seront suf- 
fisantes; en fait, on peut représenter X, comme la réunion d’une 
suite d'ensembles compacts Ki, Kio, . . ., et X, comme la réu- 
nion d’une suite d’ensembles compacts K,,, K:,, . .., alors la 
partie de l’espace €® (X,, X’) qui nous intéresse (i.e. # (X,, X.)) 
pourra se représenter comme l’intersection des ensembles # (X;;,K,;). 

Ainsi, supposons que À,, À, sont compacts et soit % un voisinage 
(dans 6° (X,, X')) d'une €®-application g,: X;, — X’; nous de- 
vons construire une application appartenant à la fois à # (4,, A) 
et à %. La construction sera effectuée en deux étapes : d’abord nous 
réduirons % à un certain voisinage Ÿ° de forme spéciale de l’applica- 
tion g, pour construire ensuite une application appartenant à la 
fois à 7 (4,, À,) et à 7. 

Posons dim X, = q,, dim X, — q,, dim À’ — gq'. La construc- 
tion du voisinage Ÿ° commence par le choix, pour chaque point 
x’ € fo (A,), d’une carte x € Atl,: X’ qui vérifie Im ; — R1? et 
Px’(x’) —0. Ensuite, pour chaque point x, € À ,, nous trouvons une carte 
Pox, € Atl,,X, telle que Im pos, — R° ou R?; pax, (x2) — 0 ; l’ensemble 
Clsupp p2x, est compact et nous avons 


f2 (Cl supp par) € [piuaylt (nt DT). 


Ensuite nous recouvrons À par un nombre fini d’ensembles 
P2x, (Int D), mettons par les ensembles 


pas, (Int D%), ..., Pau (Int D?), 


et désignons la carte Phi, j) plus brièvement par ÿ; et la carte 
P2x,; PAT Vaj. Ensuite, pour chaque point z,€ À,, trouvons une 
carte Pix, CAtl. X, telle que Im œ1x,=RT ou R®; Pix, (ts) = 0; 
l’ensemble Clsupp 14, est compact et son image g, (CI SUPP Pix) 
est contenue, pour chaque j—1,..., /, dans un des ensembles 


X"N f2(Cl supp V5), {pl (Int D®). Recouvrons ensuite À, par un 
nombre fini d’ensembles Pix, (Int D), mettons par les ensembles 


pra, [nt D®), ..., pr, Unt DA). 


Désignons la carte @1x,, par Yi. Définissons l’ensemble 7° comme 
étant la partie de l’ensemble %, constituée des applications 
h: À, — X' qui vérifient 


h1 (CL supp 3) = X'Nf2 (CL supp V23) 
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si 8: (Cl supp Y::)€ À’ f2 (CI supp Vaj) 
hk, (CI supp W:)S X'X(ÿ;)7* (Int DT) 


si £g1 (Cl supp 5€ X’\X (ht (Int D1). Le fait que 7° est ur 
voisinage de l’application g, dans @° (X;,, X') est évident. 

En passant maintenant à la deuxième étape de notre construc- 
tion, numérotons d’une manière quelconque les couples (i, j), i = 
= 1,..., ket j — 1, ..., l: nous obtenons une suite 


(êus ads + es (ms Îm)  Îm = kil. 


Construisons par récurrence des applications h!, ...,h®: X, — X° 
telles que: (i) ASE T°; (ii) si r<<Ss, alors les applications h}, % sont 
transversales sur Wii (Da), TT (Da). L'application hk” sera juste- 


ment une application appartenant à l’intersection # (A, A) NT. 
Posons hk! — f, et admettons que les applications h$ pour s < 

<t<m ont déjà été construites de manière à satisfaire aux condi- 

ions (i}, (ii). Si les applications h!-1, f, sont transversales sur 
3, (D4), p2;, (D%), alors nous posons hf = hj'. Dans le cas con- 


traire, l’ensemble hi" (pti, (D4)) est contenu dans (ÿ;)"'(DT) et, 


d’après le lemme 6, il existe dans R? un sous-ensemble V partout. 
dense tel que pour chaque v € V la composée des applications 


loc CU, Ÿ5,) hit 9’ Li x +0 


En pa, TT RTS Re 


est transversale à l'application loc (b2;,, 45.) fa: Im 125, —+ RT. 
Envisageons une @*-fonction «a: RI —+R égale à 1 sur DT et à 0 
en dehors d’une boule concentrique 2D% de rayon 2 et définissons,. 
pour v € R?', une application g,: X, — X” par la formule 


hi (as) si EX AT) (3) DT), 
Be)= À (D) (9, GT (a) + a (hi, GET (æs)) v) 
si 2€ (41) " (supp). 


Il est clair que g, = hi”, que g, est de classe @® quel que soit 
le point v € R2° et que l’ application de l'espace R1° dans @°(X,, X”}: 
définie par la formule vr g, est continue. Par conséquent, il existe- 
dans R% un sous-ensemble ouvert U contenant 0 et tel que si v € U, 

l'application g, appartient à 7° et les applications £ or 2 sont trans- 
versales sur les ensembles 15, (D), 25 (D%) pour r 1. D'autre- 


part, il découle de la définition de |’ ensemble 14 que pour v € V les: 
applications £vs 2 sont transversales sur 1, (Da), 27, (Da). 
Ainsi nous pouvons prendre l'application g, en guise de hi pour tout. 
veEUNyY. 
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8. Applications transversales à une sous-variété 

1. Le théorème 7.7 s'applique le plus souvent dans des situations 
où X, est une sous-variété d’une variété X”’, tandis que f, est une 
inclusion. Nous nous servirons alors d’une notation plus concise; 
à savoir, au lieu de dire que l'application f,: X, — X’ est transver- 
sale à l'inclusion in: À, — X”, nous dirons qu'elle est transversale 
à X,. Le théorème 7.7 affirme que si X, et X’ sont de classe @® 
ou €” et X” est sans bord, alors l’ensemble des applications apparte- 
nant à @° (X,, X”) et transversales à X, est dense dans 8° (X,, X'). 

Une situation encore plus spéciale mérite une attention particu- 
lière ; c’est celle où les deux variétés X,, X, sont des sous-variétés 
d'une variété X’ et les deux applications ., f, sont des inclusions. 
Si les inclusions in: À, — X”, in: X, —+ X’ sont transversales, on 
dit que les sous-variétés X., X, elles-mêmes sont transversales. En 
comparant les théorèmes 7.7 et 1.4, nous voyons que pour des sous- 
variétés X1, À, quelconques d’une 6%- ou @‘-variété X’ tout 


voisinage de l'inclusion} in: X, + X’ dans °° (X,, X'} comporte 
des inclusions transversales à X.. Dans un langage géométrique et 
imagé, on exprime cette dernière assertion de la manière suivante: 
on peut rendre deux sous-variétés transversales par une déformation 
aussi petite que l’on veut de l’une d’entre elles. 

Dans ces situations spéciales on | peut, bien entendu, 1, appli uer 


le €“”®-complément du théorème 7.1 (le (le théorème 0.10 10) nr mentionné 
dans 7.1. Remarquons que la mise en position générale de deux 
variétés s'obtient alors par déformation des deux variétés. 

2. Soient X,, X' des variétés de classe €" (1 < r < a) avec 
dim X, = q,, dim À” = g’ et X, une sous-variété de la variété X" 
avec dim À, = Qo Soi f,: X,— X' une application de classe € 
transversale à X, et vérifiant f. (0X.) N0X, € 0X". Alors: À 1e = 
= f," (X,) est une € -Sous-variété de dimension Qi + 2 — q' de la 
variété X, avec 0X,, = f;' (0X,) ; cette sous-variété est propre si X, est 
propre; l’homomorphisme linéaire - 


fact d dyaf a : Tang, X:,/Tangs, X 19 +} 
EE — Tang;(x,) X'/Tang; x) X2 (3) 


est un isomorphisme pour chaque point x € X12. 

(Nous sous-entendons ici qu’une sous-variété de dimension néga- 
tive est l’ensemble vide.). 

Démonstration. La deuxième assertion est un complé- 
ment évident de la première, la troisième devient évidente si l’on 
remarque que les espaces quotients dans la formule (3) à gauche et 
à droite de la flèche sont de même dimension, Il ne reste qu’à prou- 
ver la première assertion. Nous le ferons suivant le schéma de 1.2.12. 

Envisageons d’abord pour un point donné x, € X,, les disposi- 
tions possibles du point f, (x). L'inclusion f, (x,) E int X, fN 0X” 
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est impossible car int X, N ÊX’ = @ (X, est une sous-variété de 
la variété X'). L'inclusion f, (x:) € 8X, N 0X” est impossible lors- 
que zx, € int X, car elle serait en contradiction avec la transversalité 
de f, à À, (si x E int X, et f1 (21) € 0X, N 0X”, alors chacun des 
espaces. Im d,, f,, Tang;(x,, 0X, est contenu dans Tang;(x,, 0X” 
et ces espaces ne peuvent pas engendrer Tang;(x,) X À: L’inclusion 
f(x) E0X.tNint X’ est impossible si. E0X,, puisque 
H éX)"N ôX, OX". Il reste quatre possibilités : 
(i) 1 € int X,, f1(t) Eint Z, A int À’; 

(ii)  Eint X1, fi (x) € OX, Nint À’; 

(iii) t COX, 1 (1) E int X, NAint X’; 

(iv) 21 COX: fi (tr) COX 3 ù OX". 

Fixons une carte p' de Atly(e) € X' qui applique le triplet 
(supp o”, X, N supp ', f, (x)) dans un des triplets RE R#, 0), 
(RS, Ra, 0), (RT, R%, O0) et désignons par œ:,..., mr les 
coordonnées locales correspondantes : envisageons les ‘fonctions 
Vi, 5. Va’: fr (supp op’) —R définies par la formule 1; (x) — 
— pi (f, (x)). L’intersection X,, MN; (supp +’) se détermine dans 
les cas (i), (iii) et (iv) par les équations %,+1 (x) = 0, 
..., Va’ (x) — 0 et dans le cas (ii) par ces équations et l’ inégalité 
4%, (x) 0. Montrons que dans les cas (i), (iii) et (iv) ces équations, 
et, dans le cas (ii) ces équations et cette inégalité, vérifient les 
conditions d'indépendance énoncées dans 1.2.12. 

Dans le cas. (i), il faut établir l'indépendance des fonctions 


Vas+1, - .., y au point z,; elle découle de l'égalité dimf X 


3=—Qs +1 
X Ker (d+, Ÿ;) = g’ — q; qui à son tour est une conséquence de 


l° inclusion évidente 


dx fa ( N , Ker de 5) © Tangr,(x)À2 
J=q+i 
et de l'égalité 
Tang;, (x)À" — Im dx,fi + Tangÿ, (x1)À 2 (4) 


qui participe à la définition de la transversalité. Dans le cas (ii), 
il s’agit d'établir l'indépendance des fonctions 1, VYa,+1» - . Va’ 
au point z,; la démonstration répète la précédente, sauf qu'il faut 
remplacer l'égalité (4) par l'égalité : 


Tang;, æ)X" — Im dif + Tang;, (x OX ge 


Enfin, dans les cas (iii), (iv), il faut établir l'existence d’une €’-fonc- 
tion Ÿ: 7, (supp p)—+R qui s’annule sur OX, ff; (supp o'), 
s. négative sur Int X, fNf;".(supp vw’) et telle que les fonctions Ÿ, 

os se Va SON indépendantes au point x.; l'existence d’une 
AE fonction est équivalente à r indépendance au point z. des restric- 
tions des fonctions WŸy,+r, -., Vg à OX, (fi (supp œ’); ce der- 
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nier fait se démontre exactement comme dans le cas (i), sauf qu'il 
faut remplacer l'égalité (4) par l'égalité 


Tang;, (2) À" — Im dxs (f: | 0x4) + Tang; GX 2e 


3 (Corollaire). Soient X,, X, des sous-variétés transversales de la 
variété différentiable X', la sous-variété X, étant propre. Alors X, N X: 
est une sous-variélé de dimension (dim X, + dim X, — dim X’) de 
la variété X”; elle est propre si X, est propre. 


Applications élémentaires 


4. Soit À un sous-ensemble fermé d'une C'-variété fermée X, et U 
un voisinage de l’ensemble À. Si 1 <r < oo, alors U contient une sous- 
variété compacte B de codimension nulle qui contient À dans sa partie 
intérieure. 

Démonstration. Soient qœ:X—71 une fonction 
d'Urysohn du couple À, XX U (voir 4.7) et c un nombre appartenant 
à l'intervalle J0, 1[, ce nombre n'étant pas une valeur critique de 
la fonction y (voir 1). Alors B — @”1([0, cl) est l’image inverse de 
la sous-variété ]—o, cJ= R par la composée des €”’-applications 

1) in 
X—I—R transversale à ]—oco, cl; par conséquent, c'est une 
sous-variété de codimension nulle (voir 2}. De la construction de B 
découle directement que B est fermé comme sous-ensemble, et 
AC Int B, BE U. 


5. Chaque SCNR est homéomorphe à un rétracte d'une €°”-variété 
orientée fermée. 

Démonstration. Soient j une inclusion d'un SCNR X 
dans S? pour g suffisamment grand et Ü un voisinage de l’ensemble 
j (X) dont celui-ci est un rétracte. D'après le théorème 4, il existe 
dans Ü une sous-variété compacte qui contient ÿ (X) , et il est clair 
qu'il existe une rétraction sur j (X) du double de cette sous-variété. 


9. Augmentation de la classe de différentiabilité d’une variété 


1. Le résultat principal de ce sous-paragraphe est résumé dans les 
théorèmes 6 et 8. Les lemmes 2, 3%, 4, 5 sont nécessaires à la démons- 
tration du théorème 6, le lemme 7 permet de déduire le théorème 8 
du théorème 6. 


2 (Lemme). Soient X, X' des sous-variétés de classe €" avec 
1<r< oo; supposons que X est compacte, tandis que X’' n’a pas de 
bord, Supposons en outre que A' est une sous-variété de la variété X", 
fermée lorsqu'on l'envisage comme une variété indépendante, f: X — X° 
est une €”-application transversale à A' qui vérifie f (0X)E X'\X À'; 
soit p: À — f-! (4A') une rétraction qui est à la fois une 6'-submer- 
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sion. Alors 6 (X, X’) contient un voisinage de l'application f 
tel que g € À implique: 
(i) g est transversale à À'; 

Gi) g (OX) ANA"; 

(iii) p [giant g7! (4') —- ft (4) est une submersion. 

Démonstration. Définissons % comme l'intersection de 
trois ensembles ouverts %,, %,, , qu'il faut construire. Le pre- 
mier, Ÿ/., est l’ensemble des applications appartenant à &'(X, X') 
qui sont transversales à 4’. Le deuxième, %/,, est l’ensemble des 
applications gE€ &’(X, X') telles que g(0X)S X' A’. Le troi- 
sième, %:, est l’ensemble des applications g € € (X, X') telles 
que pour chaque point xE g-!(4’) les sous-espaces Ker d,o et 
(d,g)"! (Tangsx) A’) de l’espace Tang,X se coupent en un point 
unique 

Nous savons déjà que l’ensemble %/, est ouvert (voir 7.5). Le fait 
que l’ensemble %/, est ouvert découle de la compacité de l’ensemble 
4X et du fait que l’ensemble X’ 4’ est ouvert. Nous établirons que 
l’ensemble 7/, est ouvert en lui donnant une nouvelle description. 
Pour cela fixons un ’-plongement j: X — R? quelconque et 
désignons par C la partie de la variété Tang X constituée des vecteurs 
u qui vérilient do (u) — 0et ( dj (u}, dj (u)) = 1. Il est clair que 
4L, coïncide avec l'ensemble des applications g € €’ (X, X’') pour 
lesquelles dg (C)= Tang X’\ Tang À’. Le fait que ce dernier ensem- 
ble est ouvert découle de la compacité de l’ensemble C, du fait que 
l’ensemble Tang À’ Tang À’ est ouvert dans Tang X”’ et de la 
continuité de l'application de l’espace &'(X, X’') dans €'-U(Tang X, 
Tang ZX”), qui fait correspondre à chaque application de €” (X, X’) 
sa différentielle (voir 1.1). 

Ainsi l’ensemble % est ouvert : il est clair que f € % et que les 
applications g € % vérifient (i), (ii). On établit sans difficulté que 
la condition (iii) est également vérifiée : en effet, l'inclusion g € %, 
implique que g-! (4') est une sous-variété propre de la variété X 
{voir 8.2) ; l'inclusion g € %/, permet d'affirmer que cette sous-variété 
est contenue dans int X ; elle est donc fermée lorsqu'on l’envisage 
comme une variété indépendante; enfin, l'inclusion g € %, impli- 
que que la différentielle d, (p|z-114",) est non dégénérée pour tout 
z E g7* (4). 

3 (Lemme). Soient X, X' des variétés différentiables fermées de 
même dimension et soit f: X — X' une submersion. Si la variété X’ 
est connexe et l’image inverse d'un de ses points est un point unique, 
alors f est un difféomorphisme. 

T1 suffit d'établir que f est bijective. Posons 4’ = f (X) et dési- 
gnons par B' l’ensemble des points de la variété X”’ dont les images 
inverses sont constituées par plus d’un point. L'ensemble À’ est 
ouvert puisque l'application f, étant une submersion, est ouverte 
{voir 1.5.8). L'ensemble B’ est également ouvert : si f (x;) — f (x,) = 
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= x" et zx, Æ x, alors z,, x, possèdent dans À des voisinages dis- 
joints U,, U, tels que f [v,, f | u, sont des plongements différen- 
tiables, tandis que f (U,) Nf(U:) est un voisinage du point x’ 
contenu dans B’. D'autre part, les ensembles 4’, B” sont fermés: 
le premier parce que X est compact, le deuxième parce que pour des 
ensembles U,, ..., U, ouverts recouvrant X les restrictions f | u, 


sont des plongements différentiables 
= D FÆNU, 


tandis que les ensembles ;(X\X U;) sont fermés. Comme, enfin, X” 
est connexe, À’ est non vide et B’ ne coïncide pas avec X”, on a 
A' = À’ et B' = @, i.e. f est bijective. 

4 (Lemme). Soit X une %’-sous-variété compacte de l’espace 
R? pour 1 < r < co; soient U son voisinage dans R'T et X' un sous- 
ensemble ouvert d'une €°-variété fermée qui admet un G°-plongement 
dans l’espace euclidien. Si f est une application appartenant à 
€ (U, X'), alors chaque voisinage dans €'(X, X”) de la restriction 
Î |x contient la restriction d’une application appartenant à €a (U, X”). 

Démonstration. Nous supposons tout d’abord que X° 
est lui-même une €°-variété fermée. Désignons par % le voisinage 
donné de la restriction f |7 dans €’ (X, X’) et fixons un €’-plonge- 
ment j': X’—R©?, sa €°-transversalisation +’ et un tube propre 
Tub,: D’. Puisque l'application 


€7 (id, pre): €’ (X, tube p')—+ €" (X, X') 


est continue, l' image inverse de l’ensemble % par cette application 
est ouverte; elle n "est pas vide puisqu "elle contient la composée 
des applications [ab j’: X°— tubs p‘]o f. Donc, d’ après le théo- 
rème 3.1.4, il existe une application g: U —+ tubs. p° (définie en 
coordonnées par les fonctions polynômiales) dont la restriction à X 
appartient à cette image inverse; il est.clair que la composée 
Prr’ © g est l’ application cherchée appartenant à G°(U, X'). 

Le cas général se réduit au cas considéré.: si X’ est un sous-ensem- 
ble ouvert d’une &°-variété fermée Y, alors l'application 


€” (id, in): € (X, X!)— € (X, Y) 


est un plongement topologique à image ouverte: elle envoie 
€® (X, X') sur l'intersection de cette image avec €(X, Y) 
(voir 4.6). 

5 (Lemme). Pour chaque €'-sous-variété compacte X de dimension 
q de l’espace R7, avec 1 < r < a, et chaque sous-ensemble compact À 
de l’espace R7, l’ensemble des €'-plongements J: À — RT tels que 
f (nt X)=4A est ouvert dans € (X, R?).: 

(Dans le présent sous-paragraphe on se borne au éas où À est un 
point.Sous’sa forme générale le lemme sera utilisé au sous-paragraphe 
suivant.) 
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Démonstration. Supposons d’abord que À est une boule 
de l’espace R°. Soient c et p le centre et le rayon de cette boule; 
désignons par f: À — R7 un plongement de classe @’ vérifiant 
f (Int X) = À. Soit Z l'ensemble des €’-plongements g: X —+ R' 
tels que pour chaque point € À,ona 


dist (/ (x), 8 (x)) < min (p, Dist (f (FrEX), 4)). 


Etant donné que % est ouvert dans €’ (X, R') (voir 1.4) et con- 
tient f, il suffit de montrer que gE % implique g (Int X) = À. 
Mais si g € 4, alors l'intersection g (Fr X}) f\ À est vide, de sorte 
que les ensembles g (X) f} À, g (Int X) fN À coïncident, alors que 
le premier d’entre eux est fermé et le deuxième ouvert dans À. En 
outre, l'ensemble g (Int À) NA À contient 8 (c)) (puisque 
dist (g (f* (c)), c) <p); par conséquent, il n’est pas vide. Donc 
g (Int À) N À = À, i.e. g (Int À) > À. 

Un cas plus général où À est la réunion d'un nombre fini de boules 
se réduit de façon évidente au cas considéré. Il suffit maintenant de 
remarquer que, dans le cas le plus général, pour tout €!-plongement 
fJ: À —RT vérifiant f (Int À) = À, il existe un nombre fini de 
boules dont la réunion contient À, tout en étant contenue dans 
Ï (Int À). 

6. Pour toute €”-variété fermée X (1 < r << oo) il existe une €°- 
sous-variété de l’espace euclidien qui est ë- difféomorphe à ZX. 

Il suffit d'effectuer la démonstration pour À connexe. Fixons 
un €’-plongement j: À —R7, sa €’-transversalisation! t et un 
tube propre Tub, p; envisageons l'application 


f: Tub.p — G' (q, n = dim X} 


qui fait correspondre au point y € Tub.p le plan y — jo pre (y) + 
+ (To Pr (y))= (qui passe par le point y — jo pr.y perpendiculai- 
rement à To pr. (7)). Il est clair que jf est transversale à G (g, n}) 
(car le sont déjà les restrictions de f aux images inverses prs! (x) 
des points x € X) et que f-! (G (q, n)) = j (X). 

Choisissons dans À un point quelconque x, et désignons par V 
la partie de la variété G’ (4, n) constituée des plans transversaux 
à T(20) (i.e. des plans dont l'intersection avec Tt (x,) est un seul 
point) ; désignons par x l'application de l'ensemble V dans + (xo} 
qui fait correspondre à à chaque plan de V son point d'’intersection avec 
T (xo). D'après le lemme ?, la restriction f [rub «w/» possède dans 


€' (Tub, (p/2), G’ (q, n)) un voisinage % tel que chaque gE Y 
est transversal à G (q, n), l’image g (0 Tub, (p/2)) est contenue dans 
G'(q, n) \XG (q, n) et ab pr.: g”?(G’ (a, n)) > X est une submer- 
sion. Ensuite, d’après le lemme 5, l’ensemble des @’-plongements 
D: dr (to P/2) — t (x) tels que œ (Int d, (xo, p/2)) 3 0 est ouvert 
dans € (de (to, p/2),. + (xo)) et par conséquent f | rur,_(p/2) possède 
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dans €’ (Tub. (p/2), G’ (q, n)) un voisinage Ÿ° tel que si g€ F7, 
alors £g (dr (to, 0/2) € V et no lab g: d, (to, p/2) —+ VI est un 
'-plongement dont l’image contient 0. Puisque G” (q, n) est un 
sous-ensemble ouvert d’une @°-variété fermée admettant un &°-plon- 
gement dans l’espace euclidien (voir 2.2.10), le lemme 4 implique 
l'existence d’une &‘-application h: tub,o— G’(q, n) dont la 
restriction à Tub, (0/2) appartient à %# AN 7’. 

Posons Ÿ = [h | rub, (0723177 (G (g, n)). D'après le théorème 8.2, 
Y est une G°-variété et il reste à remarquer que pr y: Y — X 
est un difféomorphisme. Ce dernier fait découle du lemme 3. L'in- 
clusion À | ru, (p/2) € Ÿ NT nous convainc que les conditions 
de ce lemme sont satisfaites : en effet, l’inclusion À | Tub, (p/2) E À 


montre que Prx |» est une submersion tandis que l'inclusion 
h | rub,(o2) € T° prouve que (pre y)” (to) se réduit à un point. 
_ 7 (Lemme). Soit X une G'-variété fermée avec 1 < r < © et 
soient À, B ses sous-variétés compactes telles que AC int B et dim B — 
— dim X. Si B possède une C°”-structure qui est restriction de sa 
G'-structure, alors pour toute €”-variété fermée X' la partie de l’espace 
@'(X, X') constituée des applications qui prolongent celles de 
6” (4, À") est dense dans € (X, X”). 

Démonstration. Nous devons montrer qu’un voisinage 
donné %/ d’une application donnée f contient dans €’ (X, X”) une 
application qui prolonge une application appartenant à @° (A, X'). 
Fixons un €@°-plongement j': X’—RT, sa €”-transversalisa- 
tion t'et un tube propre Tub.:p’; désignons par Ÿ° la partie de 
l'espace €” (B, X') constituée des applications g pour lesquelles 


maxxe 8 dist (j of (x), j (g (x))) < Dist G (Æ), RTK tubrp). 


Il est clair que l’ensemble 7° est ouvert et que le segment à extré- 
mités jo f (x), j (g (x)) est contenu dans tub.-:p" quels que soient 
£CŸ ,x€CB. Fixons un voisinage U de l’ensemble 9B (dans B) tel 
que Cl U NA À = G et construisons une #”-fonction d'Urysohn 
p: B— I du couple CI U, A; envisageons l’application D: 7° —+ 
—> C'(X, X') qui envoie g dans l'application 
pe si EX KB, 
Prr ((1—p(x)) je f(x) +p(x)j'(g (x) si rEB. 

Il est évident que est continue et que ® (f |;) — f. Il découle des 
propriétés de ® que l’ensemble ®-1 (4/) est ouvert et non vide, d’où 
l’on tire, en vertu du théorème 6.5, qu'il contient des &*-applica- 


tions. Il suffit maintenant de remarquer que ® envoie les 4*-appli- 
cations dans des applications qui prolongent celles de € (4, X). 
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8. Toute C'-variété compacte avec 1<r.< © est difféomorphe à 
une 6-variété. Qui plus est, si X est une C'-variété compacte avec 
14 < r <' oo, Ÿ une variété de classe G® et: Y — OX un difféomor- 
phisme de classe €, alors il existe une ®-variété X' et un €'-difféo- 
morphisme p: X — X” tels que l'application composée 

| b 
YS 0x ©? 6x 
est un @°-difféomorphisme. | 
Démonstration. La composée du &’-difféomorphisme 


p X id: Y X [—1, 11] 9X X [—1, 1] 
avec un col bilatère quelconque de classe €’ 
0X X [—1, 11 —+ dopp X 
est un &’-plongement 
Y X [—1, 1] — dopp X. 


Puisque Ÿ X [—1, 1] est une variété de classe €*, l’image B de 
ce plongement se munit d'une @®*-structure par restriction de la 
€'-structure induite; il est clair que OX C int B. D'après le théo- 
rème 6, ilexiste une €°-variété fermée Z avec un &’-difféomorphi- 
sme dopp À — 7, tandis que le lemme 7 el le théorème 1.6 impliquent 
que ce difféomorphisme peut être choisi de classe €® sur 0X. Pre- 
nons pour À” l’image de la variété À par ce difféomorphisme et 
pour œ l’abréviation de ce difféomorphisme en un difféomorphisme 
de À sur X”. Ilest évident que X” et @ possèdent les propriétés néces- 
saires. 

9 (Information). Les théorèmes 6 et 8 sont également valables 
pour les variétés non compactes, et dans le théorème 8 on peut écri- 
re a à la place de œ. Néanmoins, dans ces théorèmes, on ne peut se 
débarrasser de la condition r>1 car il existe des variétés topologi- 
ques fermées qui ne sont pas homéomorphes à des variétés diffé- 
rentiables. Le premier exemple de ce type a été indiqué dans [12]. 


Application : extension du théorème 7.7 


10. Soient X,, X:, X' des variétés compactes de classe 67" avec 
17 < oo. Si X” est fermée, alors la partie du produit € (X,, X')X 
X € (X,, X") constituée des couples transversaux (f,, f,) est partout 
dense. 

Démonstration. D'après le théorème 8, il existe des 
j0-variétés Ÿ,, Ÿ:, Ÿ” et des €'-difféomorphismes Y, — X;, 
Yo Xe, Y'— X'; il suffit donc de démontrer que les couples 
transversaux forment un ensemble dense dans €’ (Y,, Y') x 
X € (Y:, Y”). Mais d’après le théorème 7.7, de tels couples cons- 
15—0824 
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tituent un ensemble partout dense dans €° (Y,, Y”) X € (Y,,Y"'} 
tandis que d’après le théorème 6.5 ce produit est partout dense dans 
EP Y') X € (Te Y7). : 


10. Approximation des applications par des plongements 
et des immersions 


1. Dans ce sous-paragraphe nous menons à bien le programme 
indiqué dans 4.1. Les principaux résultats sont résumés dans les 
théorèmes 4 et 5. Leur fondement technique est le lemme $ dont on 
peut tirer d’autres conséquences; voir par exemple 11.11, 11.12 et 
11.13. 

Variétés auxiliaires 

2. Soient X une €"-variété fermée de dimension n avec 1 < 
Zr<a,etj: À — Run plongement de classe €. Soit d'autre 
part m un entier positif non supérieur à g. Nous aurons besoin de 
deux constructions. 

Première construction: désignons par Aux, ou, en notation 
plus détaillée, par Aux, (j; m) la partie du produit Tang X XG (q, m) 
constituée des couples (u, y) tels que (dj (u), dj (u)}) = 1 et 
dj (u)E y, et par aux, une application de l’ensemble Aux, dans 
G' (q, m) définie par la formule 


aux, (u, y) = j (pr (u)) + y, où pr — [pr: Tang À —+ X] 


L'enseiñble Aux, est une sous-variété de dimension 2n — 1 + 
+ (m —1)(g —m) du produit Tang X X G(q, m) (c’est l’image 
inverse de la sous-variété ST-1 X G(q, m) du produit R? X G’ (q,m) 
par l'application du produit Tang X X G(q, m) dans R? X G’ (q,m) 
définie par la formule (u, y): (dj (u), dj (u) + y); cette applica- 
tion est transversale à ST-1 X G (q, m)). L'application aux, est de 
classe €”! et son image est constituée de tous les plans de dimen- 
sion m de l’espace RT qui contiennent des droites tangentes à j (X). 

Deuxième construction: désignons par Aux, ou, en notation 
plus détaillée, Aux, (j; m) la partie du produit À X X X G(q, m) 
constituée de triplets (x, x”, y) tels que zx x’ et j (x') — j (x) € y; 
désignons par aux, une application de l’ensemble Aux, dans G” (q, m) 
définie par la formule 


aux, (x, &, y) = j (x) +. 


L'ensemble Aux, est une sous-variété de dimension 2n + 
+ (m—1)(q —m) du produit X X X X G(g, m) (c'est l’image 
inverse de la sous-variété G (q, m) de la variété G’ (q, m) par l’ap- 
plication du produit ((X X X)  diag (X)) X G(q, m) dans G’ (q, m) 
définie par la formule (x, x’, y) j (x) — j (x) + y; cette applica- 
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tion est transversale à G(q, m)). L'application aux, est de classe 
€' et son image est constituée de tous les plans de dimension m de 
l’espace R? qui ont plus d’un point commun avec j (X). 


Théorème fondamental 


3 (Lemme). Soient X une C='-variété fermée de dimension nr 
(avec 1 L£r LL æo)etj: À —+ RTun plongement de classe € muni 
d'une C'-transversalisation 7%: X —> G(q, q —n) et d'un tube pro- 
pre Tub:p. Îl existe alors dans l'espace €" (X, G’(g, g —n)) un 
voisinage U de l'application rt: X — G' (q, qg — n) (voir 3.2) et une 
application continue D:  — Diff” X tels que pour chaque applica- 
tion g€CU on a 

(i) [jo D (g)] (x) € g (x) pour xE X; 

(ii) l'application %,: À — G(q, q —n) définie par la formule 
œ (x) = g(x) — Îj © D (g)l (x) est transversalisation du plongement 
joD(g): À +R"; 

(iïi) un tube propre de cette transversalisation contient le tube 
Tub,(p/2). 

Démonstration. Pour g€e€'(X,G (q, q—n))}, dési- 
gnons par À, l'application du tube Tub,p dans R'? qui envoie chaque. 
point y € Tub.p dans son image par projection orthogonale sur le: 
plan g (pr (y)). Il est évident que g-—- À, est une application con- 
tinue de l'espace €7(X, G°(g, g —n)) dans €’ (Tub.p, R21): 
il est clair que si g = t, on a k, — [in: Tub;p > R2]; par consé- 
quent, T possède dans &” (X, G’ (q, q —n)) un voisinage 7° tel 
que gE€ 7° implique que , est un plongement de classe €’ et 
hk; (tub:p) = Tub.(p/2) (voir 9.5). Pour g€7 désignons par à 
l’application composée 


. a 1 
X 23 Tub, (p/2) 27 


_1 in PTz 
— hg (Tub, (p/2)) — Tub:p —— X. 


Une vérification immédiate montre que g+-- i, est une applicatiom 
continue du voisinage 7° dans &” (X, X) et que i— — id. Par consé- 
quent, g possède dans Ÿ° un voisinage %/ tel que si g € Ÿ, i, est un 
difféomorphisme ; posons ® (g) = i,'. Il est évident que ® est con- 
tinue et % et © vérifient les conditions (i), (ii), (iii). 

4, Si À est une C="-variété compacte de dimension n, avec 1 < 
<r< oo,et X” une 7"'-variété fermée de dimension n', alors, pour 
n' > 2n, l'ensemble Imm'(X, X') est dense dans €'(X, X') et 
pour n' > 2n + 1 l'ensemble Emb'(X, X”) est dense dans 6 (X, X'). 

Il suffit d'effectuer la démonstration dans le cas où r — œ: le 
cas r <T oo se réduit au Cas r — à l'aide des théorèmes 9.6 et 6.5. 


Soient f une application appartenant à G”(X, X') et % son voisi- 
nage. Il faut démontrer que si #7 > 2n, contient une immersion; 


sin >2n + 1, Ÿ°” contient un plongement différentiable. 
15% 
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Fixons des €”-plongements j: X—R1;: j': X'—RI et 
définissons un plongement J': X’—R9+4 = RI X R1. par 
la formule J' (x') — (j’ (x'}), 0). Choisissons ensuite une €°”-trans- 
versalisation +’ du plongement J” et un tube propre Tub.:p'. Quel 
que soit {>>0, la formule J;, (x) = (j' (f (x)), tj (x)) détermine 
évidemment un @ -plongement J;: X — RT+1 Choisissons & si 
petit que l’image Je, (X) soit contenue dans Tub ,-(p'/2) et dési- 
gnons. plus brièvement J, par J. En vertu du lemme.& (appliqué à la 
variété X”, au plongement J”, à la transversalisation t’ et au tube 
Tub. p’), il correspond dans €° (X”, G'(q + q, q + q —n')) 
un voisinage 4’ de l'application (t') et une application continue 
D': U' — Diff” X’ tels que pour £’ € U on a: 

(Gi) DJ'e D" (gN(G&)E ES (), où z° EX; 

(ii) l° application Tr: À'—æG(qg +gqg,;q +q—n') définie 
par la formule ve: (x') —-g’ (x) —[J'o œ e )}] (x) est une trans- 
versalisation du plongement J ° D" (g'): 

(iii) un tube propre de cette ‘transversalisation contient 
Tub:- (p’/2). | 

Envisageons l'application Y': "€" (X, X') définie par 
la formule [Ÿ” (g')l (œ) = = prr,, (J (x)). Elle est continue et envoie 
rt’ dans f, de sorte . que l'ensemble (Y’)-1 (4L) est ouvert dans 
G® (X", G'(g + qg, q + qg—n')) et n'est pas vidé. En vertu du 
théorème 7.7, ilen découle: que (W’)-1 (22) contient une application 
transversale aux applications 


aux, : Aux, (J'; q +g—n)—-G(g +g, g +q—n), 
aux,: Aux, (J;:g +q—n)—-G(g +g g +q—n). 


Nous môntrerons que Ÿ” () est une immersion lorsque n° > 2n et 
un plongement différentiable lorsque n° > 2n + 1. Ceci terminera 
la démonstration puisque Y'(h)EU. | 

L'inégalité n' > 2n est équivalente à l'inégalité 


dim X' + dim Aux, (J;:g’ +q—n)< 

<dimG(g+g g +q—n); 
par conséquent, pour = > 2n, la transversalité des applications 
aux, et » signifie que À (X’) ne coupe pas Im aux,, i. e. aucun des 
plans h (x') pour x°€ X” ne contient de droite tangente à J (X). 
Ce dernier fait signifie à son tour que, pour chaque point y € J (X), 
la différentielle d, (pr AL x) de la restriction pr LA Lex) est un 


monomorphisme, i.e. cette restriction et en même temps l’applica- 
tion Ÿ' (k) sont des immersions. 
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L'inégalité n° > 2n + 1 est équivalente à l'inégalité 
dim X” + dim Aux, (J; g +qg—n) < 
<dimG(g+gg +qg—n) 


et par conséquent, pour n > 2n + 1, la transversalité des applica- 
tions aux, et À signifie que k (X”) n’a pas de point commun avec 
Im aux;, i.e. aucun des plans h (x’) pour x’ € X” ne coupe J (X) 
en plus d’un point. Ce dernier fait signifie à son tour que la restric- 
tion pr LA lrx, est injective de même que l'application Ÿ” (h). Etant 


une immersion, Ÿ’ (k) est un plongement différentiable (voir 1.5.4). 


Plongements et immersions dans les espaces euclidiens 


9. Toute G7"-variété compacte de dimension n pour 1 << r < © 


admet une C'-immersion dans R°** et un €’-plongement dans R*?*1. 

Ceci découle du théorème 4 (on prend pour À la variété donnée, 
et pour X” d’abord la sphère S** et ensuite la sphère S?**1: nous 
laissons de côté le cas trivial n = 0). 


6 (Information). En fait, chaque @'-variété de dimension n 
pour r > 1 admet un @’-plongement dans R?° pour n > 1 et une 
&’-immersion dans R*-! pour n > 2. Lorsque n est positif et n’est 


pas une puissance de deux, toute @”*-variété de dimension n pour 
r > 1 admet un €’-plongement dans R?*-!, tandis que quel que 
soit n — 2°, s > 0, il existe des variétés différentiables fermées de 
dimension r n'admettant même pas de plongements topologiques 
dans R*°-! (tel est, par exemple, RP"). Toute @’-variété de dimen- 
sion n, r > À, sans composantes fermées, admet un €@’-plongement 
dans R?-1. Toute @”'-variété orientable de dimension n, pour 
r > Âet n 1, 4, admet un €&'-plongement dans R?-1 (On ne 
sait pas si une variété différentiable fermée orientable de dimension 
quatre admet un plongement différentiable dans R7; un plongement 
topologique est toujours possible.) | 
Pour plus de détails et les références voir [20] et [18]. 


11. Exercices 


1. Montrer que, pour des #”7’-variétés X, X' quelconques, 
0 < r < oo, l’espace &' (X, X”) possède une base dénombrable. 

2. Montrer que si X est une €””-variété compacte avec 1< r < 
< oo et X’ une #”"'-variété quelconque, alors l’ensemble 


Subm” (X, À’) No (X, X') est ouvert dans @5 (X, X'). 
3. Montrer que toute variété topologique compacte est un 
SCNR (voir 5.10). 
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4. Soit À une sous-variété différentiable de dimension un du 
plan R°, fermée en tant que variété indépendante et contenant le 
graphe de la fonction x x? sin ({/x) sur l'intervalle] 0, 1[; soit 
T la transversalisation normale de l'inclusion X — R°. Montrer que 
pour tout p le segment d, ((0, 0), p) coupe le segment d; (x, p) pour un 
certain æ = (0, 0) (comparer à 3.2). 

5. Soient X une @’-variété compacte avec À < r < oo, et À 
sa sous-variété. Montrer que, pour un choix approprié du col de la 
variété X, la réunion À |] cop (À) est une sous-variété de la variété 
dopp À. 

6. Soient X, Y des &’-variétés compactes avec 1 < r < oo. 
Montrer que : 

(i) le produit À X Y possède une @’-structure qui induit sur 
int À X Yet À X int Ÿ la S’-structure usuelle ; 

(ii) la &”-variété obtenue en munissant X X Ÿ d’une &’-struc- 
ture possédant les propriétés indiquées est unique à un difféomor- 
phisme près. 

7. Soient X,, X:, À’ des €”-variétés compactes et f,€ 
C5 (X,, X'). Montrer que le sous-ensemble de l’espace 


C'5 (X1, À’) constitué de toutes les applications transversales à 
j, est dense dans cet espace. 
8. Supposons que X,, X,, À” et f, ont la même signification que 


dans 7. Montrer que pour un choix arbitraire d’une €@”-application 
®: 0X, —+ OX" transversale à ab f,: 0X, —+ 0X", la partie de l’es- 
pace 5 (X,, X'), constituée des prolongements de l'application œ 
transversaux à f,, est dense dans la partie de cet espace constituée 
des prolongements de l’application o. 


9. Soient X, X’ des &””-variétés compactes avec 1<r < oo 
et p: 0X —+ 0X" une immersion de classe €’. Montrer que si 


dir X’ > 2 dim X, alors la partie de l’espace #3 (X, X') consti- 
tuée des &'-immersions qui prolongent œ est dense dans la partie 
de cet espace constituée des prolongements de l'application o. 

10. Soient X, X” des @?"-variétés compactes avec 1 < r < co, 
et supposons que æ: 0X —+ 0X' est un plongement de classe €. 
Montrer que si dim X” => 2 dim X +1, alors la partie de l’espace 
€ (X, X') constituée des €’-plongements qui prolongent œ est 
dense dans la partie de cet espace constituée des prolongements de 
l'application œq. (En particulier, toute @7"-variété compacte de 
dimension nr admet un plongement propre dans D?"*1.) | 

11. Soient X, X’ des 67"-variétés fermées avec 1 << r < oo. 
Montrer que l’ensemble des €'-applications f: À — X” pour les- 
quelles Tang, À” — Im d,, f + [m d,, f quels que soient deux 
points distincts x,, z, € À vérifiant f (x,) = f (x), est dense dans 
&' (X, À”). | 
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12. Soient X, X” des @?"-variétés fermées avec 1 << r < oo. 
Montrer que si dim X’ — 2 dimX — 1, l’ensemble des &’-applica- 
tions f: À —+ X”' pour lesquelles Le rang de la différentielle d.f est 
égal à dim X en tous les points x € X (sauf éventuellement un nombre 
fini de points où ce rang est égal à dim À — 1) est dense dans 
€ (X, X”). 

13. Soient À, X” des €7’-variétés fermées avec 1 << r < oo. 
Montrer que si 2 dim À” => 3 dim X, l’ensemble des €’-applica- 
tions f: À — X” dont les images inverses des points contiennent au 
plus deux points est dense dans €” (X, ZX”). 
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1. Fonctions de Morse 


1. Le théorème central du présent paragraphe est le théorème 2.10. 


11 affirme que chaque €” -variété compacte de dimension n peut 
être obtenue à partir d’une variété vide de dimension n par un nom- 
bre fini d'opérations canoniques qui sont appelées additions d’anses. 
L'exposé qui précède le théorème 2.10 prépare son énoncé et sa dé- 
monstration, puis viennent ses conséquences. Au sous-paragraphe 3 
seront énumérées, grâce à ce théorème, les variétés compactes diffé- 
rentiables de dimension 2. 

Le fait qu'ici, contrairement aux paragraphes précédents, nous 


nous limitons presque toujours au &°-cas ne doit pas surprendre : 
les théorèmes 4.4.4, 4.6.11 et 4.9.6, 4.9.8 sur le lissage des difféo- 
morphismes et des variétés montrent que l'utilisation à la place de 


la classe 6” d’une classe quelconque €’ avec 1 < r < © ne change 
rien aux résultats de la théorie exposée. 


Cobordismes et fonctions de Morse 


2. Une €@°”-variété compacte X est appelée cobordisme si la 
variété 0X est partitionnée en deux sous-ensembles, 4,X et 4,X, 
constitués de ses composantes entières. Ces parties sont appelées 
origine et extrémité du cobordisme X. Chacune d'elles peut être vide. 
Si toutes les deux le sont, alors À est fermée; en général, on peut 


procéder de 2! façons pour faire d’une @”-variété X un cobordisme, 
où / est le nombre de composantes du bord 8X. Parmi ces cobordi- 
smes, il ÿ en a toujours un qui n'a pas d'origine (4,X = @, 0, — 
— 0X) et un autre sans extrémité (9,4 = 0X, 0,X = @). 

Deux cobordismes X, X” sont dits difféomorphes lorsqu'il existe 
un difféomorphisme (et donc un @°-difféomorphisme) f: X —+ X' 
tel que f (44) = 004, f (8,À) = 6,À". 
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Si X, X' sont des cobordismes à bords 4,X, 6,X' difféomorphes et 
‘p: 4,X — 4,X’ un difféomorphisme de classe €”, alors la variété Y 
obtenue par recollement suivant @ des variétés X, À” munies de cols 
quelconques est également un cobordisme. {1 suffit de poser 4,YŸ — 
— 09X, 0,Y = 0,X". On dit que Ÿ s'obtient à partir des cobordismes 
X, X’ par recollement suivant ®. Si les cobordismes X, X’ sont 
orientés et inverse l'orientation (les orientations des variétés 
0,X, 0,X' s'’induisent par celles des variétés X, X”’, voir 1.3.4), 
alors on peut munir Ÿ de l’orientation définie par la condition que les 
deux plongements X —+ Y, X°— Ÿ conservent l'orientation. Mise 
en garde : les orientations d'un cobordisme et d’une variété obtenus 
par recollement sont définies différemment, voir 4.9.9. 

Des variétés différentiables fermées V,, V, sont dites cobordantes 
lorsqu'il existe un cobordisme dont l’origine est difféomorphe à V, 
et l'extrémité à V.. Si V, et V, sont orientées et il existe un cobor- 
disme orienté À et deux difféomorphismes V, — d9X, V, — 4,X 
dont l’un conserve l'orientation et l’autre l'inverse, on dit que 
Vo, V. sont cobordantes avec orientation. Il est évident que les rela- 
tions de .cobordance et de cobordance orientée sont réflexives et 
symétriques, tandis que la possibilité de construire un cobordisme 
‘par recollement montre que ces relations sont également transiti- 
ves, i.e. sont des équivalences. 

8. Un point critique x d’une €?-fonction f: X +R, où X est 
une variété de classe €7?, est dit non dégénéré si pour une certaine 
carte (et donc pour une carte quelconque) € Atl,€?X le 
‘point (x) est un point critique non dégénéré de la fonction 
f Isuppo)o pt: Imp—R (voir 3.8.1). L'indice correspondant ne 
dépend pas du choix de la carte @ (voir 3.3.1); on l'appelle indice du 
point x par rapport à f. 

Üne €®-fonction f: À —R, où À est un cobordisme, 
est appelée fonction de Morse lorsque Im fE 1; f-* (0) = 4,X et 
f"! (1) = 6,X ; tous les points critiques de la fonction f sont contenus 
dans int À et sont non dégénérés. 

Une fonction de Morse est dite propre lorsque ses valeurs en des 
points critiques distincts sont distinctes. 


Structure locale des fonctions de Morse 


4. Soit X un cobordisme de dimension n. Si f: X—R est une 
fonction de Morse, alors pour tout point x € X il existe une carte 
o € Atl, X, (x) = 0, telle que la restriction f |suppo coïncide avec 
l'application composée 

| P 
supp p—> Im p—>R, 
où la flèche à droite désigne la fonction 


(£10 7 ln) r> —l1 
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si xE 0oX, la fonction 
sh) 1+t 

si C6,X, la fonction 
(a, -.., be f(x) +ù 


si x est contenu dans int X,mais n'est pas un point critique de la fonc- 
tion f, et enfin la fonction 


(y mr fa)... + Hu +... + 


si x est un point critique d'indice k. 

Pour la démonstration dans les trois premiers cas il suffit de 
remarquer que la fonction X —R, définie par la formule y -—- 
-> f (y) — f (x) lorsque x € int X [J 4,X et par la formule y-- 
> —f (y) lorsque x € 0,X, peut être inclue, dans un voisinage du 
point x, dans un système de coordonnées (voir 1.2.12). Dans le 
quatrième cas il suffit de faire appel au théorème 3.3.3. 

ÿ (Corollaire). L'ensemble des points critiques d'une fonction de 
Morse est fini. 


Théorème d’existence 


6 (Lemme). Pour toute €®-fonction f: DR il existe un. 
sous-ensemble ouvert partout dense. À de l’espace R" tel que pour a € À 
la fonction D° — R définie par.la formule 


tr> f(x) —(a, à) (1} 


n'a pas de points critiques dégénérés. 

Démonstration. Considérons l’application grad f: DR 
exprimée en coordonnées par les fonctions D,f, ..., D,f. En guise 
de À on peut prendre R"\[grad f] (F), où F est l’ensemble 
des points x € D" tels que le rang de la différentielle d, grad f est. 
inférieur à z. En vertu du théorème 4.7.4 cet ensemble est dense, le 
fait qu'il est ouvert est évident. Il est également clair que si x € D” 
est un point critique de la fonction (4), alors [grad f] (x) — a et la 
matrice des dérivées partielles secondes de la fonction (1) au point x 
coïncide avec la matrice de la différentielle d, (grad jf) relativement 
aux coordonnées canoniques dans Tang,D" et Tang ,R"; par consé- 
quent, cette matrice est non dégénérée si a € À. 

7. Il existe une Jonction de Morse propre sur tout cobordisme. 

Nous montrerons d’abord que si le cobordisme X est muni d'une 
fonction de Morse quelconque, alors il existe également une fonction 
de Morse propre sur X..Soient 24, . . ., Zm les points critiques de la 
fonction de Morse f: *—Ret U,,. ... Um des Voisinages deux à 
deux disjoints de ces points dans int À. Soient ensuite V,, ...;, Vr 
des voisinages des points x, ..., zm tels que Cl V,e U;, ... 

» Cl Ve Un et Pr, - +. Pm des fonctions d'Urysohn de classe 
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= des couples (XX U,, CI V,), ..., (XX U», CI V,). (L'existence 
de telles fonctions découle du théorème 4.7 lequel devient appliquable 
à notre situation si l’on prend le double de la variété X.) Il est clair 
que Si Ey, - - «+» Em SOnt suffisamment proches de zéro, alors la fonc- 
tion définie sur XÀ par la formule 


tre f(x) + Ep: (2) +... + EmPm (ZX), 


de même que f, est une fonction de Morse sans points critiques autres 


QUE Ty, + + +, Em. 968 Valeurs aux points Ty, . .. , Tm Sont égales à 
(ti) + Eu . .., 1 (Æm) + Em et un choix approprié des nombres 
Es + + + Em Larantit quelles sont deux à deux distinctes. 


Montrons maintenant qu'il existe sur À une fonction de Morse. 
Fixons un col 4: 0X X 1 + X et une €*-fonction ff: 7 — Î égale 
à 4 sur intervalle fermé [0, 1/2] et à 0 dans un voisinage du point 1; 
définissons la fonction g: À —R par les formules 


g (x) — pour EX X k(OX X[0, 1)), 


= le 


ss D=z+z NB pour 2E&X, 1EL, 


g(E(z D)=5+5U—-0B() pour zEAX, 11. 


Il est clair que g appartient à la classe €®, envoie X dans 7, 0,X 
dans 0 et 4,X dans 1 et ne possède aucun point critique dans 
k (06X X [0, 1/21). Construisons des cartes ,, . .., ©, appartenant 
à Atl X telles que Im q, = ... = Im ®, = R?, où nr — dim X 
et les ensembles ;' (Int D"), ..., @;} (Int D") recouvrent 
XX k(9X X [0, 1/2[). Construisons ensuite une ®%-fonction 
@:R"— T, égale à 1 sur D" et à O'en dehors d’une boule concentrique 
2D7 de rayon 2. Nous construirons par récurrence des fonctions 
Los + +: £s! À — R telles que g; coïncide avec g dans un voisinage 
du bord 0X, applique int X dans Int 7, ne possède aucun point cri- 
tique dans 4 (0X X [0, 1/2]) et aucun point critique dégénéré dans 


1 
U p;' (27). La fonction g, sera une fonction de Morse sur X. 
ji 


Posons g, — g et supposons que, pour un certain # > 1, les fonc- 
tions g;, i << k, ont déjà été choisies de manière à satisfaire aux con- 
ditions énumérées. La formule 

Zh-1 (); si xEX NPr (2D°), 
ha (x) = À En1(7) — (a, Pr (x)) & o px (x) 
Si x E SUPP Pk 
détermine pour chaque point a ER" une €-fonction hk,: X—+R 
qui coïncide avec £z-, dans un voisinage de l’ensemble 9X et même 
sur À tout entier lorsque a = 0. Il est évident que le point 0 possède 
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dans R” un voisinage Ù tel que, pour a € U, 4 n’a pas de points cri- 
tiques dans # (9X X [0, 1/2]) ni de points critiques dégénérés dans 


k—1 
|) 5! (D) et applique int X dans Int /. D’après le lemme 6, on 
J=1 


peut trouver dans Ü un a tel que À, n’a pas de points critiques dégé- 
nérés non plus dans 3! (D"); c'est cette fonction À, que nous choi- 
sissons en guise de gz. 


2. Cobordismes et chirurgie 


1. Ce sous-paragraphe est consacré à des opérations spéciales sur 
les cobordismes : les additions d’'anses et les reconstructions. Les pre- 
mières ont déjà été mentionnées dans 1.1. Les reconstructions sont 
plus simples que les additions d’'anses et leurs possibilités sont plus 
limitées : nous les définissons seulement pour le cas des variétés fer- 
mées et elles ne peuvent servir qu’à obtenir, à partir d’une #”-va- 
riété fermée, une variété qui lui est cobordante. 


Cobordismes standards 


2. Nous définissons les cobordismes standards de deux espèces : les 
cobordismes standards triviaux et les cobordismes standards élémentaires 
d'indice k. Chaque cobordisme standard possède une fonction de 
Morse standard. 


Le cobordisme trivial standard se définit à partir d’une #”-va- 
riété fermée V. C’est simplement le cylindre V X I avec 


d{(VXD=VXO, 4a(VX 1 =VXxI. 
La fonction de Morse standard correspondante se définit par la for- 
mule (v, t)}-- t et n'a pas de points critiques. 

” Le cobordisme élémentaire standard d'indice k se définit à partir 
d'une #°-variété fermée V de dimension n — 4 pour x > k et d’un 
€°-plongement quelconque æ: S*-t X D, V; on le désigne 
par El (V, œ). A un homéomorphisme près, c'est (V X 7) Up, (D* X 
X D"), où w,est l'application du produit S*-1 X D"À dans V X I 
donnée par la formule m, (x, y) — (p (x, y), 1). Pour définir El (V, œ) 
comme une &°-variété, désignons par E (n, k) l'ensemble 


n R n 
1 
DST D> — y 4|<) 
k+1 1 h+1 
et par el l’homéomorphisme de l'intersection 


E (n, HAL R* NX (R# x Int (5Dr+)) | 


{Qu tn) ER" 
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sur le cylindre 
k—1 n=k À pn-x 
p(S#ix (DA mt(sD"4))) x 
donné par la formule 
(és 3 ln) > (o ((£:, ..) t,)/ VE + *….. + (En+1 ..., tn)), 
1 
8(5-4—...—R+R+...+8)). 


Considéré comme espace topologique, El (V, œ) est construit par re- 
collement du cylindre 


[VX p (S#1x Int (5 Dw*)) ]x1 


avec E (n, k) par l’homéomorphisme el (voir fig. 5). La @”-struc- 


Fig. 5(n—2,k—1) 


ture dans EI (V, œ) se définit par l’atlas constitué d’atlas quelcon- 
ques des €”-variétés 


Er o(srix (Dm) ) 1x et En, RARE x Int DA) 
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(Ces dernières sont'envisagées comme des parties de l'espace El(V, ).) 
L'origine. .0,El (V, œ) est constituée par les ensembles 


[VX (S#1 x Int (+ pr+) )]xo, 
{(- H)EE (DIE Rs +. he 7) 
et l'extrémité 9, El (V, œ). par les ensembles 
[Ve (S# x Int (+ Dr+))]x1, 
{Ga ...,4)CE (RH 1-8... hate. +=). 
La fonction de Morse standard se forme à partir des fonctions 
[V  @ (5#3 x Int (5 pr) )JXZR, En, HR 
définies par les formules 
Gi Dret, (hs. tn)er8 (qe RER. +): 


elle possède un point critique unique OEEÆE (n, k) d'indice #. On 
désigne la fonction de Morse standard par mo. La figure 5 nous con- 
vainc que la variété EL (W, œ) est homéomorphe à 


(V x 1) U (D X D'À); 
Pr a T 


la description formelle de l’homéomorphisme canonique est assez 
compliquée pour la soumettre à l’attention du lecteur. 

La propriété fondamentale de tous les cobordismes standards cons- 
truits à partir de V est que l’origine de chäcun d'eux est canonique- 


ment #°-difféomorphe à V : dans le cas du cobordisme standard tri- 
vial, le difféomorphisme se détermine par la formule v+- (v, 0); 
dans le cas du cobordisme El (Ÿ, œ), il est constitué de l'application 
. _ | _ _ | kh | 
LANTA ES x Int (5 D" DES LAN g (S#1 x Int (+ D" }) x 0 
définie par la formule v+-- (v, 0) et de l'application 
PAS x DM) (, .., ) EE (RÉ... —û + 
| { 

Hat ts 5%) 

définie par la formule 


JA à u 
Ps es du), (neue ne (hi V/ gr thut Hé, 


1 
-s ÊR 26 hu te. in Éh+1 ….*) En )- 
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3. La construction du cobordisme élémentaire standard est par- 
ticulièrement simple lorsque l'indice k est égal à 0 ou à n. 
Si # = 0, alors est un plongement de V dans un ensemble vide, 


E (n, k) est la boule _. D" et l’homéomorphisme el relie des ensem- 


bles vides. Dans ce cas, l’homothétie de rapport 4 de la boule E (n, k) 
transforme El (V, o) dans la somme (V X 7) 1] D" avec 


9 [(V X 1) U D? = in, (V X 0), 4, [(V X 1) L] D°] — 
= (V7 X 1) L S"+, 


et la fonction de Morse standard dans la fonction constituée des fonc- 
tions VX I—R, DR définies par les formules (v, tr t, 
, ..., he A++... + )/2. 

Si k — n, alors q plonge la sphère S®-1 dans Ÿ, l’image par ce 
plongement est une des composantes de la variété V (voir 1.5.1); 


E (n, k) est à nouveau la boule 2 D" et l'homéomorphisme el joint. 


toujours des ensembles vides. Dans ce cas, l’homothétie de la boule 
E (n, k) transforme El (V, œæ) dans la somme ([V œ (S-1)] X 7)1] 
Lj DT avec 


09 {UV (ST) X 1) Li D?} = (AV (ST) X 0) DS, 
Où {VC (ST X 1) À D} = in, (VE (ST -1)] X 1), 


et la fonction de Morse standard dans la fonction constituée des fonc- 
tions [VX p(ST-1] X ]>R, D'—R définies par les formules 


b, bete... —8)2. 


Remarquons aussi que k = 0 et 4 — n sont les seules valeurs de 
l'indice pour lesquelles le cobordisme élémentaire standard peut 
posséder un bord connexe ; dans le cas # — 0, le bord est connexe si 
et seulement si la variété donnée V est vide, et dans le cask = n, 
si et seulement si o est un difféomorphisme. Conformément à ce qui 
précède, dans les deux situations le cobordisme est difféomorphe 
à la boule D. 


Cobordismes triviaux et cobordismes élémentaires 


4. Un cobordisme est appelé trivial lorsqu'il est difféomorphe au 
cobordisme trivial standard. Un cobordisme est appelé élémentaire 
d'indice k lorsqu'il est difféomorphe au cobordisme élémentaire stan- 
dard d'indice k. 

Il découle de ces définitions que si À est un cobordisme trivial, 
alors les variétés 4,7, 9,X sont difféomorphes; en outre, chaque co- 
bordisme trivial possède une fonction de Morse sans points criti- 
ques, tandis qu’un cobordisme élémentaire d'indice À possède une 
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fonction de Morse avec un seul point critique d'indice k sans autres 
points critiques. 

ÿ (Lemme). Soient X, X' des cobordismes tels que les variétés 
0,X, 09X” sont difféomorphes. Si le cobordisme X' est trivial, alors le 
cobordisme construit à partir de X, X” par recollement suivant un €°”- 
difféomorphisme 0,X — 0,X" quelconque (les cols des variétés X, X” 
sont arbitraires) est difféomorphe à X. 

D'après le théorème 4.5.9, il suffit de construire, pour un €”- 
difféomorphisme donné : 0,X — dX', des €”-plongements j: 
X — X, j': X'— X tels que 


j(X)UjT (X)=X, j(X)N j (X") = j (@X) = j’ (d0X') 


et le difféomorphisme composé 


ax 2, x > 6x 
coïncide avec p"!. Pour cela nous choisissons un colk: 0XX 1—X; 
un €°-difféomorphisme f: X’— 0,X" X IT tel que f(x") = (x', 0} 
pour chaque point x’ € 4,X'; une 6”-fonction croissante à: 1 —+ I 
telle que & (t) = (1/,) + (t/3) pour t < 3/4 et à (ft) = t pour t > 7/8. 
Définissons ensuite la fonction B: { — Î par la formule $ (t) — 
— (1 — t)/2 et posons 


j(x)=x pour EX Xk(9,X X[0, 1)), 
j(E(& D)=E (2 a (D) pour zE0X, 11: 
j'a) =ko(p" X Be f(x) pour x’ € X”. 


Une vérification immédiate montre que j et j’ possèdent les proprié- 
tés nécessaires. 

6. Tout cobordisme muni d'une fonction de Morse sans points criti- 
ques est trivial. 

Démonstration. Soit f: À —R une fonction de Morse 
sans points critiques. D’après 1.5.8 (ou, si l’on préfère, 4.8.2), l’ima- 
ge inverse f {(t) de chaque point t de l’intervalle | 0, 1 [ est une sous- 
variété propre du cobordisme X fermée si on l’envisage comme une 
variété indépendante (les images inverses f-! (0) — 9,X, f-! (1) — 
— 0,X sont également des variétés fermées). En vertu des théorèmes 
4.6.3 et 4.5.8, pour chaque t € Z, f-! (t) possède un voisinage U, et. 
une certaine €®%-submersion ny: VU, — f-t(t) qui est l'identité sur 
7 (). 

Définissons pour t € I l'application F,: U, —f"!(t) X I par la 
formule F, (x) = (ny (x), f (x)). Il est clair que F; est de classe €®, 
que la différentielle d,F; est non dégénérée lorsque x € f”! (t) et que 
la restriction de F} à f-* (t) est un difféomorphisme de cet ensemble 
sur f-!(t) X t. Par conséquent, F; est un €®-plongement sur un cer- 
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tain voisinage de l’ensemble f-! (t) (voir 1.5.5), i.e. applique bijec- 
tivement l'image inverse F;'(A;) d’un voisinage A; du point t 
{dans 7) sur f-!(t) X A;. Choisissons m si grand que chacun des 
segments en lesquels les points Â/m, ..., (m —1)/m partagent 
l'intervalle / soit contenu dans un des ensembles. A3. Alors tous les 
cobordismes f-1 ([(i — 1)/m, i/ml) avec 

of" (LC — 1}/m, üml) = f ((G — 1)/m), 

Ouf" (LG — 1)/m, ilm]) = f”! (i/m) 
sont triviaux et, d’après le lemme 5, le cobordisme X tout entier 
l'est aussi. 

7. Si un cobordisme X possède une fonction de Morse à point criti- 
que unique d'indice k el n'a aucun autre point critique, alors À est 
un cobordisme élémentaire d'indice k. 

Nous commençons la démonstration, qui est assez longue, par la 
construction d’un cobordisme auxiliaire Ÿ. Fixons une fonction de 
Morse jf: X +R à point critique unique x d'indice 4. D'après le 
théorème 1.4, il existe une carte ® € Atl,X avec P (x) = 0 telle 
que la restriction f | supp9 Coincide avec la composée de l’applica- 
tion œ et de la fonction Im @ —R définie par la formule 


(ls. bn) f(x) —É — ... _ À Lt + ... +. 


I1 est clair que l’ensemble Im œ contient la partie de l’espace R? 
définie en coordonnées usuelles par les inégalités 


but... Fi L4e?, 
e? | a. 
LE 
pour un certain & positif. Désignons cette partie par À et posons 
— k —k ÆE —k) 
B=AN(R x (R" N Int (+ D" ))) 


Envisagé comme espace topologique, Ÿ représente le résultat du re- 
collement du sous-ensemble 


Fi ([F@)- +) SFA) 


de la variété X avec le produit Sh-! X 2D%4# X I suivant l’homéo- 
morphisme 


p1(B8)—5%1 x [(2D-#) int (+ D) ] x 1 
défini par la formule 


= ty, À 
@ 1 (41, .., th) (tm, (én+4 .. ln); 
. k 
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2 
(Nous nous servons ici des inégalités FE < f(x) <<1 — 4% qui sont 


des conséquences évidentes de l'inclusion AC Im io La €”-struc- 
ture dans Ÿ se définit par un atlas constitué d’atlas quelconques 


des @°-variétés 
(TF1 @)+4 ]) Ke (4), 
S%-1 x Int (2D7-#) x I. 
L'origine 6,Ÿ est constituée des ensembles 
LÇ 2 1 
Fi (5@)—4) Se A BA (F5) | 


et 
Sh-1 x 2pr-k x 0, 


et l'extrémité 0,Ÿ des ensembles 
1 (1044) Se AA (1e +4) ] 


et 
Sè-1 X 2DrÀ X 1. 


A partir des fonctions 


AL), 1 +45 |) KPTUAK BR, 
SF-1xX Int (2D"F)X IR, 


définies par les formules 


y + + (16 +/@)—1() (u, v,i)r>t, 


où u ES*-1, vE Int (2D7*), tE€ I, construisons la fonction g: ŸY +R. 
Une vérification immédiate montre que g est une fonction 
de Morse sans points critiques. (Il en découle, en vertu du théorème 
6, que le cobordisme Y est trivial; pourtant cette propriété ne sera 
pas explicitement employée dans ce qui suit.) Considérons ensuite 
le -plongement composé 


. (215 2 (21, Ze 5) 
SX DÉ 5 SM x DA x 1 D, 
7 541 x Int (2D x 1 Y 


et son abréviation 4: ST X Dr g-1(1/2), Nous montrerons, 
et ceci terminera la démonstration du théorème, que. le cobordisme 
X est difféomorphe à El (g-1 (1/2), w). 


16—0824 
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Choisissons d’abord un 6 positif inférieur à _ et un €®-difféo- 


morphisme | 

7. st 1  S.1 _ 

Hiet(s)x (5-8 5+8]-et (fs +6] 
tels que, pour des: €S#"1, vE DT, ET —6. +6] quelconques, 
on ait 

ot À , 
H ( {u, à v, >); 1) = (u, V, t). 

D'après le théorème 4.5.8, pour un certain n positif inférieur 
à L, il existe une € ®_submersion 


? 
mehr Len) (4) 


qui est l'identité sur g”{ { 5): Fixons une @°-fonction RAY — R 


égale à 1 sur D" et à 0 en dehors de 2D°-* et définiäsons une 
nouvelle @°-submersion , 


Pig” (5 5+n))-et(5) n 
en posant ……. 
| n(y) si x É St x. Tnt (207) X Î, 
pu=! nfuv, 2+(i—1)(—at)) 
si y=(u, vit), où u ESA, vE2DT, 161. 


Définissons ensuite l'application 


® e((5-v zhn))=et (5) x (5m 34) 
paï la formule GG) =( (y), g(y)). Puisque la restriction de G 


« 


à g”!{ (7): est un difféomorphisme qui applique cet ensemble sur 


g”! _ ) X _ et la différentielle d,G est non dégénérée.si yE€g”! (+ 1 } 
il existe un nombre positif 8 inférieur à n tel que la restriction 
de l'application G à g! (5-8, 5+6}) est un &”-plongement ; 


il est clair qu’en guise de FH on peut choisir 


wo ()x(r-8 246) (3-8 3+8)] 
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Pour démontrer enfin le fait que les cobordismes X et 
El (g” (5). ÿ) sont difféomorphes, nous découpons chacun d'eux 
en trois cobordismes : X. sera découpé en cobordismes 


(Lo re-)), fro 10 + 7), 
F([r@+S, 11) 
et El (g” (5) ,Ÿ) en cobordismes 


ne ([0, 4-6)), mot ([h-8 446], mot ([4841]) 


Dans chacun de ces triplets, le premier et le troisième cobordisme sont 
triviaux en vertu du théorème 6 et, par conséquent, le deuxième 
cobordisme est difféomorphe au cobordisme initial tout entier. Aïn- 
si il suffit de construire un Feoerpsne 

Ôe? =). 


. mo! (F8. +6) ft (F Go) - 


qu'on peut obtenir en:se servant de d'application composée 


(8°: (5 } Nb (S*4 x Int D"#)) x x [+8 5+8] 2 


OC : x Int DE X D))Ng{ ([5—6 +6) 


—— (AN PRE X Int D) 0 FAT (0 SE, (0 + ET) 
et de l’ application 


E (n; k)N mo”! (fs Ô, +6] — 
+ gt (Im pN RÉ x D) nt [++ ]) 


définie par la formule (t,, ..., té) qrl (et, ..., et). 
8 (Corollaire). Un cobordisme de dimension n à bord connexe muni 
d’une fonction de Morse à point critique unique est difféomorphe à D". 


Recollements d’anses 


9. Soient X un cobordisme de dimension n et @: SA! x Dh 
—+ 0,X un plongement de classe €. Le recollement du cobordisme X 
et du cobordisme élémentaire El (0,X, œ) suivant le difféomorphisme 
canonique 0,X —+ do El (8,X, @) (voir 2) est appelé recollement d’anse 
d'indice k. 
16% 
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Le recollement d’anse d'indice 0 est, à un difféomorphisme près, 
le passage de X'°à X 11 D", la nouvelle composante du bord, i.e. 
in, (S7-1) étant ajoutée à 0,X : le recollement d’anse d'indice n 
est le recollement du cobordisme ZX et de la boule D" suivant un 
certain difféomorphisme d’une des composantes de la variété 9,X 
sur S7-1, 

10. À un difféomorphisme près, tout cobordisme X peut être obtenu 
à partir du cobordisme trivial standard 9,X X T1 par un nombre fini 
de recollements d’anse. Quelle que soit la fonction de Morse propre f: 
X —R, il est toujours possible de choisir les recollements de manière à 
ce que leur nombre ne soit pas supérieur au nombre des points critiques de 
la fonction f. 

Ceci se démontre par récurrence sur le nombre des points criti- 
ques de la fonction f. Dans le cas où f n’en a pas, il suffit d'appliquer 
le théorème 6. Lorsque f possède m => 1 points critiques, nous trou- 
vons dans l'intervalle ouvert 10, 1 [ un c tel qu’une des valeurs criti- 
ques de la fonction f soit supérieure et les autres inférieures à c, et 
nous découpons X en deux cobordismes, f-!{([0, cl) et f-! (le, 1). 
Sur le premier d’entre eux, il existe une fonction de Morse propre à 
m — 1 points critiques, à savoir la fonction x+-> f (x)/c, sur le deuxiè- 
me, une fonction de Morse à point critique unique, à savoir la fonc- 
tion zt+ (f (x) — c}/(1 — c). Il suffit maintenant de remarquer que, 
d'après le théorème 7, le deuxième cobordisme est élémentaire. 

11. Toute €&*-variété fermée de dimension n munie d'une fonction 
de Morse à deux points critiques est homéomorphe à la sphère S". 

Démonstration. Remarquons, en laissant de côté le 
cas trivial nr = 0, qu'une fonction de Morse à deux points critiques 
est propre (ces points doivent être un point de minimum et un point 
de maximum). En vertu du théorème 10, la variété désirée peut être 
obtenue à partir d’une variété vide par deux recollements d'’anse. 
Il est clair que le premier recollement d’'anses est d'indice 0, tandis 
que le deuxième est d'indice n, de sorte que la variété cherchée s’ob- 
tient par recollement de deux exemplaires de la boule D” suivant un 
difféomorphisme de la sphère S"# 


Conséquence homotopique 


12 (Lemme). Le cobordisme El (V, œ) est homotoniquement équiva- 
lent à V [J; D", où f est une application de la sphère S*-! dans V dé- 
finie par la formule f (y) = œ (y, 0); en outre, il existe une équivalence 
homotopique V |[J;D* —+ El (V, œ) qui coïncide sur V avec l'inclusion 

Une telle équivalence homotopique peut être construite à partir 
de l’inclusion indiquée et du plongement D* — El (V, œ) qui associe 
à chaque point x € D" le pointx/4€ E (n, k). Pour la démonstration, 
il suffit de remarquer que l'application V |[J; D* + El (V, œ) ainsi 


$ 5] THÉORÈMES STRUCTURAUX ÉLÉMENTAIRES 245 


constituée est un plongement topologique, tandis que son image est 
un rétracte de déformation stricte de l’espace El (V, œ). 

13. Chaque variété compacte différentiable de dimension n est ho- 
motopiquement équivalente à un espace cellulaire fini de dimension  n. 

Démonstration. D'après ce qui a été dit dans 1.2, nous 
pouvons envisager une telle variété comme un cobordisme à origine 
vide. Il suffit donc de démontrer que si un cobordisme de dimension 
n est homotopiquement équivalent à un espace cellulaire fini de 
dimension <..n, il'conserve cette propriété après tout recollement 
d’anse; voir 20. Mais d’après le lemme 72, un recollement d'’anse 
d'indice # à un cobordisme X produit le même effet homotopique que 
le recollement à X d’une boule D* suivant un plongement f : S*-1 + 
— X. Remplaçons le cobordisme X par l’espace cellulaire fini Y 
de dimension <n auquel X est homotopiquement équivalent ; rem- 
plaçons l’ application f par.sa composée avec l' équivalence homotopi- 
que. À —.Ÿ et remplaçons ensuite cette composée par une applica- 
tion cellulaire g: S*-1-> Y qui lui est homotope (voir 2.8.2.4). 
I1 découle du théorème 1.3.7.8 que le cobordisme obtenu par recolle- 
ment d'anse est homotopiquement équivalent à l'espace Y. U£eD* 
qui est,.en vertu de 2.1.5.5, un espace cellulaire fini de dimension 
£n. 


Reconstructions d’anses 


14. Sient V une €® -variété fermée de dimension n et @: S*-1 x 
X D'*# > V un plongement de classe €*. Fixons des’ cols quel- 
conques des variétés VX (S*-1 X Int D'-k*1) et D* x S7- 
recollons-les suivant le difféomorphisme 


ab p: SÀ-1 X S7-h + p(SR-1 xX S7-k) 


du bord du second sur le bord du premier. Nous dirons alors que la 
variété recollée s'obtient de V par reconstruction suivant le plongement 
œ. Le nombre k est appelé indice de reconstruction. 

15. Si un cobordisme X' s'obtient d'un cobordisme X par recolle- 
ment d'anse effectué suivant un plongement @: S*-1 X DE — 9,X, 
alors 0,X" s'obtient de 0,X par une reconstruction effectuée suivant le 
même plongement +: SRI X DR — 9,X. 

Démonstration. Remarquant que 0,X" = 0,El (9,7, ), 
notre assertion signifie que 6.,El (8,X, œ) s’obtient à partir de 4,X 
par une reconstruction effectuée suivant @. Rappelons que El (9,X, œ) 
est le résultat du recollement des espaces 


LA, XX @ (S*-1 X Int (> D'-))] X 1 et En, k) 


suivant el (voir 2). Il est évident que les ensembles 
(8, XX p (S%-1T X Int DTA] X 4 et E (n, k) N 9, EL (8,X, ) 
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sont des sous-variétés compactes de dimension n — 1 de la variété 
01 El (8,X, œ), qu'elles recouvrent cette variété et se coupent sui- 
vant leur bord commun. Envisageons les applications. 


T1: (Xp (SET X Int D'-E)T X 1 + 9,X (SAT X Int D'-k), 
V: E(n, 4) NOEL (AX, q)->.D* X SR 


dont la deuxième se définit par la formule 


nn 146 . (Ehyts ... în) 
D(éi, ..., ln) = (5 ...) Ch); TRE) . 
Il est clair que Ÿ est un difféomorphisme de classe 8% et que 
pri (Dr! (2, 2)) = p (1, 2) lorsque 2, € Sh-1, z, € S®-k-1 En fai- 
sant appel au théorème 4.5.9, nous voyons que la variété 0, EI (8,7, p) 
est effectivement le résultat du recollement des variétés 
XX (S8-1 X Int DT+#) et D* X S'-R-1 suivant ab o. 
16 (Corollaire). Quel que soit le cobordisme X, la variété 0,X peut 
être obtenue à partir de 0,X par un nombre fini de reconstructions. En 
particulier, le bord de toute @-variété compacte peut être obtenu à par- 
tir de la variété vide par un nombre fini de reconstructions. 


3. Variétés de dimension deux 


1. La théorie développée dans les deux sous- paragraphes précé- 
dents est en premier lieu une tentative de se représenter et d’'énu- 
mérer les variétés différentiables compactes de dimension: donnée. 
Pour des applications sérieuses, elle nécessite un développement plus 
poussé ; néanmoins, dans des situations simples, le théorème 2.10 
s'avère déjà suffisamment efficace. _ Par exemple, dans le cas unidi- 
mensionnel, un cobordisme standärd est une somme d' intervalles 
fermés, d'où il découle, en vertu du théorème 2.10, qu'une variété 
différentiable compacte de dimension un est difféomorphe à à la somme 
de plusieurs intervalles fermés et de cercles. Mise en garde : quoique 
cette classification différentielle coïncide avec la classification topo- 
logique donnée dans 1.1.17, elle a une signification tout à fait dif- 
férente. (Par ailleurs, dans le cas non compact, que nous ne considé- 
rons pas de manière systématique dans notre cours à cause de.sa 
relative complexité, la classification différentielle des variétés 
unidimensionnelles coïncide également avec la classification topo- 
logique; voir 4.1.) 

Le présent sous-paragraphe est consacré à la classification dit- 
férentielle des variétés différentiables compactes de dimension deux 
où le théorème 2.10 est également suffisant. Nous commencerons par 
composition d’une liste des variétés modèles (dans le cas unidimen- 
sionnel c'étaient le cercle et l’intervalle fermé) et démontrerons en- 
suite qu'une variété différentiable compacte de dimension deux est 
difféomorphe à une des variétés modèles. Remarquons que les varié- 
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tés modèles ne sont pas deux à deux difféomorphes ni homéomorphes, 
mais ceci ne sera démontré qu'au chapitre 5 (voir 95.3.4:3); ici nous 
préparerons seulement la partie géométrique de la démonstration en 
indiquant pour les variétés modèles fermées des partitions cellulaires 
canoniques équipées et pour les variétés modèles non fermées, des 
bouquets de cercles qui leur sont homotopiquement équivalents. 
De même que pour la classification des variétés différentiables uni- 
dimensionnelles, nous ne nous préoccuperons pas de la classe de dif- 
férentiabilité (cf. 1.1). 


Surfaces modèles 


2. Commençons par les surfaces modèles élémentaires : la sphère à 
trous et la bande de Mœæbius. 

Une sphère à / trous est la sphère S? de laquelle on a ôté les inté- 
rieurs de / segments sphériques disjoints ; son bord est la somme de 
L cercles et possède une orientation 
induite bien définie. La sphère à un 
trou est difféomorphe à D?, la sphère à 
deux trous, au cylindre S1 X D!: ce 
dernier sera appelé anse. 

” On appelle bande de Mœbius la sous- 

variété de l’espace R° engendrée par un 

segment de longueur 1, dont le centre 

glisse le long d’un cercle St, tandis 

que le segment, tout en étant normal 

à S', effectue une.-rotation uniforme "Fig. 6 

d'un angle tota 7 x (fig. 6). C'est une | 

sous-variété (de l’espace R#) compacte, non orientable, à bord dif- 
féomorphe à ST. 

La liste de.toutes les surfaces modèles comporte la variété vide de 
dimension deux, les sphères à anses et à trous et les sphères à bande et 
à trous. 1 

La sphère à l trous munie de g anses (g > 0, ! > 0) se définit 
comme le résultat d’un recollement d’une sphère à 2g + { trous et 
de la somme de g anses suivant un difféomorphisme, conservant 
l'orientation du bord de la somme des anses, sur la réunion de 2g 
composantes du bord de la sphère à trous. C’est une variété diffé- 
rentiable orientée compacte de dimension deux, définie par les nom- 
bres g, L à un difféomorphisme conservant l'orientation près; elle 
possède un bord difféomorphe à la somme de ! cercles. Pour g = 0, 
l = 0, elle coïncide avec S?; pour g = 0, ! — 1 elle est difféomorphe 
à D°; pour g = 1,1 — O0 elle est difféomorphe à S! X S1 (on l’appelle 
alors tore); pour g — 2,1 —0on l'appelle sphère à deux anses. Quels 
que soient g et /, elle se plonge d’une manière évidente par difféo- 
morphisme dans RŸ: le plongement standard pour g = 3, L = 2 est 
représenté sur la figure 7. 
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La sphère à ! trous munie de k bandes (k = 0, ! > 0) s'obtient 
par recollement d’une sphère à k + ! trous et de la somme de À ban- 
des de Mœbius suivant le difféomorphisme du bord de la somme des 
bandes sur la réunion de À composantes du bord de la sphère à trous. 


Fig. 7 | Fig. 8 


C'est une variété différentiable compacte de dimension deux, défi- 
nie par les nombres h, ! à un difféomerphisme près; elle possède:un 
bord difféomorphe à la somme de h cercles et n’est orientable que lors- 


que hk — 0. Pour k = 1, ! — 0, cette variété est difféomorphe à RP°; 


où 
CT 


a b 
Fig. 9 


pour À = 1, ! = 1, à la bande de Mœbius; pour h — 2, ! — 0, on 
l'appelle bouteille de Klein ; celle-ci est connue par son immersion dans 
RS représentée sur la figure 8 ; pour k = 2, ! —. 1, on l'appelle disque 
à anse retournée (fig. 9, a). On voit sur la figure 9, b que le recolle- 
ment d’un disque à anse retournée avec un disque ordinaire suivant 
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un difféomorphisme des bords permet d'obtenir effectivement une 
bouteille de Klein. 

Remarquons que notre liste de surfaces modèles ne comporte pas 
de surfaces à bandes et à anses, i.e. nous n y avons pas inclu la sphère 
à trous dont une partie soit recollée avec des anses et une autre partie 
avec des bandes de Mœbius. Comme nous montrerons dans ä#, pour 
k > 1, la sphère à £g anses, à hk bandes et à / trous est difféomorphe 
à la sphère à 2g + h bandes et à { trous. 


Propositions auxiliaires 

3 (Lemme). Soient X,, X, des variétés compactes différentiables de 
dimension deux et œ@ un difféomorphisme d'une composante du bord de 
la variété X, sur une composante du bord de la variété X,; soit X le 
résultat du recollement de X, et X, suivant œ. Alors: 

(i) si X, est diféomorphe | à une sphère à g1 anses et à l\ trous et X, 
est difféomorphe à une sphère à g, anses et à l, trous, alors x est difféo- 
mürphe à une sphère à g, + g, anses èt à Ll, +-l, — 2 trous; 

(ii) si X., est difféomorphe à ‘une sphère à h. bandes et à l, trous 
tandis que X, est difféomorphe à une sphère à h, bandes et à (Tous; 
alors X est difféomorphe à à une sphère àh+h: bandes etàl, + % 9 
trous ; 

(iii) si X., est difféomorphe à une sphère à g, anses et L, trous, X2 
est difféomorphe à une sphère à h, > 0: bandes et à l, trous, ‘alors X est 


4 


Fig. 10 


difféomorphe à une sphère à 2g, + h, bandes et à l, + L, — 2 trous. 

Seul le cas (iii), dans lequel X est ‘évidemment difféomorphe 2 à une 
sphère à g, anses, h, bandes et à /, + l, — 2 trous, nécessite une dé- 
monstration. 

Supposons d'abo'd que g, = 1, hk, — 1 et LL +1, — 2 — 1. 
Alors X est difféomorphe à la bande de Mœbius à anse représentée 
sur la figure 10, a. Cette dernière est évidemment diffeomorphe à læ 
bande de Mœbius à anse retournée représentée sur la figure 10, b: 
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on peut donc la découper en une sphère à bande et à deux trous et en 
un disque à anse retournée. D'après (ii), il en découle que X est dif- 
féomorphe à la sphère à trois bandes et à un trou. 

Dans le cas général, nous ferons une récurrence sur g,. Pour 
& = 0,iln'y a rien à démontrer. Pour g, > 0, À peut être recollé 
de deux sphères, l’une à g, — 1 anses, h, — 1 bandes et !, + !, — 1 
trous et l’autre à une anse, une bande et un trou. D'après ce que nous 
avons déjà démontré, la deuxième variété est difféomorphe à une sphè- 
re à trois anses et à un trou ; par conséquent, À est difféomorphe à une 
sphère à £g1 — À anses, h, “ 2 bandes et !, + !, — 2 trous, et donc 
à une sphère à 2g, +h; bandes et à L, + 1, — 9 trous. 

4 (Lemme). Soient X une variété différentiable compacte connexe 
de dimension deux et X” le résultat du recollement à X d’une anse suivant 
un difféomorphisme de son bord sur la réunion de deux composantes 
du bord de X. Alors: 

(i) si À est difféomorphe à une sphère à g anses et L'itrous, X° est 
difféomorphe à une sphère à g + 1 anses et | — 2 trous.ou à une. sphère 
à 2g + 2 bandes et | —.2 trous; 

(ii) si À est difféomorphe à une sphère à.h bandes et à l'irous, X° 
est difféomorphe à une sphère à h. + 2 bandes et | — 2 trous. 

Ceci découle du lemme 3, puisque dans les deux cas X” se décom- 
pose en deux variétés dont l’une diffère de X seulement par un trou 
dé moins, tandis que l’autre est difféomorphe : à une sphère à une anse 
et un trou ou à un disque: à.anse retournée. 

5. Soient X,, X, des variétés différentiables compactes et œ un dif- 
féomorphisme d'une partie non vide du bord OX, constituée de ses com- 
posantes entières sur une partie du bord 0X, constituée de ses composantes 
entières. Soit ensuite À la variété recollée de X, et X, suivant &@. Si 
chacune des variétés X,, X, est difféomorphe à une des surfaces modèles, 
alors X est également difféomorphe à une surface modèle. , 

Ceci découle des lemmes 3 et 4, puisque le recollement suivant @ 
est équivalent au recollement suivant lé difféomorphisme abrégé 
d'une des composantes du bord 9X, sur la- composante correspondante 
du bord 0X;, suivi de fecollements d’anses dont le nombre est égal 


à la moitié du nombre des composantes à identifier des bords 0X,;, 
OX 3. 


Théorème fondamental 


6. Chaque variété différentiable compacte connexe de dimension deux 
est difféomorphe à une surface modèle. 

En vertu des théorèmes 2.10 et 5, il suffit d'établir que les compo- 
santes des cobordismes élémentaires de dimension deux sont difféo- 
morphes à des surfaces modèles. Or, ceci se vérilie facilement en con- 
sidérant tour à tour toutes les possibilités qui se.présentent, étant 
donné qu’une variété différentiable fermée de dimension un est dif- 
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féomorphe à la somme de plusieurs cercles. À savoir, le cobordisme 
élémentaire d'indice O0 construit suivant la somme de m cercles est 
difféomorphe à la somme de m sphères à deux trous et d'une sphère 
à un trou ; le cobordisme élé- 


mentaire d'indice 2, construit 
d’après la somme de m cercles 

{et suivant un plongement dif- 

férentiable du cercle dans cette 

somme) est difféomorphe à la a 
somme de m — 1 sphères à | 

deux trous et d'une sphère à. 

un trou ; le cobordisme élémen- 

taire d’indice 1, construit sui- 

vant la somme de m cercles et 

du plongement différentiel du b 
produit S° X D! dans cette 

somme, est difféomorphe soit D 

à la somme de m — 2 sphères CA 2 

ë tr t d’un ère à 

à deux trous et d'une sphèr 


trois trous, soit à la somme de 
m — À sphères à deux trous et 


d'une sphère à trois trous ou C 
enfin à la somme de m — 1 | 
sphères à deux trous et d'une Fig. 11 


sphère à une bande et à deux 
trous (pour m — 2,,ces trois cas sont montrés sur la figure 11). 

7 (Information). Toute variété topologique compacte connexe 
de dimension deux est homéomorphe à une surface modèle. 


Partitions cellulaires des surfaces modèles fermées 


8. Les surfaces modèles fermées admettent des partitions cellulai- 
res équipées standards qui généralisent la partition canonique en deux 
cellules de la sphère S?, la partition canonique en trois cellules du 
plan projectif RP? et la partition canonique en quatre cellules du 
tore St X S?. Chacune de ces partitions standards, sauf la partition 
sans cellules de la surface.modèle vide, contient une seule cellule de 
dimension nulle et une seule cellule de dimension deux, tandis que 
le nombre des cellules de dimension un est égal à 2g dans le cas d’une 
sphère à g anses, et à » dans le cas d’une sphère à à k bandes. Ainsi, le 
squelette de dimension un est, dans le cas d’une sphère à g anses, un 
bouquet de 2 g cercles, et dans le cas d’une sphère à k bandes un bou- 
quet de À cercles; pour décrire toute la partition cellulaire équipée 
il suffit de décrire l’ application de recollement correspondant à la 


cellule de dimension deux, i.e. une certaine application du cercle 
St dans le bouquet indiqué. 
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Laissant de côté les valeurs g — 0, 1 et h — 0, 1 déjà considérées, 
nous allons représenter S!, dans le cas d’une sphère à g anses, comme 
le périmètre d’un polygone régulier à 4 g côtés numérotés à partir 
du sommet ort, de la manière suivante: 

ai, 01, a, 0, 


1° [] dy; b;, Œg; b,, 


et dans le cas d’une sphère à à h bandes comme le périmètre d’un poly- 
gone régulier à 2h côtés numérotés à commencer par le sommet Orty 
comme suit : 


_. Ca; C1 . Ch) Ch- : 


Dans les deux cas nous prenons |’ espace quotient de S1 par identifi- 
cation. des côtés de même nom et de même indice, seulement a; est 


, ’ 


b, (4 


Fig. 12 (g=— 3, h=— 3) 


identifié avec a; et b; avec b;-par symétrie relativement à la droite 
correspondante, tandis que c; s’identifie à €; par rotation du polygone 
autour de son centre. Dans les deux cas l’espace quotient est un bou- 
quet de cercles :.de 2 g cercles dans le premier cas et de » cercles dans 
le second. Une projection du cercle ST sur cet espace quotient sera 
justement une application de recollement. 

Naturellement, il faut encore vérifier que les espaces cellulaires 
construits sont homéomorphes à nos surfaces modèles. Découpons nos 
polygones à 4 g et à 2 h côtés de la manière indiquée sur la figure 12. 
Nous obtenons un polygone à g côtés et g pentagones dans le premier 
cas et un polygone à h côtés et À triangles.däns le second. Par les iden- 
tifications requises des côtés «;,, ai et b;, b; les sommets du polygone à à 
g côtés viennent tous en un seul point, ce qui donne une sphère à g 
trous circulaires, et les pentagones forment chacun: un tore avec un 
trou circulaire ; en recollant ces tores troués à la sphère à trous pour 
retrouver la structure détruite par les découpages -auxiliaires (sui- 
vant les diagonales) nous obtiendrons, à un homéomorphisme près, 
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une sphère à g anses. Exactement de la même manière, les identifica- 
tions requises des côtés c;, c; amènent les sommets du polygone à À 
côtés en un seul point, ce qui nous donne une sphère à À trous circu- 
laires, et à l'identification des côtés des triangles qui transforme cha- 
c<un d’eux en une bande de Mœbius ; en recollant ces bandes à la sphè- 
re trouée, nous obtenons, à un homéomorphisme près, une sphère 
à h bandes. (Remarque. Les bords des trous circulaires dans la sphère 
ont un point commun, et pour g = 2 et h = 2 ils coïncident.) 


Structure homotopique des surfaces modèles non fermées 


9. La sphère à g anses et à l trous est homotopiquement équivalente 
à un bouquet de 2g + L — 1 cercles. La sphère à h bandes et à L trous 
est homotopiquement équivalente à un bouquet de h + ! — 1 cercles. 

Pour la démonstration, remarquons que le recollement décrit dans 
8 du polygone à 4 g côtés à un bouquet de 2g cercles nous amène, à 
un homéomorphisme près, à une sphère à g anses et à / trous si nous 
ôtons préalablement de l’intérieur du polygone à 4 g côtés les inté- 
rieurs de / petits disques disjoints. Disposons ces disques de manière 
à ce que chaque droite qui passe par le premier sommet (ort.) ne 
coupe pas plus d’un disque, et désignons par À l’ensemble constitué 
par: (i) le périmètre du polygone à 4g côtés; (ii) 27 — 2 segments 
menés du premier sommet et tangents aux !{ — 1 disques; (iii) les 
arcs extérieurs des frontières de ces disques comprenant les points de 
tangence. Il est clair que À est un rétracte de déformation stricte du 
polygone troué à 4g côtés. La rétraction de déformation stricte cor- 
respondante se transforme, après projection du polygone à 4g côtés 
sur la sphère à g anses, en une rétraction de déformation stricte de la 
sphère trouée à g anses sur l’image de l’ensemble À laquelle est 
évidemment homéomorphe au bouquet de 2g + ! — 1 cercles. 

Le cas de la sphère à k bandes et à / trous se démontre de façon 
analogue, sauf qu’il faut remplacer le polygone à 4g côtés par un poly- 
gone à 2h côtés. | | 


4. Exercices 


1. Montrer qu’une variété différentiable connexe non compacte de 
dimension un est difféomorphe à une droite ou à une demi-droite 
(cf.:3.1). 

2. Montrer que la sous-variété du plan projectif complexe CP? 
définie en coordonnées homogènes par l’équation 27 + 2% + 2m = ( 
est difféomorphe à la sphère à (m — 1) (m — 2})/2 anses (cf. 2.4.4 et 
2.4.5). 

3. Montrer que la partie du produit CP! X CP! constituée des 
points ((z, : z4), (w, : w.)) tels que 22 (wP? + wP) = 24 (wP — w) est dif- 
féomorphe à une sphère à (p — 1) (g — 1) anses. 
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4. Montrer qu'une variété différentiable orientable fermée con- 
nexe de dimension trois peut être obtenue par recollement de deux 
copies d’un corps à anses-suivant un certain difféomorphisme de son 
bord. (Un corps à anses est la partie de l’espace R limitée par une 
sphère à anses plongée cänoniquement dans R?). 

5. Montrer que la variété qui s'obtient par recollement de deux 
copies du tore plein St X D? suivant le difféomorphisme de son bord 
St X S$1 défini par la formule (z,, 2,) — (2722, z£zd), où a, b,.c, d 
sont des entiers vérifiant ad — bc = + 1, est difféomorphe à S° 
pour a — 0, difféomorphe à S? X S1 pour a — + 1, et difféomorphe 
à RP3 pour a = + 2. 

6. Montrer que sur toute @°-variété fermée connexe, il existe une 
fonction de Morse propre admettant un minimum local unique et un 
maximum local unique. 

7. Montrer qu’un cobordisme connexe X, à bords 8,X et 6,X non 
vides, admet une fonction de Morse propre sans maximums locaux 
et sans minimums locaux contenus dans int X, 

8. Montrer que tout cobordisme admet une fonction de Morse 
propre j telle que si x, est son point critique d'indice k£,:et x, son. point 
critique d'indice ke, k, > ki, alors f (x) > f (1). : 

9. Montrer que si un cobordisme X admet une fonction de Morse 
sans points critiques d'indice { et la variété 4,X est orientable, alors 
X est orientable et chaque orientation de 0,X est induite par une cer- 
taine orientation de X. 


CHAPITRE 4 


LES FIBRES 


$ 1. FIBRES SANS STRUCTURE DE GROUPE 
1, Définitions générales 


‘1. On appelle fibré un triplet de là forme (T, p, B) où T et B'sont 
des espaces topologiques et p une application continue du premier 
espace dans le second. L'espace T est appelé espace. total du fibré 
(T, p, B), l’espace B est sa base, l'application p sa projection. L'’es- 
pace total du fibré £ sera désigné par tl £, sà base par bs £, sa pro- 
jection par pr &. 

L'image inverse pr £"! (b) du point b € bs Ë-est appelée fibre du 
fibré & au-dessus du point 0. 

‘On appelle section d’un ibré & toute application continue s: 
bs £ = tl £ telle que pr éo s — id bs &. Deux sections du fibré £ 
sont dites homotopes si on peut les lier par une homotopie constituée 
de sections, i.e. par une homotopie h: bs EX 1 ->:tl £ telle que 
prËoch coïncide avec pr,: bsE X 1 —+ bs E. | 

” On appelle restriction d’un fibré.Ë à un sous-éspace B de la base 
bs Ë le fibré à base B, à espace total pr ET (B) et à projection 
ab pr £. On le désigne par Ë | 3. 

On appelle produit de fibrés E;, 2 un libré à espace total ti £, X 
X tlE,, à base bs E, X bs £, et à projection pr &, X pr &,. On le 
désigne par £, X &,. Sa fibre au-dessus du point (b,, b,) coïncide avec 
le..produit des fibres pr &;" (b.), pr &" (b.). 

2. On appelle application d'un fibré E’ dans un fibré & tout couple 
d' applications continues F: t] £’— t1 &, f: bs £’ — bs £ pour lequel 
le diagramme suivant est commutatif 


tlE À 4] E 
pré’ ne (1} 
LL, | 
bs£Ë —> bsE. 
Si o = (7, f) est un tel couple, nous écrivons : £"— £, F = tl æ, 


f=bse. 
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Une application œ@: Ë’ — E est appelée isomorphisme si tl @ et 
bs o sont des homéomorphismes ; on l’appelle équivalence si en outre 
bs £ — bs €’ et bs ® = id bs &. Les fibrés que l’on peut lier par un 
isomorphisme (resp. une équivalence) sont appelés isomorphes (resp. 
équivalents). 

Une application @: £' — E est appelée inclusion si tl ® et bs œ 
sont des inclusions. Par exemple, les inclusions in : pr £7t (B) — tl'é, 
in: B — bs £ constituent (pour tout sous-ensemble B de l’espace bs E£) 
une inclusion du fibré £|, dans E. 

3. Il découle de la commutativité du diagramme (1) que l’appli- 
cation F' conserve les fibres, i.e. applique chaque fibre du fibré Ë” 
dans une certaine fibre du fibré £. Il est également clair que si 
pr Ê’ (tl E”) = bs £”, alors pour toute application conservant les 
fibres F': tl £’ —- ti & il existe une application et une seule f : bs £’ —- 
—+ bs Ë pour laquelle le diagramme (1) est commutatif ; d'autre part, 
si l'application pr &’ est décomposable, la continuité de F implique 
celle de f. Ainsi, si &’ est un fibré à projection factorielle, alors pour toute 
application continue conservant les fibres F: 'tl E" — tl & il existe une 
application et une seule @: Ë’ — Ë avec tl @ = F. 

4. Soit f une application continue d’un espace topologique B 
dans la base d’un fibré £. Un fibré dont la base est B, l’espace total 
est le sous-espace du produit B X til £ constitué des points (b, x) tels 
que f (b) = pr Ë (x), et la projection est la restriction de l'applica- 
tion pr: B X tlE— B au sous-espace indiqué, est appelé -fibré 
induit du fibré £ par f; on le désigne par j'E. 

Il est clair que la restriction de l’application pr,: B X tl E —- 
—+ tl 6 à til (f'E) est un homéomorphisme de la fibre du fibré f'E 
au-dessus du point b € bs (f' £) sur la fibre du fibré & au-dessus du 
point f (b); cette restriction constitue avec f une application du fibré 
J'E dans &. On dit qu’elle est adjointe à f et on la désigne par 
ad f. 

De même que les précédentes, les formulations suivantes ne né- 
cessitent ni démonstration, ni clarification. Si f est un homéomorphi- 
sme, alors l'application adjointe ad f : f'£ — Ë est un isomorphisme, 
tandis que si l’on a f— id bs 6, alors ad f est une équivalence. Si jf ést 
une inclusion, alors l’application ad f: f'E — Ë établit une équiva- 
lence entre f'E et £ | 4. Enfin, quelles que soient les applications con- 
tinues f: B—bsE, 8: B' -- B, le fibré (fe g)'E est canoniquement 
équivalent au fibré g'(f'E). 

9. Si o est une application d’un fibré £’ dans un fibré Ë, alors la 
formule x: (pr Ë’ (x), tl ® (x)) détermine une application continue 
de l’espace tl £” dans tl ((bs p)'E) qui constitue, avec id bs E”, 
une application du fibré £’ dans (bs)'E. Nous désignerons cette 
application par corr @; nous dirons qu ‘elle corrige o. Il est évident 
que ad (bs @)e corr ® = +. ;. 
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2. Fibrés localement triviaux 


1. Un exemple évident d'un fibré à base donnée B dont les 

fibres sont homéomorphes à un espace donné F est le fibré trivial stan- 
dard (B X F, pri, BP). Ses fibres sont les fibres b X F du produit 
B X F qui sont même canoniquement homéomorphes à F. 
__ Remarquons que les sections B — B X F' du fibré standard tri- 
vial à base B et à fibre F sont en bijection naturelle avec les applica- 
tions continues B — F': à l'application f: B —- F correspond la sec- 
tion s: B— B X F définie par la formule s (b) = (b, f (b)). Nous 
dirons que f et s sont associées l’une à l’autre. 

2. Un fibré & est dit trivial, ou plus explicitement topologiquement 
trivial, s'il est équivalent au fibré trivial standard. Toute équivalen- 
ce entre le fibré trivial standard et & est appelée trividlisation du 
fibré Ë. 

Le fibré & est dit localément trivial, ou plus explicitement locale- 
ment lopologiquement trivial, si chaque point de sa base possède un 
voisinage Ü tel que la restriction & [y est triviale. 

Puisque la projection d'un produit sur son facteur est une appli: 
cation ouverte, la projection d’un fibré trivial et donc la projection 
d'un fibré localement trivial sont des applications ouvertes. 

Une vérification immédiate montre que le produit de deux fibrés 
triviaux est toujours un fibré trivial tandis que le produit de deux 
fibrés localement triviaux est localement trivial. Il est égalément 
clair qu’un fibré induit par un fibré trivial (resp. localement trivial) 
est trivial (resp. localement trivial). En outre, si f: B —- bs & ést 
une application constante, le fibré induit f'E est trivial quel que 

soit E. 

3. De même que les fibres du fibré trivial standard, les fibres d’un 
fibré trivial sont homéomorphes entre elles, sauf que dans le cas non 
standard les homéomorphismes ne sont plus canoniques. Les fibres 
d’un fibré localement trivial sont également homéomorphes entre 
elles à condition que la base du fibré soit connexe. En effet, l’ensem- 
ble des points de la base dont les fibres sont homéomorphes à une fibré 
donnée est ouvert, et de tels ensembles constituent une partition de 
la base (voir 1.3.3.5). D'autre part, l’exemple du fibré 


((B x F)U(B° x F'), pr Lipr, B LIB'},. 


où B, F, B', F’ sont des espaces topologiques quelconques, nous mon- 
tre que les fibres d’un fibré localement trivial situées au-dessus des 
points de composantes distinctes de la base ne sont. pas nécessaire- 
ment homéomorphes. Nous voyons en même temps qu’un fibré locale- 
ment trivial peut ne pas être trivial. 

Un fibré localement trivial non trivial peut également avoir “uné 
base connexe ; voir 5 et 6. _ | 
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Revêtements 


4. On appelle revêtement au sens large tout fibré localement tri- 
vial dont les fibres sont des espaces discrets. Dans ce cas, l’espace to- 
tal est généralement appelé espace de revêtement. Il est évident que 
chaque point de l’espace de revêtement possède un voisinage qui reste 
homéomorphe par projection sur son image dans la base. 

Un revêtement au sens large est appelé revêtement au sens strict 
ou revêtement tout court, si l’espace de revêtement et la base sont 
connexes et non vides. D'après #4, toutes les fibres d’un revêtement 
sont de même cardinalité; on l'appelle nombre de feuillets du revé- 
tement. | 

5. Un revêtement à nombre de feuillets supérieur à un est non trivial. 

En effet, l’espace total d’un revêtement trivial étant homéo- 
morphe au produit de la base par une fibre, il ne peut être connexe 
si la fibre est discrète et contient plus d’un point. 

6. (Exemples). Le fibré à espace total et base S1 dont la projection 
hel,, : St — ST est définie par la formule complexe hel,,(z) — 2” est, 
pour m =£ 0, un revêtement à | m | feuillets. Le fibré à espace total 
R, à base St et à projection hel: R — S1 définie par la formule 
hel (x) = e?"* est un revêtement à ensemble de feuillets dénom- 
brable. 

Le fibré à espace total G.; (n, k) et à base G (n, k) dont la projec- 
tion est la submersion indiquée dans 3.2.2.3 est pour 4 Æ 0, n un 
revêtement à deux feuillets. En particulier, tel est le fibré (S”, pr, 
RP") avec n > 1. 

Pour conclure, nous montrerons que pour tout entier positif k 
une sphère à hk bandes admet un revêtement à deux feuillets par une 
sphère à k — 1 anses (voir 3.9.3). Dans le cas k — 1, un tel revête- 
ment a déjà été construit : c’est (S?, pr, RP*?). Dans le cas général, 
on peut le construire en se servant de À copies du revêtement (S?, pr, 
RP?). Pour cela, prenons la restriction d’une des copies à un revê- 
tement au-dessus du plan projectif à h — 1 trous et les restrictions 
des autres h — 1 copies à des revêtements au-dessus du plan projectif 
à un seul trou (i.e. au-dessus de la bande de Mœbius) et recollons 
les bases des À revêtements restreints pour obtenir une sphère à 
bandes au moyen des difféomorphismes entre les bords des trous. Ce 
recollement peut être recouvert par le recollement des espaces totaux 
dont l’un est une sphère à h — 1 paires de trous antipodaux, tandis 
que les h — 1 autres sont des sphères possédant une paire de trous 
antipodaux, ie. sont des cylindres sur un cercle. (Pour chacun de 
ces h — 4 cylindres il y a deux recollements possibles pour obtenir 
un revêtement ; on peut se servir de n'importe quel d’entre eux.) 
Puisque recoller une paire de trous ‘par un cylindre c’est la remplacer 
par une anse, on'obtiendra finalement un revêtenrent à deux feuillets 
de la sphère à k bandes par une sphère à k — 1 anses. 
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3. Fibrés de Serre 


1. Un fibré & est appelé fibré de Serre s'il satisfait àla condi- 
tion de Serre: pour tout entier positif r et pour tout couple 


d'applications continues f: [+ bs E, f,: [1 tl E qui vérifient 
prés fo = f |r-1, il existe une application continue f: 
[T —tlé telle que préc f = f et Î fpr—1 = ! To (Le cube Ze 


identifié à la face du cube 7” sur laquelle la dernière coordonnée 
s'annule; voir 1.2.5.7.) 


La relation pr £o of — f qui participe à la condition de Serre est 
fondamentale dans la théorie générale des fibrés; notons que l’es- 
pace appliqué n’est pas nécessairement un cube. L’application f: 
X —- tl £ liée par cette relation à l'application f: X — bs.E est ap- 
pelée, pour des Ë et X quelconques, application de recouvrement rela- 
tivement à f. 

Une vérification immédiate nous montre que le produit de deux 
fibrés de Serre, ainsi que le fibré induit par un fibré de Serre sont éga- 
lement des fibrés de Serre. 

2. En guise d'exemples de fibrés qui ne vérifient pas la condition 
de Serre, citons les fibrés QE p, 1) avec p (x) = x/2 et p (x) = 
= 4x (1 — x). Le premier n’a pas d'application 7 pour laquelle 
pof=fet flr-t = fo lorsque r = 1, f = id 1, fo (0) = 0, le se- 
cond, lorsque r = 2, f se détermine par la formule f (x,, x,) — 
= 4x, (1 — x.) (1 _ x) et fo = id Z. 

Remarquons que le premier fibré possède des fibres vides ainsi 
que des fibres non vides, tandis que chez le second-une fibre est con- 
nexe et les autres ne le sont pas. Comme nous verrons par la suite 
(voir 5.4.3.6), ces deux propriétés sont déjà incompatibles avec la 
condition de Serre lorsque la base est connexe. 


Localité de la condition de Serre 


3. Si chaque point de la base d’un fibré Ë possède un voisinage U 
tel que la restriction & |u est-un fibré de Serre, alors Ë est un fibré de 
Serre. 

Démonstration. Soient f:1%->bsE£, f,::1%-11tlE# 
des applications continues telles que pr Ë o fo = f j;n-1. Puisque 
l’espace bs £ peut être recouvert par des ensembles ouverts tels que 
la restriction du fibré £ à ces ensembles vérifie la condition de.Serre, 
il découle du théorème 1.:1.7.16 qu'il existe un entier positif N tel 
que chaque cube à arête 1/N situé dans 7" est appliqué par jf dans un 
des ensembles indiqués. Décomposons /" en N°" cubes à ‘arêtes 1/NW, 


17% 
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numérotons-les dans l’ordre lexicographique Q:, . .., Qnr; posons 


Mi PAUCU Op = QNWie 
Il est clair que 


mie cW ec... ecWn=Tr 


et un simple essai des possibilités qui se présentent montre que 
le couple (Q;, Q;) est homéomorphe au couple (77, 71), Admet- 
tons que pour un entier positif ë<V", nous avons une applica- 
tion Vis Wia—tlé telle que préc fi = flw, , © fe- 1 li = To; 


posôns £; = flo, et go =f;. lo: Puisque la restriction £{|;0,) véri- 


fie la condition de Serre, il existe une application continue Bi: 
Q;—+tlé telle que préogi= £i, £, lo: = Bo. Puisque, d'autre part, 


les applications f,. et £; coïncident sur W; mi N a Q;, elles cons- 
tituent une certaine application continue f:: =W;, 1 UQ; —tlé 
et donc précfi=flw, et filme En Drocédent ensuite . par 
récurrence sur-i, en commençant par i=0, nous obtiendrons une 
application. Î—- fr pour laquelle pré of=f et fl yn = To. 


Condition de Serre et trivialité locale : 


4. Un fibré localement trivial est un fibré de Serre. 

D'après le théorème 3, il suffit d'effectuer la démonstration pour 
le fibré (B X F, pr, B), où B et F sont des espaces topologiques quel- 
conques. Soient _f: [Bet A [1 B'X F des äpplications 
telles que pr, + f, = f |, 1r-1. Définissons l'application f.l'BxF 


par la formule 


 (&u .. Tn) — ( (1 3 Zn); Pre of, (Zi, 3 Tn-1)). 


Il est évident que pr, o f = fet f |yn-1 — fo. 

5. L'exemple suivant nous montre qu’un fibré de Serre n’est 
pas nécessairement localement trivial. Soit T un triangle dans R? 
à sommets. (0, 0), (0, 1), (1, 0) et soient p,, p, ses applications sur J, 
définies par les formules p; (ti, To) = E1, Po (Eur Le) = Ta Le fibré 
(T, pa, 1 ) n’est pas localement trivial, puisque la fibre au-dessus du 
point 0 n’est pas homéomorphe à à. celle au-dessus.du point 1 quoique 
la base soit connexe. Néanmoins ce fibré vérifie la condition de Serre : 


si les applications f: 1° — 1, fo: 1-1 T sont continues et p, o fo — 
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— f [;jn-1, alors l’application F: 1" T, définie par la formule 


Î (ns CL | LTn)— 

— (f (t, -.., Tn), min (1 —f (21, +. ., Zn), Pa © fo (is + + + Tn-1))}s 

est continue, recouvre j et coïncide avec fo sur "71, | 
Cet exemple nous montre également qu’un fibré de Serre à base 

connexe peut posséder des fibres non homéomorphes. Les fibres d’un 

fibré de Serre à base connexe peuvent même ne pas être homotopi- 


quement équivalentes et sont équivalentes seulement dans un sens 
plus faible (voir 5.4.4.3 et 5.4.3.6). 


Théorème sur l’homotopie de recouvrement 


6. Si E est un fibré de Serre et (X, A) un couple cellulaire, alors 
pour toute application continue f: À —> tlé, toute homotopie F: 
X X T1 bs & de l'application pr ë ° Ÿ et toute homotopie G: À X I + 
—+ t] Ë de l'application j HA qui recouvre F |Axr, il existe une homotopie 


de l'application f qui recouvre F et prolonge G. 
Démonstration. Nous allons supposer que l’espace X 
est équipé et que, pour un certain r > 0, nous avons l’homotopie 


F,u: (AUske,_.X) X I—tlE 


de l’application flausxe, x Qui recouvre F{(ausxe,_x)x1: Si € 
est une cellule de X À avec dim e=r, alors la formule œ, (x, t) — 
= F (cha, (x), t) détermine une application continue @. : D" X 1—bsE, 
tandis que la formule 


_ f (cha, (x)) pour é—0, 
Po, e (x, )=4 _ 
F1 (cha, (x), t) pour xEST"1 


nous donne une application continue Do, e: (DrXO0) U (STIX 7) — 
—tlE. Il est clair que le couple (D'XI, (DT X O)U(ST1X Z)) 


est homéomorphe au couple. (1"*t, 17). et que prEéoqo..=— 
= Pe rx OU(Sr-1x 0) : par conséquent, ilexiste une application conti- 
nue De : ra T1 tlé qui recouvre œ, et prolonge Po. ee Puisque 


Pe (x, t)— F,., (cha, (x), t) pour x EST"1, les applications ç Pe COIres- 
pondant à toutes les cellules de dimension r de À X À définissent 


avec F,_, une certaine application continue Ÿ, : (AU ske, X)XI—tlE£; 
il est clair que préc F,— = lAUsxe, x)x1 EL PAP 1 XI Fu. 
Ceci permet d’effectuer une récurrence sur r en posant F ,=6G; 
nous obtenons une suite d’hemotopies{F, : (AUske, X) x I=t1E ; 
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qui .se prolongent de proche en proche et qui constituent une 
homotopie de l'application f qui recouvre F et prolonge G. 


7. Soient X un espace cellulaire et f: X —tl £ une application 
continue. Si E est un fibré de Serre, alors chaque homotopie de l'applica- 


tion pr & o f se recouvre par une homotopie de l'application f. 

Cet énoncé est la variante absolue du théorème 6 et s’en obtient 
en posant À — . Remarquons que pour X — 1” elle se réduit à la 
condition de Serre avec r = n + 1, 


Le cas des revêtements 


8. Soient Ë un revêtement au sens large, X un espace topologique 
connexe et f, g: À —tl & des applications continues. Si pr & ° f — 
— précget f.coincide avec g en un certain point, alors f = g. 

. Démonstration. Puisque l’ensemble {x € X |f(x) Æ 
=£ g (x)} est ouvert, tandis que son complémentaire n’est pas vide, il 
suffit d'établir que ce complémentaire est ouvert, i.e. que si f (xs) = 
= £g (to) le point x, possède un voisinage sur lequel f coïncide avec g. 
Soient V un voisinage (du point f (x;)) appliqué homéomorphiquement 
par pr Ë sur pr E (V) (voir 2.4) et U un voisinage du point x, tel que 
f(U)S Vet g (U)a V. Puisque pr & (f (x)) = pr & (g (x)) pour tout 
point æxE£EX,ona f(x) = g (x) pour x € U. 

9. Soient E un revêtement au sens large, X un espace cellulaire con- 
nexe à cellule distinguée x, de dimension nulle et f, g: X —tl E des 
applications continues. Si les applications pr ë cf, pr &o g sont x- 
homotopes et f (to) = g (to), alors les applications f, g sont aussi 
XZ)-homotopes. 

Démonstration. D'après le théorème 6, une x,-homo- 
topie liant pr ë oc f à pr Ëo g se recouvre par une x,-homotopie de 
l'application f ; or, d’après la proposition 8, l’application à laquelle 
cette dernière homotopie lie f coïncide avec g. 


4. Fibrés d’espaces d’applications 


1. On dit qu'un fibré & vérifie la condition de Serre 
forte si quels que soient l'espace topologique X, l'application 
continue f: X —+ tl Ë et l’homotopie F de l'application pr & » f, il 
existe une homotopie de l’application f qui recouvre F. 

Cette condition devient la condition de Serre usuelle si X est 
un cube de dimension arbitraire ; elle est équivalente à la condition 
usuelle de Serre si l’on se limite aux espaces cellulaires; voir 3.7. 

2. Soient (X, À) un couple de Borsuk et Y un espace topologique. 
Si X est un espace de Hausdorff localement compact, alors le fibré 
(8 (X, Y), & (in, id}, @(A,; Y)) vérifie la condition de Serre forte. 


$ 1]. FIBRES SANS SFRUCTURE DE GROUPE 263 


Démonstration. Soient Z un espace topologique, f: 
Z = G(X, Y) une application continue et F:Z X [1 + 6 (A, Y) une 


homotopie de l’application & (in, id) ° f. Puisque X est un espace de 
Hausdorff localement compact, les applications 
g'ZXX—+Y, GZXAXI—Y 
définies par les formules 
ee, 2) = Ü ()l (@), 
G(z,x,t) = [F (z, à] (x) 
sont continues (voir 1.2.7.6.) et donc G est une homotopie de l’appli- 
cation g|zxa. Comme (Z X X, Z X À) est un couple de Borsuk 
{voir 1.3.5.5 et 1:3.5.3), alors G se prolonge en une certaine homo- 
topie G de l'application g et la formule 
LF' (2, t)] (x) — G(z,zx,#) 
définit évidemment une homotopie 
F:ZXI—(X, Ÿ) 
de l'application f qui recouvre F. | 
9. Les fibres d'un fibré à base connexe vérifiant la condition de 
Serre forte sont homotopiquement équivalentes deux à deux. 


Démonstration. Soient Ë le fibré considéré et s un che- 
min quelconque qui joint les points donnés de la base. Posons 


F= pr E"* (s(0)), F1 = pr ét (s(1)) 
et considérons les homotopies 
Jo Fo XI bsE, JF, X I—bsËé 
des applications composées 
FSU 25 bst, 
CRUE PR psE. 
définies par les formules 
Jo =s(t), PJ, (x, t) = s71 (6). 


D'après la condition de Serre forte, elles se recouvrent par certaines 
nomotopies 


_ 


Jo! Fo X T—ætlE, Ji: F, X T—tlE 
des applications 
in: Fo—tlé, in: F,—tlE. 
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Puisque 


LBXDC EF AB XF, 
on obtient les applications 
fo: Fo Fu fi FF 
définies par les formules 
fo (a) = Jotx, 1), fi (@) = Ji (, 1). 


Nous montrerons que l’application f, ° fs est homotope à id F,;. 
En même temps nous démontrerons que f,c7f, est homotope: à 
id F, car la situation envisagée est symétrique. 

Définissons l'application j: Fo X 1 —tl é par la formule 


(x, 0 To (x, 21) pour é<1/2, 
Ji(fo(æ), 2t—1) pour t>1/2 
et l’homotopie A: (F, X F1) X 1 —bs£ de l'application préc} 
par la formule 
H (x, t, 5) = s{((4 — 7%) (1 —]1 — 26})). 
D'après la condition de Serre forte, Æ se recouvre par une certaine 
homotopie H:(F, X 1) X T — il £ de l’application j et puisque 
_ dM—74—]1—-21)—=0 
pour tr = et pourié—0,1,ona 
À (F5 X (© UD) X 1) UÉ (Fo X 1) X DE Fo 
Par conséquent, la formule 
A ((x, 0), 3t) pour 4<1/3, 
À ((x, 3t—1), 1) pour 1/3<1t<2/3, 
À ((x, 1), 3—3t) pour 1>2/3 
détermine une certaine homotopie À: F, X [1 — F, et, puisque 
K (x, 0) = À (x, 0), 0) = j (x, 0) = Jo (x, 0) = 2, 
tandis que 
K (x, 1) = H((&, 1), 0) = j@, 1) = Ji (Po (@&), 1) = fi Po (&)) 
cette homotopie lie id F4 à f1° fo- 
4. Pour des points quelconques xo, Z1: %,, &, d'un espace topologi- 
que connexe X, les espaces G (TI, 0,1; X, xs, a) et G(1,0,1; X,x,, 
x.) sont homotopiquement équivalents. 


Démonstration. Les espaces 6 (7, O0, 1; X, Zo, Xi) et 
G(1,0,1; X, x, x;) sont les fibres du fibré (@ (Z, X), € (in, id), 


K (x, t) — 
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& ((0 U1), X)) situées au-dessus des points (to, 21) et (x, x;) de sæ 
base & ((0 LU) 1), X) = X X X, par conséquent ils sont homotopi- 
quement équivalents d’après les théorèmes 2 et 3. 


Fibré de Serre adjoint 


5. Pour un fibré arbitraire Ë, désignons par ad Ë le fibré ayant. 

pour base la base de Ë, pour espace total le sous-espace du produit. 
tlé X 6 (7, bs Ë) constitué des couples (x, s) avec s (0) = pr & (x} 
et pour projection l’application (x, s)-> s (1). Ce fibré est dit adjoint 
à €. 
Remarquons que l’espace total tl ad £ est homotopiquement équi- 
valent à tl £, en effet, les équivalences homotopiques homotopique- 
ment inverses l’une de l’autre tl Ë — tl ad Ë, tl ad £ —- tl € se dé- 
finissent par les formules xt (x, vu.) (x, s) = x, où u, est un chemin 
constant dans bs £ à origine pr & (x). En effet, la composée de la pre- 
mière application avec la seconde est id tl Ë, tandis que la composée 
de la seconde avec la première peut être liée à id (tl ad £) par l’homo- 
topie ((x, s), t)r (x, 8), où s; est le chemin dans bs Ë défini par la 
formule s; (t) — 5 (ft). 

6. Le fibré ad & vérifie la condition de Serre forte quel que soit le- 
fibré £. 

Démonstration. Soient Z un espace topologique, 7: 
Z — tl ad Ë une application continue et F:Z X [—bs ad £ 
(= bs €) une homotopie de l’application pr ad & + f. Désignons par. 
£1, £2 les applications composées | 


pñ LE, 
ZE UE xB(LbSE) 
PR E(1, bs 
E) 


et définissons l’homotopie g: Z X [1 — G (1, bs EE) par la formule 
TALONS 
EG pe A+ D—1) si r>1/4 +0. 


Une vérification immédiate nous montre que l'application F: 
Z X TI —-tl ad & définie par la formule F (2, t) = (g, (z), g (2, t)h 
est une homotopie de l’application f recouvrant F. 


5. Exercices 


1. Montrer que pour tout g > 1, une sphère à g anses possède um: 
revêtement par une sphère à 2e — 1 anses. 

2. Montrer que pour tout k > 1, une sphère à 2h — 2 bandes est. 
revêtement d'une sphère à À bandes. 
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3. Montrer que pour tout n >1 l'espace 6 (S*, ort,; RP”, 
{1:0: : O)).. est homéomorphe à à @(S1, ort,; S", ort,) X so. 

4, Montrer qu'un fibré à espace. total € (I, 0; S?, ort,) à base 
AS" et à projection s + s (1) est localement irivial (cf. 1.2.9. 4). 


$ 2. DIGRESSION : GROUPES TOPOLOGIQUES 
-ET GROUPES DE TRANSFORMATIONS 


4: Groupes topologiques 


1. On appelle groupe topologique ou espace à structure de groupe un 
ensemble G muni aussi bien d’une structure topologique que d’une 
structure de groupe, à condition que les opérations de groupe, i.e. les 
applications GX G—Get G—G, définies par les formules 
(g, h) > ghet gi g7}, soient continues. Il est évident que la conti- 
nuité de ces deux applications est équivalente à la continuité de 
d'application G X G— G définie par la formule (g, h) > g”1h. 

D'après la définition de la topologie dans G X G, la continuité 
de l’application (g, k) — gh au point (g,, k,) signifie que pour chaque 
voisinage W du point g,h, il existe des voisinages U/, V des points 
Lor Ro avec UV W, tandis que la continuité de l'application 
{g,h)— g_h au point (go, ho) signifie que pour chaque voisinage W 
du point g,'h, il existe des voisinages U, V des points go, kQ pour 
lesquels U 1ÿe W. 

Il est évident qu'un groupe devient groupe topologique si on le 
munit de la topologie discrète. 

2. Il découle de la continuité des opérations de groupe que les 
translations à gauche et à droite effectuées par les éléments du groupe 
 (i.e. les applications G —- G définies par les formules g —- ag, 
gr ga),et l’application g — g-! sont des homéomorphismes de l’es- 
pace à structure de groupe G. En particulier, si B est un sous-ensem- 
ble fermé ou ouvert de l’espace à structure de groupe G, il en est de 
même pour l’ensemble B-! et les ensembles gB, Bg quel que soit 
& EG. 

Remarquons également que si l’ensemble B est ouvert, alors les 
ensembles AB et BA sont ouverts quel que soit l° ensemble A. En 


æffet, AB — [JaB, BA = |) Ba. 
at A atA 


Sous-groupes et groupes quotients 


3. Si un sous-ensemble d'un groupe topologique G est son sous- 
groupe au sens algébrique, alors il hérite de G sa structure topologi- 
que et sa structure de groupe ; il est clair que l'opération de groupe 
reste dans ce cas continue. Le groupe topologique que l’on obtient 
ainsi est appelé sous-groupe du groupe topologique donné G. 


$ 2| GROUPES TOPOLOGIQUES ET GROUPES DE TRANSFORMATIONS 267 


Un sous-groupe d'un groupe topologique est dit normal s'il est 
mormal au sens algébrique. 

En guise d'exemple de sous-groupe normal du groupe topologique 
G qui ne possède pas de notion analogue dans la théorie des groupes 
ordinaires, nous pouvons citer la composante de l'unité, i.e. la compo- 
sante de l’espace G qui contient l'unité e; du groupe G. Le fait que 
c'est un sous-groupe est évident : si et v sont des chemins dans G 
qui joignent e, à g et h, alors le chemin t > uw (t)-! v (t) joint es à 
g”!h. Ce sous-groupe est normal en raison du fait que les automorphi- 
smes intérieurs du groupe G sont des homéomorphismes et appliquent 
ec dans &. Il est également évident que les classes d'équivalence 
relativement à ce sous-groupe normal coïncident avec les composantes 
de l’espace G&, tandis que le groupe quotient correspondant coïncide 
en tant qu'ensemble avec l’ensemble comp G. 

4. Un sous-groupe d'un groupe topologique ouvert est également 
fermé. 

En effet, le complémentaire d'un sous-groupe ouvert est la réu- 
nion des classées d'équivalence à gauche relativement à ce groupe et 
comme chacune de ces classes est ouverte d'après 2, le complémentai- 
re tout entier est ouvert. | 

5. La partition d’un groupe topologique G en classes d’équiva- 
lence à gauche relativement à un sous-groupe A sera désignée par 
zer (G, H), l’espace quotient correspondant sera appelé espace quotient 
par H et désigné par G/H. La notion d’espace quotient à droite nous 
ne sera pas utile par la suite. 

La propriété topologique fondamentale de la partition zer (G, 1) 
et de la projection G — G/H consiste en ce qu’elles sont ouvertes. 
Pour la démonstration il suffit de remarquer que le saturé de l’en- 
semble B relativement à la partition zer (&, H) coïncide avec le pro- 
duit BH qui est ouvert en même temps que À (voir &). 

6. L'espace quotient d'un groupe topologique par son sous-groupe 
fermé est régulier. En particulier, un espace à structure de groupe 
dont l’élément unité est un ensemble fermé est régulier. 

Démonstration. L'axiome T, est pour G/H une consé- 
quence du fait que les classes d'équivalence gÆ sont fermées (voir 2). 
Pour démontrer T,; pour G/A, il suïfit de construire, à partir d’un 
voisinage donné Ù saturé relativement à zer (G, H) d’une classe d’équi- 
valence donnée £g,H, un voisinage saturé V tel que G VE U. En 
effet, nous construirons ainsi, pour un point arbitraire pr (£,) de 
l'espace G/H et un voisinage arbitraire pr (U) de ce point, un voi- 
sinage pr (V) tel que Cl pr (V) pr (U); cette dernière inclusion est 
une conséquence de l'inclusion pr (V) pr (CI V) et du fait que l’en- 
semble pr (CL V) est fermé, ce qui à son tour découle du fait que l’en- 
semble CI V est saturé et fermé (lefait que l’ensemble CI V est satu- 
ré découle du fait que la partition zer (G,H) est ouverte, voir 
4.2.3.10). 
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Puisque e% go = £o, les points ec, £0 possèdent des voisinages 
W, W, tels que W-1W,c U. Posons V — W,H. Si g € CI V, alors 
l’ ensemble Wg étant un voisinage du point g, coupe Ÿ, i.e. il existe 
des points w EW,w, EW,,h € H tels que wg = wih. Cette dernière 
relation nous montre que g — w”! w,h, et ceci démontre l'inclusion 
CI US V, puisque w-lwh € W-IWHC UH = U. 

7. Si Æ est un sous-groupe normal d’un groupe topologique G, 
alors, d'après la théorie des groupes ordinaire, l’ensemble quotient 
G/H possède une structure de groupe. Moxtrons que l’application 
(G/H) X (G/H) —- G/H déterminée par la formule (x, y) > zx"! y est 
continue. 

Pour cela, remarquons que la composée +: G X G—- G/H de 
l'application G X G—G définie par la formule (g, h)r g-'het de 
la projection G — G/H est constante sur les éléments de la partition 
zer (G, H) x zer(G, H) et que l'application (x, y) x7'y est la 
composée de l'application 


(G/H) x (G/H)— (G X G)/(zer (G, Æ) X zer(G, H)), 
inverse du quotient injectif de l’application 
pr X pr: GX G— (G/H) X (G/H), 
et de l’application 
fact: (G X G)/(zer (G, H) X zer (G, H)) — G/H. 


La partition zer (G, H) étant ouverte, le quotient injectif indiqué est 
un homéomorphisme (voir 1.2.3.11), d'où découle la continuité de 
l'application (x, y) x”. 

Ainsi G/H est un groupe topologique. On l'appelle groupe quotient 
du groupe topologique donné G par H 


Homomorphismes 


8. L'application f: G—- G’ d’un groupe topologique dans un au- 
tre est appelée komomorphisme si elle est en même temps un homo- 
morphisme algébrique et une application continue. 

Comme dans la théorie des groupes ordinaires, le noyau Ker f 
est défini comme l’image inverse de l’unité du groupe G’. L’homo- 
morphisme ÿf est appelé monomorphisme lorsqu'il est injectif, 1.e. 
si le noyau Ker j se réduit à l’élément unité du groupe G ; on l'appelle 
épimorphisme si l’image Im f coïncide avec G’. En guise de monomor- 
phisme, on peut citer l'inclusion d’un sous-groupe dans un groupe 
topologique ; en guise d’épimorphisme, la projection d'un groupe to- 
pologique sur son groupe quotient. 

Un homomorphisme est appelé isomorphisme lorsqu'il est bijectif 
et l’application inverse est également un homomorphisme. Autre- 
ment dit, l’isomorphisme d’un groupe topologique dans un autre est 
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une. application qui est en même temps un isomorphisme algébrique 
et un homéomorphisme. 

9. Si f est un homomorphisme d'un groupe topologique G& dans un 
groupe topologique G', alors: (i) l’image Im f est un sous-groupe du 
groupe G’ et l’abréviation ab f: G —- Im f est un épimorphisme; (ii) 
de noyau Ker f est un sous-groupe normal du groupe G, tandis que le 
quotient injectif fact fj: G/Ker f — G' est un monomorphisme. 

Cette proposition diffère de la proposition correspondante de la 
théorie des groupes ordinaires seulement par le fait qu’elle insiste 
également sur la continuité des applications ab f et fact f. 

10. Un épimorphisme f: G—- G'.est ouvert si et seulement si son 
quotient injectif fact f: G/Ker f. —- G’ est un isomorphisme. 

La nécessité de cette condition est évidente, sa suffisance découls 
du fait que la projection G—- G/Ker f est ouverte. 

11. Un épimorphisme d'un groupe topologique compact sur un grou- 
pe topologique à l'unité fermée est une application ouverte. 

Démonstration. Soitf:G—+G"'l épimorphisme indiqué. 
La compacité de l’espace G entraîne celle de l’espace G/Ker f, tandis 
que le fait que l’unité est fermée dans G’ implique que G’ est un es- 
pace de Hausdorff (voir 6). Ensuite, la bijectivité et la continuité de 
l'application fact jf: G/Ker f — G' permettent de conclure que c’est 
un homéomorphisme (voir 1.1.7.10) et enfin, d’après 10 l’applica- 
tion jf est ouverte. 


Produit cartésien 


12. Soient G;, G, des groupes topologiques. Dans la théorie des 
groupes, le produit &, X G,; des ensembles. G;, G, se munit d'une 
structure de groupe, en topologie. d’une structure topologique 
{voir 1.2.2.1). Il est clair que ces structures sont compatibles dans le 
sens de Z,.i.e. les opérations de groupe sont continues. Ainsi G;, X @ 

est un groupe topologique. On l'appelle produit direct ou cartésien 
des groupes topologiques G;, G. 

Le produit est commutatif et associatif : on a les isomorphismes 

canoniques évidents 


Gi X Ga Ga X G et (Gi X G:) X Ga Gi X (Ga X Ga). 


Remarquons que.les inclusions in,: G—+ Gi X Go, ins: Go > 
— G X G; définies par les formules x, > (x, ec), To > (eG,, Z:2) 
sont ‘des monomorphismes dans le sens de 8, tandis que les projections 
Prat Gi X Ge —+ Gi, pro: G X G, — G, sont des épimorphismes ou- 
verts et enfin Ker pr; — in,(G;), Ker pr, — in; (G). D'après le 
théorème 10, il en découle que les applications 


fact pri: (Gi X G2)/in, (G:) —+ Gi, fact pr: (G X G)/ini (Gi) — G2 


sont des isomorphismes. 
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13, On dit qu'un groupe topologique G se décompose en produit di- 
rect de ses sous-groupes G;, G, si l'application :G, X G, — G définie 
par la formule (g,, g.)-- BE, est un isomorphisme dans Je sens de &. 
Dans ce dernier cas, G est généralement identifié avee G, X G, à 
l'aide de cet isomorphisme. | 

Rappelons que dans la théorie des groupes, la définition corres: 
pondante s’énonce de la même manière, sauf que par isomorphisme 
on entend un isomorphisme algébrique. Dans ce cas, pour que le 
groupe G se décompose en produit direct des sous-groupes G;, G., 
il est nécessaire et suffisant que G, et G, engendrent G, se coupent en 
e4 et soient des sous-groupes normaux ; par conséquent, si dans notre 
situation ces conditions sont satisfaites, l'application (£,, £°) > gg» 
est un isomorphisme algébrique. Il est clair que cette application est 
continue, mais l’isomorphisme algébrique inverse n'est pas nécessai- 
rement continu comme le montrent des exemples évidents. D'autre 
part, la continuité de cet isomorphisme algébrique inverse est garan- 
tie si l’espace G est un espace de Hausdorff compact ; ainsi un groupe 
topologique de Hausdorff compact qui admet une décomposition 
algébrique en produit direct de ses sous-groupes, se décompose en 
produit direct de ces mêmes sous-groupes également dans le sens de- 
la définition précédente. 


Exemples élémentaires 


14. La droite réelle R est un groupe topologique relativement à 
l'addition. Il en est de même pour R”. Il est évident que R" — 
= R X ... XR (le produit de nr facteurs est entendu ici dans le 
sens de 12). 

15. La droite réelle trouée R* — RO, avec la multiplication 
en.guise d'opération de groupe, est également un groupe topologique: 
Son sous-groupe R* constitué par les nombres réels positifs est iso- 
morphe à R : l’isomorphisme se définit par une fonction exponentielle 
à base positive arbitraire (différente de 1). Un autre sous-groupe de 
R* est S°, et évidemment R* — S° X R*. 

La droite complexe trouée C* — CO, ainsi que la droite des qua- 
ternions trouée H* — HO, avec la multiplication en guise d'opé- 
ration de groupe, sont également des groupes topologiques. Le pre- 
mier contient comme sous-groupe S1, le deuxième S°, et on a évidem- 
ment C* = SX RŸ et H* = 5 X R*. 

16. L’ application hel: R —S1 (voir "1.2. 6) est un épimorphisme 
ouvert. Son noyau est le sous-groupe Z des nombres entiers du groupe 
R. Ainsi le groupe quotient R/Z est isomorphe à ST, 

L'application 


hel X ... Xhel: R7—(S1 — STX .., x S1 
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est également un épimorphisme ouvert. Son noyau est le sous-ensem-— 
ble des points aux coordonnées entières Z X ... X Z — Z? dans. 
l’espace R”. Aïnsi le groupe quotient R”/77 est isomorphe à (S!)". 

17. Le sous-groupe du groupe S° constitué par les quaternions- 
réels (i.e. par les quaternions (x,, t,, Z3,.%:) avec z, = Z3 = %, = 0) 
est S°. Ce sous-groupe est normal et le groupe quotient SŸIS° coïncide 
en tant qu’espace topologique avec RP3. 

Le sous-groupe du groupe S* constitué par les quaternions com- 
plexes (i.e. par les quaternions (x;, +, Z3, d&;) avec z, = æ, = 0} 
est St, Ce sous-groupe n’est pas normal. L'espace quotient S$/S1 
est canoniquement homéomorphe à S?: l’homéomorphisme canonique 
S$/S1T—+ S? est défini comme le quotient injectif de l’application de: 
Hopf S%— S? (il est évident que zer (S3, S1) — zer (S3 —> S?)). 


2. Groupes d’homéomorphismes 


1. D'après 1.1.4.7, les homéomorphismes d'un espace topologi- 
que Ÿ constituent un sous-groupe du groupe Sym X de toutes les 
transformations bijectives de l’ensemble X, i.e. constituent un grou- 
pe relativement à l’opération de groupe +. Ce groupe est désigné par 
Top À. 

Nous munissons Top X de deux topologies. La première est indui- 
te par l'inclusion Top À 6 (X, À) (voir 1.2.7.1), i.e. se définit. 
par la prébase constituée des ensembles 


Nb (K, O0) = € (X, K; X, O) (\ Top X 
avec À compact et O ouvert. La deuxième topologie se définit par la 
prébase constituée des ensembles U, U-t, où U est un ensemble ou- 


vert dans la première topologie ou, ce qui revient au même, par la 
prébase constituée des ensembles 


Nb (K, O), INb (K, O)]-1. 


2? (Lemme). Si X est un espace dé Hausdorff localement compact, 
alors l'application (g, h})- gh est continue pour les deux topologies. 

Démonstration. Si ghENb(K, O), alors h(K) & 
€ g 1{(0) et, en vertu de 1.1.7.22, chaque point de l’ensemble h (K} 
possède un voisinage à adhérence compacte contenue dans g-! (O). 
Soit O0” la réunion d’un nombre fini de tels voisinages qui recouvre 
h (K). Il est clair que l’ensemble CI O" est compact et que 


g ENb (C10', O0), REND(K, O'}, 
Nb (C10', O)Nb(K, O')œ Nb{(K, O). 


Si gh E [Nb (X, O)l!, alors hk-1g-t € Nb (K, 0) et d’après ce 
quemous venons de démontrer, il existe des ensembles U, V € Top X 
ouverts pour la première topologie tels que 


REV, gieU, VUSNb(K,'0). 
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Il est clair que gE Ut hREV A, U-1V-1C [Nb (K, O)]”1. 

3. Si X est un espace de Hausdorff localement compact, alors le 
groupe Top À, muni de la deuxième topologie, est un groupe topologique. 

Ceci découle de 2 et du fait évident que l'application g -— gt 
est continue pour la deuxième topologie. 

4. Si À est un espace de Hausdorff compact, alors la deuxième to- 
pologie coïncide dans Top À avec la première. 

Ceci découle de la formule évidente 


[Nb (&, O0) 1 = Nb (XX O, XX K). 


à (Lemme). Si X est un espace de Hausdorff localement compact et 
docalement connexe, alors les ensembles Nb (K, O) avec K adhérence 
d’un ouvert connexe constituent une prébase de la première topologie 
dans Top À. 

Pour la démonstration il suffit de construire, d’après un ensemble 
<ompact À, un ensemble ouvert © et un homéomorphisme jf de 
Nb (K, O) ‘donnés, des ensembles ouverts connexes U,, ..., U, à 


adhérences compactes tels que f.€ n Nb (CI U;, O)E Nb (K, O). 
À : 


Fixons pour chaque point x de Æ son voisinage connexe V, à adhé- 
rence compacte continue dans f-1 (O0) (voir 1.1.7.22 et 1.3.4.3); re- 
<ouvrons À par un nombre fini d'ensembles V,, mettons par les en- 
sembles Vx,, ..., Vs. Il est clair que les ensembles U; = V,, 


possèdent les propriétés nécessaires. 

6. Si X est un espace de Hausdorff localement compact et locale- 
ment connexe, alors la deuxième topologie coïncide dans. Top À avec 
la première. 

En vertu du lemme 5, il suffit de construire, d’après un ensemble 
ouvert connexe U à adhérence compacte, un ensemble ouvert © et 
un homéomorphisme f de Nb (C1 U, O) donnés, un sous-ensemble 27 de 
l’ensemble Top X ouvert pour la première topologie tel que 
JEU" Nb (CI U, O). Laissant de côté le cas trivial U = ©, 


choisissons un point x, dans l’ensemble f (U) et considérons d’abord 
un ensemble ouvert W qui contient f (C1 U) et possède une adhérence 
<ompacte contenue dans © et ensuite un ensemble ouvert V à adhé- 
rence contenue dans W. 

Posons 


4 = Nb (&o, U) N Nb (CL WNU, F1 (O)NCI U). 


L’inclusion.f € 2-1 est évidente et il nous faut démontrer seule- 
ment que #71 Nb (CI UV, O), ï.e. si g €, alors g* (CI U)E O. 
Il découle de l'inclusion g € que g (Cl WU) ft (O)XCI U 
et donc UE g(V) Ug(XKCIW). Puisque g (Vj et g (XNXCI W) 
sont ouverts et disjoints, tandis que U est connexe, la dernière inclu- 
sion montre que soit UC g (V), soit U N g (V) est vide. Mais l’in- 
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tersection U fN g (V) ne peut être vide puisqu'elle'contient le point 

g (to) ; en effet, g (x) © U en vertu de l'inclusion g € %, tandis que 
x = g (V) en vertu des inclusions x, Ef(U)S V. Ainsi VU 
Œ g(V), i.e. g-1 (U)= V et par conséquent g7! (CI U)= CI VE O. 


Groupes de difféomorphismes 


7. Soit X une variété de classe 87’ avec À 7 co. D'après 
3.1.2.9, l’ensemble de ses €7- difféomorphismes, i.e. Diff” X, -est 
un groupe relativement à l'opération de groupe c et il possède, d’a- 
près 3.4.1.1, une &'-topologie. Nous montrerons que ces structures font 
de Diff" X un groupe topologique. 

Le cas r = œ se réduit d’une manière évidente au cas r << oo, 
et nous supposerons donc r fini. Envisageons l'application 


do ... od: Diff” X — Top (Tang ... Tang X). 
PE Nes NT 
Il est clair que do ... od est un monomorphisme de groupe. En 


outre, d’après 3.4.1.1, do d est un plongement topologique 
lorsque. le groupe Top (Tang ... Tang X) est muni de la première 
topologie. Mais dans Top (Tang ... Tang X) la première topologie 
coïncide avec la deuxième (voir 6), ce qui fait que les opérations 
et f > f-1 sont continues pour cette topologie. Par conséquent, les 
deux opérations sont continues dans Diff” X. 

Ajoutons que l'inclusion Diff” ZX — Top X est un monomorphi- 


sme dans le sens de 1.8, et il en est de même pour les inclusions 
Diff” X — Diff X lorsque s <r. 


Groupes classiques 


8. Les variétés analytiques O (n), SO'(n), U (n), SU (n), Sp (n) 
de même que GL (n, R}), GL, (n, R), GL (n, C), GL (n, H) définies 
au p. 3.2.1 (voir 3.2.1.2, 3.2.1.5 à 3.2.1.9) et y munies d’une structu- 
re de groupe, sont également des groupes topologiques. Le groupe 
O (n) est appelé orthogonal, le groupe SO (n) orthogonal spécial, le 
groupe ÜÙ (n) unitaire, le groupe SU (n) spécial unitaire, le groupe 
Sp (n) simplectique. Les groupes GL(n, R), GL (n, C), GL (n, H) sont 
lès groupes linéaires généraux. Il est clair que SO (n) est la composan- 
té de l’unité du groupe O (n), tandis que GL ; (n, R) est la composante 
de l’unité du groupe GL'(n, R). 

9. Il est clair que le groupe topologique GL'(n, R)'est un sous- 
groupe du groupe topologique Top R" dans le sens de 1.3. Dans le 
même sens les groupes O (n), SO (n) et GL+ (n, R) sont des soué- 
groupes du groupe topologique Top R”. 

- De même, le groupe topologique GL (n, C) et ses: sous-groupes 
U (n), SU (n) sont des sous-groupes du groupé topologique Top C”, 
18—0824 
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tandis que le groupe topologique GL (n, H) et son sous-groupe 
Sp (n) sont des sous-groupes du groupe topologique Top H”. 
Remarquons également que les inclusions 


U (n)= SO (2n), Sp (n)= SU (2n), 
GL (n, C)S GL+ (2n, R), GL (n, H)e GL (2n, C) 


sont des inclusions d’un sous-groupe dans un groupe dans le sens de 
1.3. 


3. Action de groupe 


1. On appelle action d'un groupe G dans un ensemble X une appli- 
cation G X À — X ayant les propriétés suivantes: (i) (ec, x): x; 
Gi) si (g1, T) + Zi, (Las dr) > La, alors (8281, x) > x,. L'image du 
couple (g, x) est généralement désignée par gx, ce qui permet d'écrire 
les conditions (i), (ii) sous la forme ecx = x, g, (8,7) = (gg) x. 

On dira que l’application X — X définie par l'élément g du 
groupe G suivant la formule x + gx est la transformation effectuée par 
g. En vertu de (i), (ii) cette application est bijective (la transforma- 
tion inverse est celle qui est effectuée par l'élément g”!}, de sorte que 
l’on obtient ainsi une application du groupe G dans Sym X qui est 
un homomorphisme. On dira que cet homomorphisme est associé 
à l'action. Il est clair qu’il détermine l’action elle-même et que tout 
homomorphisme h: G—- Sym ZX est associé à une action (à savoir, 
à l’action (g, x) > (h (g)) (x)). Ainsi, l’action du groupe G dans X 
peut être interprétée comme son homomorphisme dans Sym X *). 

En premier lieu nous nous intéresserons au cas où l’homomorphi- 
sme associé est un monomorphisme. Dans ce cas, l’action est dite 
fidèle (ou parfois effective), et dans le cas général le noyau de l’homo- 
morphisme associé est appelé noyau de non-fidélité de l’action. Si K 
est ce noyau, alors l’homomorphisme associé se présente comme la 
composée de la projection G—- G/K et du monomorphisme G/K —- 
— Sym X, et l’action elle-même comme la composée de l’applica- 
tion pr X idX:GX X + (G/K) X X et de l’action fidèle (G/X) x 
X X — X. Par rapport à l’action G X X — X, l’action (G/K) x 
X X — X est appelée action fidèle correspondante. 

Le sous-ensemble de l’ensemble X sur lequel l’action G X X —+ 
—+ X applique l’ensemble G X x est appelé orbite du point x. Il 
est clair que les orbites de deux points ou bien ne se coupent pas, ou 
bien coïncident ; ainsi les orbites constituent une partition de l’en- 
semble X. Dans le cas où il y a une seule orbite, l’action est dite 
transitive. Dans le cas général l’ensemble des orbites est désigné par 


X1G. 


*) Cet homomorphisme est souvent appelé opération de G dans X ; on 
dit aussi que .G opère: (ou agit) dans X.— 
| ! 
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Si h: G, —- G est un homomorphisme de groupe, alors la composée 
de l’application k X id X:G X À —G X X avec l’action du grou- 
pe G dans X est une action du groupe G, dans X. On dit que cette 
dernière est induite par l’action donnée à l’aide de k. Il est évident que 
l’homomorphisme associé à l’action induite est la composée de l’ho- 
momorphisme k avec l'homomorphisme associé à l’action donnée. 
Une action induite par une action fidèle à l'aide d’un monomorphi- 
sme est fidèle, tandis qu’une action induite par une action transitive 

à l’aide d’un épimorphisme est transitive. 

Si G, est un sous-groupe d’un groupe G et hest une inclusion, on 
dit que l’action induite est obtenue à partir de l’action donnée par 
restriction du groupe G à G, ; inversement, l’action donnée est obtenue 
à partir de l’action induite par extension du groupe G, à G. Il découle 
du précédent que, pour une restriction du groupe, une action fidèle 
reste fidèle ; il est clair également que pour une extension du groupe 
une action transitive reste transitive. 

Un sous-ensemble X, d’un ensemble X est dit invariant par l’ac- 
tion G XX — X s’il est saturé relativement à la partition en orbi- 
tes. Dans ce cas, l’action restreinte G X À, — X, est définie. Il 
est clair que si cette dérnière est fidèle, alors l’action donnée l’est. 
également. 

On appelle produit d'actions Gi X Xi — Xy, Ga X Xo— Xo 
l’action (G;, X G2) X (X, X X>)— X, X X, définie par la formule 
(La, Le) (As, Lo) = (Lit, Loto). Il est clair que le produit d’actions 
fidèles est fidèle, tandis que le produit d’actions transitives est. 
transitif. 

Une application f d’un ensemble X dans un ensemble X”, tous 
deux munis d’une action du groupe G, est appelée G-application 
si f (gx) = gf (x) quels que soient g € G, x € X. Dans une situation 
plus générale où dans À opère le groupe G et dans À” un groupe G” 
et en outre on a un homomorphisme y: G— G’, l'application f: X —- 
— X” telle que f (gx) = y (g) f (x) quels que soient g EG, x E X, est. 
appelée. y-application. 

Les actions du groupe G dans des ensembles X, À” sont dites: 
équivalentes si ces ensembles peuvent être liés par une G-application 
bijective. 

2. L'action définie dans 7 est appelée plus explicitement actiore 
à gauche pour la distinguer de l’action à droite qui se définit comme 
étant l'application À X G— X vérifiant: (i) (x, es) x; (ii) SÈ 
(x, Lg) dx, (ts, Le) 22, alors (x, 8:82) > x9. Dansle cas d’une 
action à droite, on écrit xg à la place de gx et les conditions (i}, 
(ii) s’écrivent alors sous la forme ze, = x, (xg:) ga — LB18 2 ; l'ho- 
momorphisme associé devient un antihomomorphisme associé; pour 
le reste, tout ce qui a été dit dans 7 s'applique à une action à droite. 

Il est évident que la formule xg. = gx transforme une action 
à gauche en une action à droite, tandis que la.formule gx =: 284 gi 


18? 
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transiorme une:action à droite en une action à gauche. Ces.actions 
sont dites adjointes ou duales l’une à l’autre. 

Par la suite le terme action signifiera toujours une action à gauche, 
saui mention :expresse du contraire. 

“3. Si les transformations effectuées par les éléments du groupe G 

qui-opère dans À à gauche:ou à droite appartiennent au sous-groupe 
Æ du groupe Sym.X, alors l’action (resp. action à droite) peut être 
interprétée comme. un homomorphisme (resp. antinomomorphisme) 
du groupe G dans X. On dit dans ce cas que G opère dans X (resp. 
epère à droite) par transformations appartenant à H. 
..: Le groupe Æ7 n'est pas toujours indiqué ‘explicitement. Par 
exemple, .si À est: un espace topologique et Æ= Top X, on dit 
simplement. que G opère dans XÀ (resp. opère à droite) par homéo- 
morphismes ; si À est un groupe et Æ le groupe des automorphismes 
de X, on dit que G opère dans À (resp. opère à droite) par automor- 
phismes : l'action elle-même > (resp. action à droite) est alors appelée. 
action de groupe. 

En guise d'exemples spéciaux particulièrement importants con- 
sidérons les actions G X G — G définies par les formules (g, x) > gx, 
{g, x) gxg”! ét les actions à: droite G X G—G définies par les 
formules {(£, x) > xg, (g, x) > g”lxg (tous les produits sont enten- 
dus dans le sens de la multiplication dans le groupe G). La première 
action est dite action canonique à gauche *), la deuxième, action 
intérieure à gauche, la troisième, action canonique à droite, la qua- 
trième, action intérieure à droite. Il est évident que les actions ca- 
noniques sont fidèles et transitives tandis que les actions intérieures 
sont des actions de groupe. 

Remarquons que par restriction d’une action canonique à gauche 
GX G—G à l'action G, X G—G, où G, est un sous-groupe du 
groupe G, les orbites deviennent des classes d’ équivalence relative- 
ment à Gi. Ainsi, les deux significations que pourrait avoir dans ce 
as la notation GIG, (celle qui correspond au point de vue ensembliste 
et celle introduite dans J) coïncident. 

4. La généralisation suivante de l’action. canonique à gauche 
est d'ordre plus général. Soit G, un sous-groupe du groupe G. Puis- 
que la translation à gauche laisse une classe d'équivalence à gauche 
une elasse d'équivalence à gauche, la formule (g, x) + gx définit 
une application G X (G/G) > G/G; qui est évidemment une action. 
On dit que-le groupe G opère canoniquement dans G/G;. Cette action 
est transitive et son noyau de non-fidélité coïncide avec l'intersec- 
tion de tous les sous-groupes du groupe G conjugués à G;. La projec- 
tion : G— G/G. est évidemment une G-application relativement 
à l'action canonique à gauche du groupe G dans G.et à son action 
canonique dans G/G.. 

‘*) Les actions canoniques à droite et à | gauche sont également: appelées 
chanslations à droite et.à-gauche;— N.d.T. ; 
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Il s'avère que chaque’ action transitive du groupe G est équiva- 
lente à son action canonique dans un certain ensemble quotient 
G/G;. Notamment: soient G X X — X une action transitive et x 
un point quelconque donné de l’ensemble X ; alors l’image inverse 
A be z, par. une application f: G—- X définie par la formule 

Î (g) = gx, est un sous-groupe du groupe G, les images inverses 
des autres points de l’ensemble X par l” application j sont les classes 
d'équivalence à gauche relativement à ce sous-groupe, tandis que 
le quotient injectif fact f: G/G, — X de l'application f est .une 
G-application. Toutes les vérifications sont immédiates. 

Le sous-groupe G, a un nom spécial : on l’appelle sous-groupe de 
stabilité ou stabilisateur du point x.. Il est évident que le point gx, 
a pour sous-groupe de stabilité gG,g”!. Ainsi les groupes de stabilité 
qui apparaissent pour une action transitive du groupe @& coïncident. 
précisément avec une de ses classes de sous-groupes conjugués. 


Action continue 


5. On appelle action continue d'un groupe topologique G dans un 
espace topologique X une application continue G X X — X qui 
est une action dans le sens de J. 

Il est clair que, dans le cas d’une action continue, les transfor- 
mations effectuées par les éléments du groupe sont des homéomor- 
phismes. Cela signifie que l'homomorphisme associé à une action 
continue G X X — X peut être réduit à un homomorphisme algé- 
brique du groupe G dans Top X. D' après 1.2.7.6, ce dernier homomor- 
phisme est continu pour la première topologie du groupe Top À 
(voir 2.1), tandis que dans le cas où X est un espace de Hausdorff 
localement compact, le fait que l’'homomorphisme associé possède 
une abréviation G— Top X, continue pour cette topologie,. est 
même équivalent à la continuité de l’action. Il est également évi- 
dent qu'un homomorphisme algébrique G —- Top X, continu pour 
l’une des deux topologies du groupe Top X, est continu pour l’autre 
et, d’après 2.3, dans le cas où X est un espace de Hausdorff locale- 
ment compact, Top À est un groupe topologique pour la deuxième 
topologie. Aïnsi, si À est un espace de Hausdorff localement compact, 
alors l’action. continue d'un groupe topologique G dans X peut être 
définie comme un homomorphisme G— Top X (dans le sens de 1.8). 

Remarquons qu'un groupe discret opérant par homéomorphisme 
opère toujours continüment. Cette remarque permet de considérer 
les actions des groupes non topologisés opérant par homéomorphismes 
comme ‘des actions continues. 

6. Un espace topologique muni d’une action continue du groupe G 
est appelé G-espace. Un G-espace muni d’une action fidèle du groupe G 
est appelé G-espace fidèle (ou effectif). 
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Dans le cas général, le passage à l’action fidèle correspondante 
fait d’un G-espace un (G/K)-espace fidèle, où Æ est le noyau de non- 
fidélité. 

Dans le cas d’une action continue G XX — X l’ensemble X/G 
est un espace topologique (espace quotient de l’espace X); on l’ap- 
pelle espace des orbites. Puisque le saturé d’un sous-ensemble quel- 
<conque À de l’espace X (relativement à la partition en orbites) est 
la réunion des ensembles gA avec g € G, la partition en orbites est 
toujours ouverte, et dans le cas où le groupe G est fini, cette par- 
tition est également fermée. En particulier, l’espace X/G est à base 
dénombrable en même temps que À, et si le groupe G est fini, il 
est normal en même temps que X ; voir 1.2.3.10 et 1.2.3.9. Ajoutons 
que la partition en orbites est également fermée dans le cas où X 
est: un espace de Hausdorff compact et le groupe G est compact; 
en effet, l'action G X X — X est dans ce cas une application fermée, 
et comme elle applique le produit G X À dans le saturé de l’en- 
semble À, il découle du fait que l’ensemble À est fermé que son 
saturé est fermé. 

La restriction du groupe topologique G à son sous-groupe G; 
transforme d'une manière évidente un G-espace en un G.;-espace. Les 
sous-ensembles invariants d’un G-espace sont de manière évidente 
des G-espaces ; on les appelle G-sous-espaces. Dans un sens tout aus- 
si évident, le produit de deux actions continues est une action con- 
tinue, de sorte que le produit d’un G.-espace par un G.-espace est 
un (G;, X G;)-espace. 

Les G-applications et les y-applications pour les actions conti- 
nues doivent être définies à nouveau: on appelle G-application 
d'un G-espace dans un G-espace une application continue qui est une 
G-application dans le sens de Z, et on appelle y-application d'un 
G-espace dans un G'-espace une application continue qui est une 
+-application dans le sens de 7; on suppose que y est un homomor- 
phisme dans le sens de 1.8. Deux actions continues d'un groupe G 
sont dites équivalentes si les G-espaces correspondants peuvent être 
liés par un G-homéomorphisme. 

Les actions spéciales — canonique à gauche et intérieure à 
gauche — envisagées dans &# sont continues dans le cas d’un groupe 
topologique G. 

Remarquons que la notation G/G, possède ici, de même que dans #, 
deux significations (espace quotient d’un groupe par son sous-groupe 
et espace des orbites) et que ces deux significations coïncident. 

7. L'action canonique d'un groupe G dans son espace quotient 
G/G; par un sous-groupe quelconque G; est également continue. 
Pour la démonstration, envisageons la composée w: & X G— G/G., 
de l'application G X GG définie par la formule (g, h)-— gh 
et de la projection G —- G/G;. II est évident que cette composée est 
constante sur les éléments de la partition zer (G, e;) X zer (G, G:) 
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et l’action G X (G/G;) — G/G; qui nous intéresse est la composée 
de l'application 


G X (G/G;)— (G X G)/(zer) (G, e;) X 7er (G, G;)), 
inverse du quotient injectif de l’application 


idG Xp: GX G—+G X (G/G;), 
et de l’application 
fact w: (G X G)/(zer (G, e) X zer) (G, G)) + G/G1. 


Puisque les partitions zer (G, e;) et zer (G, G;) sont ouvertes, le 
quotient injectif envisagé est un homéomorphisme (voir 1.2.3.11) 
d’où l’on tire la continuité de notre action. 

Le G-espace en lequel se transforme l’espace quotient G/G. par 
l’action canonique G X (G/G;) — G/G, est appelé espace homogène. 

L’équivalence d’une action transitive quelconque G X X + X 
à l’action canonique du groupe G dans son espace quotient par le 
sous-groupe de stabilité G, établie dans 4 ne peut pas être étendue 
intégralement au cas d’une action continue: bien que dans ce cas 
l'application f: G— X définie par la formule f (g) = gx,, ainsi 
que son quotient injectif fact f: G/G, — X soient continus, l’appli- 
cation (fact f)-!, comme le montrent des exemples évidents, peut ne 
pas être continue. Pourtant la continuité de l'application (fact f)-1 
est assurée lorsque G est un espace compact et X un espace de Haus- 
dorff ; ainsi une action continue transitive d'un groupe topologique com- 
pact dans un espace de Hausdorff à point de base est canoniquement 
équivalente à l'action canonique du groupe dans l’espace quotient par 
le groupe de stabilité de ce point. 

8. Une action continue G X X — X est dite libre si l’applica- 
tion G—+ X définie par la formule g— gx est un plongement pour 
tout point z € À. On dit alors aussi que G opère librement dans X. 

Il est clair que toute action libre est fidèle. Il est également 
évident que la restriction du groupe G à son sous-groupe et la res- 
triction d'un G-espace à son sous-espace transforme une action libre 
en action libre et que le produit de deux actions libres est une action 
libre. L'action canonique G X G— G est libre, l’action canonique 
G X (G/G;)— G/G, n’est par libre lorsque G ee. 

Considérons, pour une action libre GX X — X, le fibré 
{X, pr, X/G). Si chaque point de l’espace X possède un voisinage 
que les transformations effectuées par les éléments du groupe G 
appliquent sur des ensembles deux à deux disjoints (en particulier, 
si le groupe G est fini et À est un espace de Hausdorff), alors l’image 
d'un tel voisinage par la projection X —+ X/G est ouverte et la 
restriction du fibré (X, pr, X/G) à cette image est un fibré trivial 
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à fibres discrètes. Ainsi, dans ce cas (X, pr, X/G) est un revêtement 
au sens large. 

9. On appelle action continue à droite d’un groupe topolo: 
gique G dans un espace topologique À une application continue 
X X G— G qui est une action à droite dans le sens de 2. 

Toutes les définitions et tous les faits exposés dans 5, 6 et 8 
peuvent être appliqués d’une manière évidente aux actions à droite. 
En particulier, un espace topologique muni d'une action continue 
à droite est appelé G-espace à droite. Nous n’appellerons jamais un 
G-espace à droite tout simplement G-espace ; ce terme désignera tou- 
jours un G-espace à gauche. 


Exemples 


10. L'homomorphisme identique Top X — Top X définit pour 
tout espace topologique X une action fidèle du groupe Top X dans X 
et donc une action fidèle dans X de tout sous-groupe de ce groupe. 
Si X est un espace de Hausdorff localement compact, alors Top X 
est un groupe topologique et toutes ces actions sont continues. En 
particulier, les groupes GL(n, R), GL;(n, R), On), SO(n) 
opèrent fidèlement et continûment dans R”, les groupes GL (n, C), 
U (n), SU(n) dans C” et les groupes GL (n, H), Sp (n) dans H". 

Si r & co, alors l'inclusion Difff X — Top X détermine, pour 
chaque @7'-variété X une action libre et continue du groupe 
Diff” X dans X. 

11. Puisque la sphère S"”! est invariante relativement à l’action 
du groupe O (x) dans R*, ce dernier opère continûment dans S71, 
de même que son sous-groupe SO (n). D'une façon analogue, les 
groupes U (n) et SU (n), étant des sous-groupes du groupe © (2n), 
opèrent continûment dans S**-1, tandis que Sp (n), sous-groupe du 
groupe O (4n), opère continûment dans S#*-1!, Toutes ces actions 
sont fidèles et, si sauf les cas triviaux, à savoir, SO (1) X ,S9 —> ,50 
et SU (1) X S1—+ St, sont également transitives. 

Pour les actions O{n) X S®-1 S%-1, SO (n) X S-1— S7-1 
les sous-groupes de stabilité associés au point ort, sont O (n — 1), 
SO (n —1); pour les actions U(n) X S2-1 + KE SU (n) x 
X SI s2n-1 les sous-groupes. de stabilité du point ort., sont 
U(n—1), SU (n — 1); pour l'action Sp (n) X S®-1— Se 
sous-groupe de stabilité du point ort,, est Sp (n — 1). Les homéo- 
morphismes correspondants 


O (n)/O (n—1)-+ 8-1, SO (n)/SO(n —1) + S"1, 
UÙ (RU (n—1)+ S%1, SU (n)/SU (n —1)—+ 5%, 
Sp (n)/Sp (n — 1) —+ Sw-1 
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(voir 7) coïncident avec les quotients injectifs des submersions 
Vin, n)[I=0(n)] = V(n, 1)[1=S1], Vin, n—1)— Vi(n,1)}, 
CV (n, n)—CV(n, 1), CV(n, r —1)—+ CV (n, 1), 
HV (n, n)— HV (n, 1) 
définies dans 3.2.1 (voir 3.2.1.3, 3.2.1.5, 3.2.1.6). 
Si l’on restreint les groupes O (n), U (n), Sp (n) (pour n > 1} 
aux sous-groupes des matrices scalaires et que l’on effectue l'{den- 


tification usuelle de ces sous-groupes avec S°, S1, S$, on obtient 
les actions continues 

Sox SI ST, Si x SI + S2-1, ,S3 x SNL Sun, 
Ces sous-groupes opèrent librement et les espaces quotients 
ST-1/50, S2771/S1, S#7-1/S3 coïincident avec RP"1, CP A1 HPr A. 

Remarquons aussi que les boulés D", D, D#* sont invariantes 
relativement aux actions des groupes On), Un), Sp (n) dans 
R7, C”, H”; par conséquent, les groupes O(n), SO (nr) opèrent 
continûment dans D", les groupes U(n), SU (n) dans D** et le 
groupe Sp (n) dans D“. Toutes ces actions sont fidèles. 

12. Dans la variété V (n, k) les groupes O (n), SO (n) opèrent 
continûment à gauche et les groupes O (k), SO (k) à droite: les 
actions à gauche sont définies par la formule (g, v)-> gou (g€ 
EO(n) ou gESO(n), vEV (n, k); g et v sont interprétés comme 
des applications), les actions à droite par la formule (v, g) > vo g. 
D'une manière analogue, dans CV (n, k) les groupes U (n}), SU (n} 
opèrent continûment à gauche et Les groupes Ù (k), SU (k) à droite, 
tandis que dans HV (n, k) le groupe Sp (n) opère continûment à 
gauche et le groupe Sp (k) à droite. 

Toutes les actions. à gauche sont fidèles si 4 0. En outre, elles 
sont transitives sauf les actions SO(n) X Vin, n}—V(n, n) 
et SU(n) X CV (n, n}— CV (n, n) pour nr > 1. Les sous-groupes 
de stabilité des groupes O (n), SO (n) coïncident, pour le point 


(x, . Tr) > (0, . 0e, 0, Li; . ZT») 


de la variété V (n, k) (cette dernière est envisagée comme l’ensemble 
des applications linéaires isométriques R* — R'), avee O (n — k), 
SO (n — k), les sous-groupes de stabilité des groupes U (n), SU(n) 
et Sp (n) coïncident, pour les points 


(is os. Zn} (0, ..., 0, Tire. … Th) 


des variétés CV (n, k) et HV (n, k), avec U (n —k), SU (n — k) 
et Sp(n —k), tandis que les homéomorphismes correspondants 


O(nWO(n—k)— V (n, k), SO (n}/SO (n —k) = V (n, k), 
U (n}/U (n —k) = CV (n, k), SU (n)/SU (n — k) ne CV, k)e 
Sp (n)/Sp (n — - À) —> HV (7, k) 
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<oïncident avec les quotients injectifs des applications 
Ofn)— Vin, k), SO(n)— Vin, k)}, Un) CV (n, k), 
SU(n)——CV(n, k), Spin) —HV (r, k) 
{voir 3.2.1.3, 3.2.1.5, 3.2.1.6). Pour k = 1 on y reconnaît les actions 


indiquées dans 71. 
Toutes les actions à 


Vin, &YO(k), Vin, k/SO(k), CV(n, k/U(k), HV (n, k)/Sp(x) 


sont canoniquement homéomorphes aux variétés G (n, k), G+ (n, k), 
CG (n, k), HG (n, k), les homéomorphismes canoniques étant les 
quotients injectifs des applications 
Vin, k)— Gin, k), Vin, k)—G+(n, k), 
CV'{n, k)—= CGin, k), HV (n, k) = HG (n, k) 
{voir 3.2.2.3, 3.2.2.7, 3.2.2.8). 

13. Les mêmes formules (£g,v)—> gouvet (v, g)r->vo g définis- 
sent les actions à gauche des groupes GL(n, R}), GL. (n, R) dans 
V' (n, k), du groupe GL(n, C) dans CV'(n, k) et du groupe 
GL (n, H) dans HV” (n, k), de même que les actions à droite des 
groupes GL:(k, R), GL} (k, R) dans V” (n, k), du groupe GL (k, C) 
dans CV’'(n, k) et du groupe GL(k, H) dans HV” (n, k). 

Toutes les actions à gauche sont fidèles et, à l'exclusion de l’ac- 
tion GLi(n, R) X V'(n, n)— V'(n, n), transitives. Les sous- 
groupes de stabilité des groupes GL (n, R}), GL(n, C}), GL (n, H) 
Coïncident, pour les points 

(ts, ..., tn) (0, ..., OÔ, ay, . . ., 22) 
des variétés V'(n, k), CV'(n, k), HV'(n, k), avec 
GL(n—k,R), GL(n—k, C), GL(n—k, H); 
des homéomorphismes canoniques 
GL(n, RYGL (in —k, R)— V'(n, k), 
GL (n, Cy/GL (n — k, C)— CV’ (n, k), 
GL (n, H)/GL (n — k, H)— HV" (n, k) 
coïncident avec les quotients injectifs des applications 
GL(n, R)— V'(n, k), GL(n, C)—CV'(n, k), 
GL (n, H)—- HV" (n, k) 
{voir 3.2.1.7 à 3.2.1.9). Le sous-groupe de stabilité du groupe 
GL, (n, R) coïncide, pour le point (x, ..., ær)r> (0, ..., 0, 
Li, + - + Tr) de la variété V’ (n, k), avec GL. (n —k, R). 


droite sont libres. Les espaces quotients 
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Toutes les actions à droite sont libres. Les espaces quotients 
V'(n, k)/GL (k, R), V'(n, k)/GL4 (k, R), 
CV’ (n, k)/GL (k, C), HV” (n, k)/GL (k, H) 
sont canoniquement homéomorphes à 
Gin, k), G+n, k), CGi(n, k), HG (n, k), 


les homéomorphismes canoniques étant donnés par les quotients 
injectifs des applications 


V'(n, k)j— Gin, k), V'(n, k) — G4 (n, k), 
CV'(n, k)— CG (n, k), HV’ (n, k) — HG (n, k), 


(voir 3.2.2.3, 3.2.2.7, 3.2.2.8). 

14. Sur les variétés G(n, k), G+(n, k) opèrent continûment 
{à gauche) le groupe GL (n, R) et ses sous-groupes GL, (n, R), 
O (n), SO (n), sur la variété CG (n, k) le groupe GL (n, C) et ses 
sous-groupes U(n), SU(n), sur la variété HG (n, k) le groupe 
GL (n, H) et son sous-groupe Sp (n). Les actions des groupes O (n), 
SO (n) sur les variétés G. (n, k) pour k pair sont fidèles. Les noyaux 
de non-fidélité des actions GL(n, R) X G+(n, k) — G} (n, k), 
GLi(n, R) X Gin, k) = G;(n, k) pour k impair sont des ma- 
trices scalaires à éléments diagonaux positifs. Les autres actions, 
si l’on laisse de côté les cas triviaux 4 = 0 et À — n, ont des noyaux 
de non-fidélité constitués de toutes les matrices scalaires du groupe 
respectif. Seules les actions suivantes sont non transitives : 


GL(n, R) X G+ (n, 0) + G+4(n, 0), 
GL+ (n, R) X G+ (2, 0) —+ G, (n, 0), 
On) X G+(n, 0) + G+ (n, 0), SO (n) X G+ (n, 0) + G+ (n, 0), 
GL+ (n, R) X G+ (n, n) ne G+ (2, n); 
SO(n) X Gr(n, n)—G};(n, n). 
Si dans chacune dés variétés G(n, k), G+(n, k), CGin, 7) et 
HG (n, k) on choisit en guise de point de base le plan x, = 0, 

.., ÆnÂ-p = 0 en le munissant dans le cas de G+ (n, k) de l’orien- 
tation naturelle, alors pour les actions du groupe GL (n, R) dans 
G(n, k), du groupe GL (n, R) dans G+ (n,. k), du groupe GL (n, C) 
dans CG(n, k) et du groupe GL (n, H) dans HG (n, k) les sous- 
groupes de stabilité seront constitués par les matrices de la forme 
[0 4 , où À et B sont des matrices carrées non dégénérées d'ordres 


n — k et k, tandis que C est une (7 — k) X k-matrice quelconque, 

B étant contenue dans le cas de G. (n, k) dans GL, (k, R). 
Lorsqu'on prend la restriction des groupes initiaux, ces sous- 

groupes de stabilité se réduisent à l'intersection des sous-groupes 
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indiqués avec les nouveaux groupes. En particulier, pour les actions 
du groupe O.(n) dans.G (n, k) et dans G} (n, k), l’action du groupe 
SO (n) dans G+ (n, k), du groupe U (n) dans C G (n, k) et du groupe 
Sp (n) dans HG (n; k), les sous-groupes de stabilité seront les images 
des monomorphismes 
Ofn—k) X O(k)—O(n), O(n—k) x SO (k) —+ 0 (n), 
._SO(n—k) X SO (k) —+ SO (n), 
U(n—k) x U(kH)—=U(n), Sp(n—k) X Sp (k)—+ Sp (n) 


AO 
définis par la formule matricielle (4, B)-- | z | . En identi- 


fiant les produits indiqués avec leurs images, on obtient les homéo- 
morphismes canoniques : 


O (n)/IO (n —k) X O(k)]— G(n, k), 
O (n}/LO (n —k) X SO (k)1—> G+ (n, k), 
SO (n)/LSO (n — k) x SO (k)]—+ G4 (n, k), 
U (n)AU (n — k) X U (k)] — CG (n, k), 
Sp (n)/[Sp (n — k) X Sp (k)]— HG (n, k)} 


15. Soient m; L,, ..., l, des entiers naturels premiers entre eux. 
La formule complexe 


(k, (23, ..., 2) (zertith/m, ,,, 2, e2sikin/m), 


où Æ est un entier et (24, ..., Z,) un point de la sphère S?*-1, défi- 
nit une action Z X S%-1-, S2%-1 avec noyau de non-fidélité 
mzZ ; elle devient action libre du groupe Z» — Z/mZ dans S-1 
lorsqu’ on passe à l’action fidèle correspondante. L'espace quotient 
S-1/7,, est désigné par L(m; l,, ..., l,); on l’appelle lentille. 


Des lentilles infinies L(m; li, Le, . ..), où m; d, L, ... sont 
des nombres premiers entre eux, existent également. Une lentille 
L(m; li, ls, ...) se définit comme l'espace quotient S°/Z, 


engendré par l'action libre de .Z», celle-ci étant l’action fidèle 
correspondante à l’action 


(Æ, (22 225 ...))r (ze2tiklm, zoe2ihlilm, 
du groupe Z dans S®, Description équivalente : 
Lim; h, Le )= 
= Jim Œ (m; l, ...,1,), in: L (m ; hs …. 1) — 
7 Lim; . +. In+3))- 


La lentille infinie Lim: 4 1, ...) se désigne pes 
par. L'(m). Ho pales + 
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D'après 8, Les triplets (S%-1, pr, Lim; LL, ...,L,)) et 
{S=, pr, L (m : li, lo, - . .)) sont des revêtements. 

16. La formule (y, x) > yxzy”!,. où x est un quaternion et y 
un quaternion de norme 1, définit une action continue S° X R* — 
—+ Ri. L'espace R! des quaternions imaginaires. .est .invariant rela- 
tivement à cette action; ainsi ce dernier espace, et avec lui R®, est 
un S%-espace. (L’ identification de .R° avec R° s'effectue par l'ap- 
plication shi: RSR; voir 3.2.3. 1). Le noyau de non-fidélité 
de l’action S% X R° — R° est évidemment S°; il est également clair 
que l’action fidèle du groupe quotient S%/S9 — RP3 dans R*° devient 
par l'identification canonique de l’espace RP avec SO (3) (voir 
3.2.3.1) l'action standard du groupe SO(3) dans R° 
{voir 1). | 

17. Soit P un polyèdre convexe régulier dans R° (un tetraèdre, 
un cube, un octaèdre, un dodécaèdre ou un icosaèdre) de centre ©. 
Désignons par GP le sous-groupe du groupe SO (3) constitué des 


rotations qui appliquent P dans P et par GP, l'image inverse du 
groupe ( GP par la projection S° — SO (3) (voir 16). Il est clair que 


GP et GP ne sont pas changés lorsqu’on passe de P à son dual, et 
sont remplacés par des sous-groupes conjugués des groupes SO (3), 
S% lorsqu'on prend au lieu de P un polyèdre régulier convexe de 
même nom et de centre O. Ainsi, SO (3) possède exactement trois 
classes de sous-groupes conjugués à GP, et S° exactement trois classes 


de sous-groupes conjugués à GP. Les premiers sont respectivement 
groupes du tetraèdre, groupes du cube (ou de l’octaèdre) et groupes 
du dodécaèdre (ou de l’icosaèdre), les seconds, groupes binaires du 
tetraèdre, groupes binaires du cube (ou de l’octaèdre) et groupes 
binaires du dodécaèdre (ou de l’icosaèdre). 

Si l’on associe à chaque rotation de GP l’image d’une arête orien- 
tée distinguée du polyèdre P, on obtient une bijection du groupe GP 
sur l’ensemble des arêtes orientées du polyèdre P. Ainsi, l’ordre du 
groupe GP est égal à deux fois le nombre d’'arêtes du polyèdre P, 
i.e. à 12 dans le cas du tétraèdre, à 24 dans le cas du cube (ou de 
l’octaèdre) et à 60 dans le cas du dodécaèdre (ou de l’icosaèdre). Pour 


le groupe binaire correspondant GP, ces ordres valent respective- 
ment 24, 48 et 120. 


Les espaces quotients à structure de groupe SO (3)/GP, S3/GP 
sont les espaces des orbites d'actions libres induites à partir des 
actions canoniques à gauche des groupes SO (3), S% par les inclu- 


sions GP —+ SO (3), GP —+ S3; -par conséquent, les triplets 
(80 (3), pr, SO (3)/GP),. (S5, pr, S*/GP) 


sont des revêtements (voir 8). Dans un sens évident on a SO (3)GP — 
— S3/GP. : . 
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4. Exercices 


1. Montrer que si X est une variété différentiable, les deux topo- 
logies de Top X coïncident. 

2. Montrer que si X est un sous-ensemble de la droite R, cons- 
titué du point 0 et des points 2? avec n € Z, alors la deuxième 
topologie dans Top À diffère de la première. 

3. Montrer que le difféomorphisme canonique SU (2) —+ S53 
(voir 3.2.1.5) est un isomorphisme de groupe. 

4. Montrer que les lentilles L(m; L,, ..., 1), L(m; L,... 
..., ) Sont homéomorphes si pour chaque i la somme };, + { 
ou la différence !; — l; sont des multiples de m. 

5. Montrer que la sous-variété Tang, RP° de la variété Tang RP? 
constituée des vecteurs tangents unité (ïi.e. des vecteurs qui sont 
les images des vecteurs tangents unité par l'application d pr: 
Tang S?— Tang RP?) est homéomorphe à la lentille ZL (4; 1, 1). 

6. Considérons l’action du groupe Z, dans la variété V (3, 2} 
des vecteurs unité tangents à la sphère S?, par laquelle l’élément 
non nul du groupe Z, envoie le vecteur tangent v dans —v. Montrer 
que l’espace quotient V (3, 2)/Z, est homéomorphe à L (4; 1, 1). 

7. Considérons l’action du groupe Z, dans Tang, RP? (voir 5) 
telle que l'élément non nul du groupe Z, envoie le vecteur v dans 
—v. Montrer que l’espace quotient Tang, RP?/Z, est homéomorphe 
à l’espace quotient S*/H, où H est le sous-groupe du groupe S3 
constitué des quaternions —ort,, —Horts, —orts, +ort,. 

8. Considérons l’action du groupe Z, dans C?* par laquelle 
l'élément non nul du groupe Z, applique le point (2, : Ze : Ze) 
dans (2, : Z: : 22). Montrer que l’espace quotient CP?/Z, est 
homéomorphe à S#. 

9. Considérons l’action du groupe Z, dans CP! X CP! par 
laquelle l'élément non nul du groupe Z, applique le point 
((z, : 22), (1 : w2)) dans ((z, : 22), (w, : w.)). Montrer que l’espace 
quotient (CP! X CP1)/7Z, est homéomorphe à S®. 

10. Considérons l’action du groupe Z, dans S? X S? par laquelle 
l'élément non nul du groupe Z, applique le point (x, y) dans (y, x). 
Montrer que l’espace quotient (S? X S?)/Z, est homéomorphé 
à CP?. | 

$ 3. FIBRÉS À STRUCTURE DE GROUPE 


> 


1. Espaces à F'-structure 


1. Les fibres des fibrés que l’on rencontre le plus souvent ne 
sont pas seulement des espaces topologiques, mais sont munies 
d'une structure supplémentaire naturelle, par exemple, celle d'un 
espace vectoriel, euclidien ou hermitien. Dans le présent paragraphe 
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on introduit systématiquement cette structure supplémentaire dans 
la théorie des fibrés. 

Nous commencerons par une description précise des structures 
du type nécessaire, puis nous étudierons ce qu'elles font apparaître 
dans les définitions données au $ 1. 

2. Soient G un groupe topologique et F# un G-espace fidèle. On: 
munit un espace topologique W d'une F-structure par la donnée 
d’un ensemble A non vide d’homéomorphismes F — W tel que pour 
tout homéomorphisme & € À l’homéomorphisme Bf: F— W appar- 
tient à À si et seulement si B-1c & est une transformation effectuée 
par un certain élément du groupe G. Les homéomorphismes apparte- 
nant à À sont dits distingués. 

Chaque homéomorphisme distingué transfère l’action du groupe 
G de F dans W. Si G est un groupe abélien, alors l’action G X W —- 
— W ne dépend pas du choix de l’homéomorphisme, de sorte que 
la F-structure se réduit dans ce cas à l’action du groupe G. Si le 
groupe G n’est pas abélien, la F-structure ne détermine aucune action 
canonique de ce groupe dans W. 

Remarquons que l’espace F lui-même possède une F-structure 
canonique pour laquelle les homéomorphismes distingués sont les. 
transformations effectuées par les éléments du groupe G. 

Dans le cas le plus simple où G est le groupe trivial, un espace 
à F-structure est tout simplement un espace topologique canonique- 
ment homéomorphe à F. 

3 (Exemples). Si G = GL(n, R), tandis que F est R? avec l’ac- 
tion usuelle de ce groupe, l’espace à F-structure correspondant est 
tout simplement l’espace vectoriel réel de dimension 7. Fixer un 
homéomorphisme distingué c’est choisir une base. 

Si Gest un des groupes GL, (n, R), On), SO (n), et Fest R”" 
avec l’action usuelle du groupe correspondant, l’espace à F-structure 
sera respectivement l’espace vectoriel réel orienté de dimension n, 
l’espace euclidien de dimension n, l’espace euclidien orienté de 
dimension n.' 

Si Gest un des groupes GL (n, C}), U (n), et F est C” avec l’ac- 
tion usuelle du groupe correspondant, l’espace à F-structure est 
respectivement l’espace vectoriel complexe de dimension n# et l’es- 
pace hermitien de dimension n. 

Si G = Diff X, où X est une variété de classe & (<< r < a), 
et Fest X avec l’action usuelle de ce groupe, alors l’espace à F-struc- 
ture est une @’-variété @’-difféomorphe à X. 

Si G = Top X, où X est un espace de Hausdorff localement 
compact, et F est X avec l’action usuelle de ce groupe, alors l’es- 
pacs à F-structure est un espace topologique homéomorphe 
à À. 

Si G est le groupe de tous les homéomorphismes simpliciaux du 
simplexe unité 7”, et F est le simplexe T” avec l’action usuelle de. 
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ce groupe, alors l’espace à F-structure est le simplexe topologique 
de dimension n. 

4, Un homéomorphisme d’un espace à F-structure dans un autre 
qui applique l’ensemble des homéomorphismes distingués dans 
d'ensemble des homéomorphismes distingués est appelé isomorphisme 
ou plus précisément, F-isomorphisme. | 

- Dans chacun des exemples, les F-isomorphismes constituent une 
<lasse d'applications bien ‘connue : dans le premier .et le cinquième 
exemple ce sont les isomorphismes linéaires, dans le troisième et le 
sixième, les isomorphismes linéaires isométriques, dans le quatrième 
les isomorphismes linéaires isométriques conservant l'orientation, 
dans le septième les &@’-difféomorphismes, dans le huitième, les 
homéomorphismes, et dans le neuvième, les homéomorphismes sim- 
pliciaux. 

5. Le produit d’un espace W à F-structure par un espace W” 
à F'-structure est dans un sens évident un espace à F X F’-structure 
{voir 2.3.6) : en guise d'homéomorphismes distingués, il faut prendre 
les applications F X F” = W X W” de la forme «x X &', où «, &” 
sont des homéomorphismes distingués. 

Soit , le G.-espace obtenu à partir du G-espace F par restriction 
du groupe & à G;; le passage inverse de F, à F transforme chaque 
espace W, à F,-structure en un espace W à F-structure : du point 
de vue topologique, W et W, sont identiques et les nouveaux homéo- 
morphismes distingués sont les composées des transformations effec- 
tuées par les éléments du groupe G avec les anciens homéomorphismes 
distingués. On dit alors que W s'obtient de W, par extension du 
groupe Gi à G 


2. Fibrés de Steenrod 


1. Soient G un groupe topologique et # un G- “espace fidèle. Un 
Tibré & est appelé F-fibré au sens faible, ou W-F-fibré, si toutes ses 
fibres possèdent une F-structure. Dans ce cas, F s'appelle fibre 
standard du fibré &, et G, son groupe structural. L' ensemble de tous 
les homéomorphismes distingués de l’espace F sur ces fibres est 
désigné par DH (£). Le groupe G opère de manière naturelle dans 
DH (£) à droite, suivant la. règle [lagl (y) — « (gy) la € DH (E), 
£&EG, y EF]. 

Le fibré f'& induit par un W-F-fibré £ au moyen de l’applica- 
tion f: B — bs & est un W-F-fibré dans un sens évident : une F-struc- 
ture est introduite dans ses fibres par les homéomorphismes 


abtlad: pr EL (b)— pr £-1(f(b)). [b € BI. 


L'application f d'un W-F-fibré £ dans un W-F-fibré n est appelée 
W-F-application si les applications ab tl f des fibres du fibré £ dans 
les fibres du fibré n sont des isomorphismes (voir 1.4). Une W-F-ap- 
“plication qui est un isomorphisme (resp. une équivalence) au' sens 
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purement topologique (i.e. au sens de 1.1.2) est appelée W-F-iso- 
morphisme (resp. W-F-équivalence). Deux W-F#ibrés que l’on peut 
lier par un W-F-isomorphisme (resp. par une W-F-équivalence) 
sont W-F-isomorphes (resp. W-F-équivalents). 

À chaque W-F-application f: É— "1 correspond l'application 
DH (jf): DH (£) — DH (n) qui fait correspondre. à l’homéomer- 
phisme a: F—pr£é-!(b) l’homéomorphisme composé F7 
7, pr Et (b) ab t1 / pr! (bsf(b)). Il est clair que DH (f) est 
une G-application relativement aux actions naturelles à droite du 
groupe G dans DH (£) et DH (n). 

Le fibré trivial standard (B X F, pr,, B), où B est un espace 
topologique quelconque, est dans un sens évident un W-F-fibré: 
la F-structure est introduite dans ses fibres par les homéomorphismes 
F—bX F définis par la formule y+- (b, y). Dans l'esprit du 
p. 1.2, nous appellerons les W-F-fibrés qui sont W-F-équivalents 
à de tels W-F-fibrés, W-F-fibrés W-F-triviaux. 

2. Un fibré £ est appelé F-fibré au sens fort, ou plus brièvement 
F-fibré, si c’est un W-F-fibré et l’ensemble DH (£) est muni d’une 
topologie. 

Le fibré f'E induit par le F-fibré £ au moyen de l’application 
f: B —- bs Ë est un F-fibré dans un sens évident : on munit l’en- 
semble DH (f'Ë) d’une topologie à l’aide de l'application injective 
DH (J'E) — B X DH (E) définie par la formule a+ (pr f'E (a (F)), 
[DH (ad f)} (œ)). 

Une application f d'un F-fibré £ dans un F-fibré n est appelée 
F-application si c’est une W-F-application et, en outre, l'application 
DH (f) est’ continue. Une F-application f est appelée F-isomorphisme 
(resp. F-équivalence) si c’est un isomorphisme (resp. équivalence) 
dans le sens topologique et DH (f) est un homéomorphisme. 

Le fibré trivial standard (B X F, pr,, B), où B est un espace 
topologique quelconque, est un F-fibré dans un sens évident: la 
F-structure de ses fibres a déjà été décrite dans 7, tandis que l’en- 
semble DH (B X F; pr;,, B) se munit d’une topologie à l’aide de 
l'application bijective BXG—DH(B X F, pr,, B) qui fait 
correspondre au couple (b, g) l'homéomorphisme F — b X F défini 
par la formule y--(b, gy). Un F-fibré F-équivalent à de tels F-fibrés 
sera appelé F-trivial et l’équivalence elle-même, F-trivialisation. 

3. Un Fibré & est dit localement F-trivial si chaque point de 
sa base possède un voisinage U tel que la restriction & |; est F-tri- 
viale. Les fibrés localement F-triviaux sont appelés F-fibrés de 
Steenrod. | 

Les fibrés de Steenrod joueront un rôle fondamental dans ce qui 
va suivre, d'où l'importance des F-fibrés. Les F-fibrés au sens faible 
jouent seulement un rôle auxiliaire. | 

Remarquons que dans le cas d’un fibré de Steenrod l’action 


canonique à droite du groupe structural dans l’espace des homéc- 
19—0824 
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morphismes distingués est continue et libre. Dans le cas trivial 
standard ceci est ‘évident, le cas général se réduit facilement à ce 
cas particulier. 

4. Le fibré j'E induit par un #-fibré de Steenrod. au moyen de 
l'application: Ï : B— bs £ est un F-fibré de Steenrod: en effet, 
c'est. un Æ-fibré d’après 2,.et sa F-trivialité locale découle du fait. 
évident qu'il est F-trivial lorsque E est F-trivial. Il est clair que 
l’ application ad f: J'é —+ Ë est une F-application, que l’équivalence 
canonique (id bs É)'E— E£E et les équivalences carioniques de là 
forme g'(f'E) (fo g) & (voir 1.1.4) sont des F-équivalences 
et enfin pour chaque F-application k du fibré & dans un autre fibré 
de Steenrod l’ application de correction corr k est une F- application. 

Le produit d'un F-fibré de Steenrod £ par un F’-fibré de Steen- 
rod £’ est dans un sens évident un (F X F')-fibré de Steenrod: la 
(F X F'}-structure s’introduit dans ses fibres suivant la règle indi- 
quée dans 1.5; l’ensemble DH (£ X E£’) se munit d'une topologie 
par l° application bijective DH (£) X DH (E) — DH (E X E”) défi- 
nie par la formule (&, &'}->a X &'; la (F X F'}-trivialité locale 
du (F X F'}-fibré obtenu découle du fait qu'il est (F X F')-trivial 
lorsque & est F-trivial et £’ est F’-trivial. 

Lorsque le G,-espace F, s'obtient à partir d'un G-espace F fidèle 
par restriction du groupe G à G;, alors le passage inverse de F, à F 
fait de chaque F,-fibré de Steenrod £, un F-fibré de Steenrod Ë: 
du point de vue topologique, & coïncide avec £,; la F-structure dans 
les fibres est définie par la règle indiquée dans 1:5; l’ensemble 
DH (£) se munit d'uné topologie à l’aide de l’action du groupe G; 
dans G X DH (E,), définie par l’action canonique à droite du groupe 
G; dans DH (E,).(voir 1) suivant la formule g, (g, a)r-.(g:8, ag), 
par l'application bijective (G X DH (£,))/G, — DH (£) qui fait 
correspondre à. l'orbite du couple (g, «) l’homéomorphisme y 
> @œ(gy); la F-trivialité locale du F-fibré obtenu découle du fait 
qu ‘il est F-trivial lorsque Ë, est F;-trivial. Cette transformation 
d'un F.-fibré en un Fibré est appelée extension du groupe structural. 
Il est clair qu'elle transforme les F,-applications en F-applications 
et les F.-équivalences en Ff-équivalences. il est clair également 
qu elle est permutable à l'opération de passage aux fibrés induits : 
si E s'obtient par extension du groupe structural de Ë, et f est une 
application continue d'un espace topologique quelconque dans bs Ë, 
alors f'é s'obtient par une même extension du groupe structural de 
f'E. 

9. Les F-fibrés de Steenrod à groupe structural trivial sont F-tri- 
Viaux. 

: Démonstra tion. Soit ë un fibré de Steenrod à fibre stan- 
dard F et à groupe structural trivial ; soit l'un recouvrement ouvert 
de l’espace bs £ tel que tous les fibrés ë [y avec U € T sont F-tri- 
viaux. Posons n = (bs Ë X F, pr, bs Ë). Il est clair que la F-tri- 
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vialisation n [y — 6. |u est unique pour chaque Ü € let que toutes 
les F-trivialisations :n [y —> & [y constituent ensemble une F-tri- 
vialisation n —- Ë 


. Théorèmes sur les F-applications 


6. Soient E, E des fibrés de Steenrod à fibre standard F, B un 
espace topologique : et p: B—bs Ë une application décomposable. 
Si les applications t: tlE—tl E’, B: bs É — bs E’ sont telles que 
(to tl ad p, B + p) est une F-application du fibré p'é dans Ë’, alors 
(T, B) est une F-application du fibré Ë dans £. 

Seule mérite une vérification la continuité des applications 
B, t et DH (x, B). La continuité de B découle immédiatement de 
celle de la composée B° p et du fait que p est décomposable. Quant 
à la continuité de t et de DH (x, B), il suffit de l’établir dans le cas 
où €, E’ sont des F#-fibrés triviaux standards. Dans ce cas, t se décrit 
par la formule vt (b, y) — ($ (b), @ (b) y), où œ est une application 
de l’espace bs Ë dans le groupe structural G. Les applications 


DH (totladp, Bop): DH (p'£) + DH (E'), 
DH (x, B): DH (£) — DH (E), 
transformées au moyen des homéomorphismes topologiques 
BXG—DH(p'Ë), bEXG—DH(E), bsE XG—DH(E) 

(voir 2), deviennent 

BXG—bSE XG, DbsEXG—bsE x G 
et se décrivent par les formules 

(b, 8) Be p(b), (pe p(b))g), (b, g)— (B (b), y (b) #). 


La première formule nous montre que l'application qe p est con- 
tinue ; sa continuité et le fait que p est décomposable impliquent la 
continuité de œ@ laquelle implique à son tour celle de t& et de 
DH (7, B). 

7. Soient E, E’ des fibrés de Steenrod à fibre standard F et soit 
B: bs £— bs Ë” une application continue. Si Tv: tl E—tl E est 
une application telle que pour chaque élément U d’un certain recouvre- 
ment fondamental de l'espace bs & les restrictions + lrt-1çu), P lu 
constituent une F-application du fibré E |ÿ dans €’, alors (x, $) est 
une F-application du fibré £ dans Ë'. 

Ceci découle de 6 : en guise de p il faut prendre pr: l[]uer U—+ 
— bs £, où [' est le recouvrement donné. 

8. Si les F-jibrés de Sieenrod Ë, Ë’ ont une base commune, alors 
chaque F-application f: ËÈ— E' vérifiant bs f — id bs Ë est une 
F-équivalence. | 

Seule la continuité des applications. tl fl 1. DH (f)- -1 nécessite 
une démonstration et il suffit de l’établir dans le cas où Ë:est.le 


10% 
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F-fibré trivial standard et E’ — £. Dans ce cas, les applications 
tlf, tlf-l: bsE X F—bsEXF se décrivent par les formules 


(b, y) (b, p (b) y), 
(, y) (b, p(b)y)  IbERbSE, y EF, 


où œ, Ÿ sont des applications de l’espace bs £ dans le groupe struc- 
tural G, tandis que les applications DH (f), DH (f)-*, après trans- 
formation par l’homéomorphisme bs £ X G—>- DH (£) dans les 
applications bs £ X G—+ bs E X G, se décrivent par les formules 


(b, g)— (b, œ (b) 8), (b, 8) (b, W(b)g) IbEbSsE, ge Gl. 


Il est clair que 1 (b) — Îœ (b)]-}, de sorte que la continuité de DH (f) 
implique successivement celle de , de et de tl f-!, DH (f}"*. 

9 (Corollaire). L'application corr f est une F-équivalence pour cha- 
que F-application f d’un F-fibré de Steenrod dans un autre. 


Fibrés principaux 


10. Un fibré de Steenrod est dit principal si sa fibre standard 
est le groupe structural G qui opère sur lui-même canoniquement 
à gauche (voir 2.3.6). Par abus de langage, nous nous permettrons 
de désigner ce G-espace simplement par G et, dans cet esprit, nous 
appellerons les fibrés principaux à groupe structural G tout simple- 
ment G-fibrés de Steenrod. 

La propriété fondamentale des fibrés principaux consiste en ce 
que leur espace des homéomorphismes distingués coïncide avec 
l’espace total. Plus précisément, si £ est un fibré principal, l’appli- 
cation DH (E)—+tlé définie par la formule &r &(e;) est un 
homéomorphisme. Dans le cas trivial standard ceci est évident, le 
cas général se réduisant aisément au cas trivial standard. 

L'identification de l’espace DA (€) avec tl & par l'homéomor- 
phisme «++ «à (e;) transforme l'action naturelle à droite du groupe 
G dans DH (£) (voir 1) dans son action libre à droite dans tl &. Il 
est aisé de décrire cette dernière explicitement de la manière sui- 
vante : il est clair que ses orbites sont les fibres du fibré £& et l’action 
elle-même coïncide sur chaque fibre avec l’action canonique à droite, 
transférée dans cette fibre de G par les homéomorphismes distingués. 

11. Cette construction de l’action libre à droite du groupe G 
dans l’espace total d’un fibré principal à groupe structural G peut 
être inversée partiellement. Supposons que le groupe topologique G 
opère continüment et librement à droite dans un espace topologi- 
que X. Considérons le fibré (X, pr, X/G). Ses fibres (orbites) pos- 
sèdent une G structure naturelle : les homéomorphismes distingués 
G— prt(b) [b € X/G] se définissent par la formule g-- xg pour 
z.€ pr”! (b). Puisqu'à des x différents correspondent des homéomor- 
phismes g+-- xrg différents, nous obtenons en même temps une bijec- 
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tion de l’espace X sur l’ensemble des homéomorphismes distingués, 
ce qui nous donne une topologie sur cet ensemble. Ainsi (X, pr, À/G) 
est un G-libré. 

Nous avons appelé cette construction inversion partielle de la 
construction précédente, ayant en vue que son application à l’action 
à droite tl E X G—> tl Ë construite dans 70 donne Ë&. Plus exacte- 
ment, le quotient injectif de la projection pr & applique tl E/G 
sur bs Ë et constitue avec id (tl £) un G-isomorphisme du fibré 
(tl E, pr, tl E/G) sur E£. 

12. Si le G-fibré (X, pr, X/G) défini par l'action libre à droite 
du groupe G possède une section, alors il est G-trivial. En particulier, 
tout G-fibré de Steenrod possédant une section est G-trivial. 

En effet, si s: X/G— X est une section, alors l'application 
J: (X/G X G, pri, X/G)— (X, pr, X/G) définie par la formule 
tl f (b, g) = s (b) g est une G-trivialisation du fibré (X, pr, X/G). 

13 (Corollaire). Si le G-fibré (X, pr, X/G) défini par l’action 
libre à droite du groupe G est topologiquement trivial, alors il est 
G-trivial. S'il est localement topologiquement trivial, alors il est loca- 
lement G-trivial, c'est donc un G-fibré de Steenrod. 


3. Fibrés associés 


1. Soient G un groupe topologique et F, F” des G-espaces fidèles. 
La construction ci-après rapporte à chaque F-fibré de Steenrod Ë 
un certain F”-fibré de Steenrod de même base. 

Définissons l’action à droite du groupe G dans DH (£) X F 
d'après son action canonique à droite dans DH (£) (voir 2.3) par 
la formule 


g (a, y) = (ag, g7ly) IgEG, x E DH (Ë), y € F'], 


et désignons par Ë” le fibré à espace total (DH (£) X F’}/G de base 
bs £ et de projection qui applique le couple (x, y) € DH (E) x F' 
dans le point pr Ë (x (F)). Les fibres de ce fibré possèdent une F”- 
structure naturelle: les homéomorphismes distingués Æ”—- 
— (pr £’} 1 (b) se définissent par la formule yÿ:-- pr (&, y}, où «& est 
un homéomorphisme de DH (£) tel que « (F) -= pr Ë-t (b). Puisqu’à 
des @ différents correspondent des homéomorphismes différents 
yr> pr (&, y), nous obtenons en même temps une bijection de l’es- 
pace DH (Ë) sur l’ensemble DH (Ë'), ce qui munit cet ensemble d’une 
topologie et fait de £” un F’-fibré. Enfin, il est évident que la res- 
triction É’|y est F’-triviale pour chaque ensemble TU pour lequel la 
restriction & [y est F-triviale, d’où l’on déduit que le fibré £’ est 
localement F’-trivial, i.e. est un F’-fibré de Steenrod. On l’appelle 
jfibré associé à F et l’on note asso (£, 7”). 

2. Faisons quatre remarques suivantes concernant la construction 
asso. 
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(i) L'application de l’espace tl'Ë dans (DH (E) X F)/G, qui 
fait correspondre au point x € tl & l’orbite constituée des couples 
(a, y) EDH(E) X F vérifiant æ (y) — x, est évidemment un ho- 
méomorphisme et détermine avec id bs Ë une F-équivalence entre £ 
et asso (£, F). Aïnsi, Le fibré asso (6, F) est canoniquement F-équi- 
valent à: Ë. 

(ii) La bijection DH (E) — DH (asso (£, F')) qui nous:a servi 
pour topologiser DH (asso (£, F”)) est une G-application relative- 
ment aux actions canoniques à droite du groupe G dans DH (Ë) et 
DH (asso (£, F')). Par conséquent, pour chaque. G-espace fidèle F”, 
le produit de la bijection indiquée par id F” est une G-application 
relativement aux étions à droite du groupe G dans DH (Ë) X F” 
et DH (asso (&, F')) X F” définies par la formule .g (œ, y) — 
— (ag, g”ly); il est clair que l’homéomorphisme correspondant 


(DH (E)'X F"YG—+ (DH (asso (E, F')):X 'F)/G 


constitue avec id bs £ une F”-équivalence entre ‘asso (ë, F7") et 
asso (asso (6, #”), F”). Aïnsi, Le fibré asso (asso (8, F”), F") est 
canonigquement F'-équivalent à asso (£, F”). 

(iii) Le fibré asso (£, G), i.e. le fibré principal associé à Ë, est 
canoniquement G-isomorphe au G-fibré (DH (£), pr, DH (6)/G) 
défini par l'action canonique à droite du groupe & dans DH (®) 
{voir 2.11). Le G-isomorphisme canonique de 


(DH (E), pr, DH (#)/G) —- asso (E, G) 


se définit par l'homéomorphisme 
DH (£) — (DH (#) X G)/G, 


qui fait correspondre à chaque homéomorphisme distingué & l'orbite 
du couple (x,.e:). 

._ (iv) Si F” est un sous-espace du G-espace F" Gore. 2.3.6), alors 
(DH (£) X F”)/G est une partie de l’espace (DA (£) X F")/G et l’in- 
clusian 


(DH (E) x F'YG + (DH (E) X F'WG 


constitue avec id bs & une inclusion du fibré asso (&, F') dans 
asso (£, F”). Dans ce cas DH (asso (E, F')) est constitué précisé- 
ment des applications de la forme ab «: F— a (F") avec à € 
€ DH (asso (&, F”)). 


Fonetorialité 


3. Soient, comme précédemment, F et F” des G-espaces fidèles 
-et soient £, n des fibrés de Steenrod à fibre standard F et, enfin, f: 
En une F-application quelconque. Définissons l'application 


asso (f, F'): asso (£, F”) —+ asso (n, F') 
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par les formules 
| | bs asso (f, F°) — bsf, 
tl asso (f, F”) — 
— [fact (DH (f) X id F'): (DH (&) X F')/G— (DH (n) X F°')/G]. 
Il est clair que asso (f, F”) est une F’-application et même un F'-iso- 


morphisme (resp. une F”-équivalence) lorsque jf est un F-isomorphisme 
(resp. une F-équivalence). On voit également que les diagrammes 


E—+ asso (£, F) asso (£, F”) —+ asso (asso (£, F7), F”) 

f | | asso (/, F) asso(f, F”) | | asso (asso (f, F’), F?) 
V | | Lo 
n—- asso (n, F), asso (n, F”) — asso (asso (n, F’), F”), 


(DH(E), pr, DH (E)/G)-+ asso (E, G) 


(DH (f), fact DH (1)) | | asso (f, G). 
(DH (n), pr, DH (n)/G) + asso (n, G), 

sont commutatifs, étant donné que F” est un G-espace fidèle quel- 
conque et les flèches horizontales désignent respectivement les 
F-équivalences canoniques de 2 (i) et de 2 (ii) et les F-isomorphismes 
canoniques de 2 (iii). : 

4. L'opération asso est permutable à l’opération de passage aux 
applications induites. Plus précisément, pour tout F-fibré de Steen- 
rod & et toute application continue k: B — bs Ë, l'application 


corr [asso (ad , F’)l: asso (h'E, F') —+ h! asso (E, F) 


est une F”-équivalence; voir 2.9. | 

L'opération asso est également permutable à l'extension du 
groupe structural. Plus précisément : soient F,, F: des G.-espaces 
fidèles obtenus de F, F” par restriction du groupe G à son sous-groupe 
G:; Si le F,-fibré de Steenrod E, est transformé par l’extension du 
groupe G; à G dans Ë, alors l’application 


fact (in X id F'): (DH (E;) X F;)G, —+ (DH (E) x F')/G 


avec in = lin: DH (E,) — DH (Ë)] définit une F'-équivalence' entre 
le fibré obtenu de asso (£,, F:) par l’extension du groupe G; à G, 
et le fibré asso (6, F). 


Fibrés faiblement associés 


9. La construction décrite dans / se généralise d’une manière 
naturelle aux actions non fidèles de G dans F”: il faut préalable- 
ment passer à l’action fidèle correspondante, transformant ainsi } 
en un certain G/K-espace F”, où X est le noyau de non-fidélité. 
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Ainsi le fibré asso (£, F') est défini pour chaque F-fibré de Steenrod £ 
et chaque G-espace F”; dans le cas général ce sera un fibré de Steen- 
rod à groupe structural G/XÆ et à fibre standard F”.. Il est dit faible- 
“ment associé à E. 

Cette généralisation de la construction asso conserve également 
l'application asso (f, F') définie dans 3 en la transformant en une 
Fl-application. Les propriétés énumérées dans #, #,4 de cette cons- 
truction se modifient d'une manière évidente; par exemple, la 
F'-équivalence canonique asso (E, F") — asso (asso (E, F’), F”) de- 
vient, dans le cas d’un F” non fidèle (et d’un 7” fidèle), une }” -équi- 
valence. 


Sections associées aux F-applications 


6. Supposons que Ë&, Ë” sont des fibrés de Steenrod à groupe 
structural G et à fibre standard F; soit f: bs £ — bs £’ une appli- 
cation continue. La construction ci-après établit une bijection entre 
les F-applications À: € — £” telles que bs À — f et les sections d’un 
certain fibré de construction spéciale Fibr (£, £’; f). 

Désignons par G* le groupe G muni de |? action du groupe GX G 
définie par la formule (g,, g2) g = g, g g;" (cette action n’est pas en 
général fidèle) et posons 


Fibr (£, £"; j) = asso (diag' (6 X f'É’), GX), 


où diag — [diag: bs £ — bs £ X bs Ë] et asso est entendu dans le 

sens de 5. Il est clair que pour chaque F-application À vérifiant 

bs h — f et chaque point b'E bs £, l’homéomorphisme composé 
abtih) (ab t1 ad f)-1 


F pré t(@) (pre) (GO), (prf'E (BF) = F, 
où & E DH (Ë), pr E (a (F)) = b et BE DH (JE), prf! Ë (B (F)) = 


— b, est une transformation effectuée par un élément du groupe G. 
Ayant désigné cet élément par g (4, B), nous voyons que g (ag, 
Bge) — 2.8 (4, B) g" quels que soient g,, g, EG (ici il s’agit de 
l’action canonique à droite du groupe G dans DH (&) et DH (f'£')). 
Il en découle que, pour une action à droite du groupe G X G dans 
DH (E X f'E') X G* construite selon 7, l’orbite du couple (4 X B, 
g (x, B)) ne dépend pas du choix de «& et de B lorsque = et b sont 
fixes. En faisant correspondre cette orbite au point b, À étant fixe, 
nous obtenons une application continue de l’espace bs £ dans 
(DH (6 X F'EÉ’) X GX)/(G X G); il est clair que ce sera une section 
du fibré Fibr (&, Ë’; f). On dit qu'elle est associée à h et on la désigne 
par À*. La correspondance k-+ h* est une bijection de l’ensemble 
des F-applications À: & —- £’ vérifiant bs k — jf sur l’ensemble des 
sections du fibré Fibr (&, Ë’; f): l'application inverse fait corres- 
pondre à la section s: bs Ë — tl Fibr (£, £’; f) la F-application 
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h: E— E" définie par la formule 
tlh (x) = tl'ad f (Bx (gx (ax (x)))), 


où TELE, à; € DH (6), B+ EDH (FE), & EGet (a, X B,, gi) € 
€ so pr E (x). 

Remarquons que si bs &” — bs & et f — id bs Ë, alors une F-ap- 
plication h: £— £’ vérifiant bs À — f est précisément une F-équi- 
valence (voir 2.8). Ainsi, dans le cas où & et £’ ont une base commune, 
la construction décrite ci-dessus établit une bijection entre les 
F-équivalences £ — E” et les sections du fibré Fibr (&, £”; id bs Ë). 


4. Fibrés d’Ehresmann-Feldbau 


1. On appelle fibré d'Ehresmann-Feldbau tout W-F-fibré locale- 
ment W-f-trivial; cette dernière condition signifie que chaque- 
point de la base possède un voisinage au-dessus duquel le fibré est. 
W-F-trivial. | 

La théorie des fibrés d’Ehresmann-Feldbau n’est qu'une variante 
de la théorie des fibrés à groupe structural, plus simple que Îa théo- 
rie des fibrés de Steenrod (elle possède moins de structures) et moins. 
intéressante (on n'y considère pas de fibrés associés). Ce dernier fait. 
lui enlève presque entièrement sa valeur intrinsèque. Sa significa- 
tion consiste en ce que, pour une large classe de fibres standards, 
comprenant tous les cas importants, elle s'avère équivalente à la 
théorie des fibrés de Steenrod et permet ainsi de simplifier cette- 
dernière. 


Le cas d’une action topologiquement fidèle 


2. Une action continue fidèle G X X — X est dite topologique- 
ment fidèle si chaque application f: Ÿ — G, où Ÿ est un espace- 
topologique quelconque, à application composée continue 


YXXIGXX—-X (1 


est continue. Le G-espace X est lui aussi topologiquement fidèle. 

Il est clair qu'une action topologiquement fidèle reste topologi- 
quement fidèle par restriction du groupe et qu'un G-espace possé- 
dant un sous-espace topologiquement fidèle est topologiquement. 
fidèle. 

Des exemples évidents d'actions topologiquement fidèles sont. 
donnés par les actions libres; en particulier, l’action canonique: 
à gauche d'un groupe topologique est toujours topologiquement fidèle. 
D’autres exemples, tout aussi évidents, sont les actions usuelles. 
du groupe GL(n, R) et de ses sous-groupes dans R7. 

Pour qu’un G-espace X soit topologiquement fidèle il est néces- 
saire, et dans le cas où X est un espace de Hausdorff localement com- 
pact, également suffisant, que l'application c: G— G(X, X} 
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qui fait correspondre à chaque élément du groupe G la transforma- 
tion effectuée par cet élément, soit un plongement topologique. La 
nécessité de cette condition est évidente (il faut poser Ÿ = c (G), 
f = T(abc)-!t: c(G) = GD; lorsqu'elle est satisfaite, la continuité 
de l’application f: Ÿ — G est équivalente à celle de l'application 
composée Ÿ _*, G _°, €(X, X) qui découle, dans le cas d’un espace de 
Hausdorff localement compact X, de la continuité de l'application 
composée (1) en vertu du théorème 1.2.7.6. En particulier, si le 
groupe G est compact, alors chaque G-espace de Hausdorff locale- 
mient compact fidèle est topologiquement fidèle (voir 1.1:7.10 
<t 1.2.7.2); si l’espace X est un espace de Hausdorff localement 
<ompact et localement connexe, ainsi que lorsqu'il est un espace 
de Hausdorff compact, alors l’action usuelle du groupe Top À dans 
X est topologiquement fidèle (voir 2.2.5 et 2.2.6). 

3. Si la fibre standard F est topologiquement fidèle, alors chaque 
W-F-application (resp. chaque W-F-isomorphisme, chaque W-F-équi- 
valence) d'un F-fibré de Siteenrod dans un autre est une F-application 
{resp. un F-isomorphisme, une F-équivalence). 

Seule la continuité de l’application DA (f) qui correspond à la 
W-F-application f: £ — £’ d’un F-fibré de Steenrod dans un autre 
nécessite une démonstration. Par ailleurs, il suffit de démontrer 
cette continuité dans le cas où &, Ë” sont des fibrés triviaux standards. 
Dans ce cas 

tlé=bsEX F, lé = bsE X F, 
et tl f est de la forme 
(, y) (bsf (b), p (b) y), 


où p est une application de l’espace bs Ë dans le groupe structural G@, 
tandis que l'application bs £ X G—- bs £’ X G en laquelle DH (f) 
est transformée par les homéomorphismes canoniques 


bsEXG—DH(E), bsE£ x G— DH (E) 
{voir 2.2), se définit par la formule 
(b, g) (bsf(b), p (b) g). 


Il découle de la continuité de t1 f que la composée des applications 
prootlf: bsé X F — F qui coïncide avec l’application composée 
bsé x FA GX FF (où la deuxième flèche figure une action) 
est continue. Puisque cette action est topologiquement fidèle, œ 
est continue ainsi que DH (f). 

4. Tout fibré d'Ehresmann-Feldbau à fibre standard topologique- 
ment fidèle se transforme de manière unique, par topologisation de 
L'ensemble des homéomorphismes distingués, en un fibré de Steenrod. 

L'unicité d’une telle topologie découle du théorème 3; démon- 
trons son existence. Soit € un fibré d’'Ehresmann-Feldbau à fibre 
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standard topologiquement fidèle F. Recouvrons bs & par des ouverts 
au-dessus desquels Ë est W-F-trivial, fixons pour chaque ensemble U 
de ce recouvrement une W-F-équivalence 


hu: (UX F, pr, VU) + Ë lv 


et munissons les ensembles DH (E |y) d’une topologie à l’aide des 
applications 


DH (hu): DH (U X F, pra, U)—+ DH (E lu). 


Nous obtenons un recouvrement de l’ensemble DA (Ë) par des ensem- 
bles topologisés DH (& |:) ; il découle du théorème & que leurs topo- 
‘logies sont compatibles sur les intersections, conformément aux 
conditions de la construction 1.2.4.3. La topologie dans DH (E) 
obtenue par cette construction transforme justement & en fibré de 
Steenrod. 


Fibrés localement triviaux comme fibrés 
d’'Ehresmann-Feldbau 


9. Si F est un espace de Hausdorff localement compact, muni de 
l'action usuelle du groupe Top F, alors tout W-F-fibré d'Ehresmann- 
Feldbau est tout simplement un fibré localement trivial à fibres 
homéomorphes à F: Ainsi, les fibrés localement triviaux usuels dont 
Les fibres sont des espaces de Hausdorff localement compacts homéo- 
‘morphes entre eux, peuvent être envisagés comme des fibrés d’Ehres- 
mann-Feldbau et possèdent dans cette optique une structure de groupe 
implicite. Si les fibres sont en outre localement connexes ou com- 
pactes, alors de tels fibrés peuvent être envisagés comme des fibrés 
-de Steenrod. Remarquons que cette classe de fibrés comprend tous 
les revêtements (au sens large) à base connexe. 


5. Exercices 


1. Montrer que toutes les actions fidèles énumérées dans 2.3.11, 
2.3.12, 2.3.13 et 2.3.14 sont topologiquement fidèles. | 

2. Montrer que pour toute @'-variété de dimension positive, 
avec r > 1, l’action usuelle du groupe Diff” X dans À est topologi- 
quement non fidèle. 

3. Nous allons considérer R comme un Z-espace avec l’action 
{n, Dr=t+nineZ, tE€R);: considérons l'extension de cette 
action à l’action, définie par la même formule, du groupe additif R 
envisagé comme groupe discret. Montrer qué le fibré obtenu à partir 
de asso ((R, hel, St), R) à l’aide de l’extension du groupe struc- 
tural indiquée ci-dessus est non trivial comme fibré de Steenrod, 
mais trivial comme fibré: d'Ehresmann-Feldbau (cf. 4.3). | 

4. Soient G un groupe topologique connexe, F un G-espace fidèle 
et £ un F-fibré de Steenrod non trivial à base simplement connexe. 
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Désignons par G$ le groupe G muni de la topologie discrète, par 
F6 l’espace F envisagé comme un Gô-espace et enfin par E$ le fibré £ 
envisagé comme un W-F6-fibré. Montrer qu'aucune topologie de l’en- 
semble des homéomorphismes distingués du fibré £$ ne le trans- 
forme en un #6-fibré de Steenrod (cf. 4.4). 


$ 4. CLASSIFICATION DES FIBRÉS DE STEENROD 


1. Fibrés de Steenrod et homotopie 


1. Nous abordons le problème de la classification des fibrés 
de Steenrod à fibre standard donnée F et à base cellulaire donnée B 
relativement à la F-équivalence. Dans ce paragraphe notre résultat 
principal sera la construction d’une bijection canonique entre les 
classes de fibrés F-équivalents au-dessus de B et les classes d'homo- 
topie des applications de l’espace B dans un espace de construction 
spéciale dépendant seulement du groupe structural. Cette construc- 
tion permet de réduire le problème de classification des fibrés à un 
problème ordinaire de la théorie de l’homotopie. 


Lemmes sur les fibrés F-triviaux 


2. Soient € un fibré de Steenrod à fibre standard F et B,, B, des 
sous-ensembles fermés de la base bs Ë tels que B, |] B, = bs &E et 
B, N PB, est un rétracte de l’espace B,. Si les restrictions Ë | 8, E |p 


sont F-triviales, alors & est également F-trivial. 
Démonstration. Fixons une rétraction p: B, + B, NP; 
et des F-trivialisations 


hi: 1 = (B:1 X F, pri, Bi) — Ë 8,» 
ho: no = (BP: X F, pr, B,) — Ë | B, 


Z 


désignons par f la F-équivalence composée 
(ab h,)1 
> MiB,NB,: 


[Il est évident que tl f se décrit par la formule 
(©, y} (b, p(b)y) bEB NB, yEeFl, 


où est une certaine application de l’intersection B, N BP, dans le 
groupe structural G, tandis que DH (f), après transformation par 
l'homéomorphisme canonique (B, NB.) X G— DH (n, |B,n2,) en 
nne application (BNP) XG—+(B, NB.) X G, se décrit par la 
ormule 


id ab h, 
Mlz,nB, > M]B,N2, TT? é|B,Nn8, 


(ob, 8) (b, p(b)g) (bEB NB, gel. 
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Ainsi, la continuité de DH (f) implique celle de ® et par suite celle 
de l'application B, X F — B, X F définie par la formule (b, y) —- 
> (b, p°.p (db) y). Cette dernière, réunie à id B,, constitue une 
F-équivalence f': n, —— n, et l'égalité évidente 


f={abf" :Mlzne, —+ Ml 8,n2,l 


montre que les F-applications composées 
h, in 1’ h, in 
M — Ë]8, — &, M — M — Er, — Ë 


coïncident au-dessus de B; f B,. D'après 3.2.7, il en découle qu’elles 
constituent une F-application du fibré (B X F, pr,, B) dans E; 
en vertu de 3.2.8, cette dernière application sera une F-équivalence. 
3. Chaque F _fibré de Steenrod à base [" est F-trivial. 
Démonstration. Soit n un F-fibré de Steenrod avec 
bs n — /”. Choisissons un entier positif V tel que n soit F-trivial 
au-dessus de chaque cube d’arête 1/N contenu dans 7”, et décom- 
posons /* de manière usuelle en V” cubes que nous numéroterons 


dans l'ordre lexicographique en une suite Q,, ..., Qnr:; posons 
W; — U Rel Une récurrence évidente montre que n est F-trivial 
au- dessus de chacun des ensembles W,, ...., Wyn: le passage de 


W; à W;,, s'effectue à l’aide du lemme 2 appliqué à En |w,.4, 
B, = W;,B, = 0;:,. Ainsi n est F-trivial au-dessus de W yn = F7. 
4. Soient &., &, des fibrés de Sieenrod à fibre standard commune F 
et de mêmé base B; soit À un rétracte de l’espace B. Si E,, Ë, sont 
F-triviaux, alors pour toute F-équivalence h: £, |4 — E, |4 il existe 
une F-équivalence h': &, — €, telle que lab h': &, la — Eo [al = h. 
Il suffit de démontrer la proposition dans le cas où Ë&, est le 
Fibré trivial standard (B X F, pr;, B) et &, = &,. Soit p: B— A 
une rétraction. Îl est évident que tl À se décrit par la formule 


(a, y) (a; q(a)y) la6eA, yEeFl, 


où est une application de l’ensemble À dans le groupe structural G, 
tandis que DH (h), après transformation par l’homéomorphisme ca- 
nonique À X G— DH (£,\4) [=DH (E |aïen AXG—A XG 
se définit par la formule 


(a, 8) (a, q(a)g) lacA, gel. 
Ainsi la continuité de DH (h) implique celle de æ et donc celle de 
l'application B X F— B X F' définie par la formule (b, y) 


> (b, go p(b)y). Cette dernière application constitue avec id B 
une F-équivalence h': &, — E, qui prolonge 4. 
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Invariance homotopique du fibré induit 


5. Soient £ un fibré de Steenrod à fibre standard F et f,, j, des 
applications continues d'un espace cellulaire X dans bsE£. Si f,, f> 
sont homotopes, alors les fibrés f'E, f{E sont F-équivalents; en outre, si 
1 fo Sont A-homotopes, où À est un sous-espace cellulaire de X alors 
il existe une F-équivalence JE —- f{ë qui est l'identité sur f!E |4. 

Démonstration. Fixons une A-homotopie AH: X x 1 —- 
—+ bs Ë qui joint f, à f, et posons &, — (FE) X (7, id Z, 1), E, = 
= H'É. Il est clair que E, K(xxo)ucaxn = Es Kxxo)Ucaxn et que 
l'homéomorphisme canonique ZX — X X 1 transiorme EË, |xx1, 
Eolxxa en JE, fiE. Par conséquent, il suffit de construire une 
F-équivalence E, — &, qui est l'identité au-dessus de (X X 0) LJ 
U (4 X 1). | 

Nous l’obtiendrons comme la limite d'une suite de #-équiva- 
lences h;: £1 lc, — 62 lc, qui se prolongent où 


C;=(X X 0) U(A X 1) U(ske; X X I). 


L'application hk_, est l'identité par définition, la F-équivalence 
h;1, se construit à partir de la F-équivalence =; de la manière sui- 
vante. Nous supposerons que l’espace X est équipé. Soit la cellule 
e Ecell;,,X \cell;., À ; désignons par g, la F-équivalence, définie 
par la F-équivalence h;, entre le ïfibré 


[ab (cha. X id Z)IT (6, lo,) = T(chae X id 7)! Eslleni+ixo) ustxn. 
où 
ab (cha, X id 7) = [ab (cha, X id 2): (Dit X 0) U (Si x 
X 1) — Cl, 

et le fibré 
[ab (cha. X id 2)1! (Ë le,) = I(cha, X id 1)! Es] lpi+ixoutsixn- 
D'après le lemme 3, les fibrés 

(cha, X id Z)'E,, (cha, X id L)'É, 


sont F-triviaux, et puisque (D°+1 X 0) U (S X J) est un rétracte 
du cylindre D't! X J, le lemme 4 permet de prolonger g, en une 
certaine F-équivalence 


z,: (cha, X id 1)'E, —+ (cha, X id J)'E.. 
En remarquant que l'application tl £, est constante sur les éléments 
de la partition zer (tl ad (cha, X id /)) et en appliquant le théorè- 
me 3.2.6 (en y prenant B — D'H X I et p = [ab (cha, X id L): 
D'* X [— Cle X 1}), nous voyons que la F-application composée 


| £e | , ab ad (cha, Xid I) 
(cha, X id 7) E, —— (cha, X 14 LE ——— Ë$, | exr 
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définit une F-application Ejlciexr — Éo lciexr, tandis ‘que d’a- 
près le théorème 3.2.8 cette dernière est .une F-équivalence. Nous 
désignons cette F-équivalence par h., et remarquons que, pour des 
cellules e,,. e, € cell,,, X cell;,, À queiconquess les applications 
ilh., tlh., coïncident au-dessus de (Cle, X 7) NA(CLe, X 7) et. 
que pour chaque cellule e € cell;,,, XX cell;,, À l'application til ». 
coïncide au-dessus de (CI e X 7) AC; avec tlh;. Les ensembles C, 
et Cle X I pour e E cell;,, À K celli4, A constituent un recouvre- 
ment fondamental de l’espace C;:,, par conséquent, en vertu de 
3.2.7, les applications h; et h, pour e € cell;,, X cell;., À consti- 
tuent une F- application £, (c, 1 7 6e lc;,, que nous prendrons en 
guise de »;+,. Il est clair qu 'elle prolonge h; et d'après 3.2.7 hit: 
est également une F-application. 

Il reste à établir que la suite {h;: Ë, |c, — E, |c,} converge 


vers une F-équivalence £, — £.. Pour cela, il suffit de remarquer 
que les ensembles C’; constituent un recouvrement fondamental de 
l’espace X X J et d'appliquer le théorème 3.2.7 aux suites {h;} 
et {h;'}. 


Les ensembles Stee(B, F) 


6. Nous désignerons par Stee (B, F) l’ensemble des classes de 
F-fibrés de Steenrod F-équivalents au-dessus de B. Nous envisageons 
les applications que l’on fait subir à cet ensemble par l’opération 
de passage au fibré induit, l'extension du groupe structural et l’opé- 
ration de passage au fibré associé. 

Pour une application continue f: B'— B, la correspondance 
Er f'E définit une application 


f': Stee (B, F) — Stee (B', F). 


Le théorème 5 nous montre que, dans le cas où B” est un espace cel- 
lulaire, l’application f' est déterminée par la classe d’homotopie 
de l'application f. D'où il découle que si les deux espaces B, B’ 
sont cellulaires et f est une équivalence d'homotopie, l’applica- 
tion f' est bijective. 

L'extension du groupe structural, qui fait du G,-espace F, un 
G-espace fidèle F, définit pour tout espace topologique PB l’appli- 
cation 


ext: Stee (B, F 1) — Stee (B, F). 
Cette application ‘est naturelle dans le sens que le diagramme 


Stee (B, F,) —"" Stee(B, F) 


| |; 
J' j° 
ext | 
Stee (B”, F,) ——> Stee (B", F) 
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est commutatif pour chaque application continue f: B' — B, comme 
on le voit immédiatement. 

Si F" est un autre G-espace fidèle, alors la correspondance & +— 
> asso {6, F”) définit, pour tout espace topologique B, l’applica- 
tion 

asso : Stee (B, F) — Stee (B, F'),. 


‘Cette application est bijective (l’application inverse est asso : 
Stee (BP, F”) + Stee (B, F)) et naturelle dans ce sens que le dia- 
gramme 


Stee (B, F) un Stee (B, F') 


| 


Stee (B”, F) "7; Stee(B', F') 
est commutatif pour chaque application continue f : B° + B {voir 
3.3.4). 
En outre, le diagramme 
ass0 


Stee (B, F,) ——> Stee(B, F°) 
| ext (1) 


| 
ext | | 


Stee (B, F) ——> Stee(B, F') 


est commutatif quels que soient l’espace topologique PB, les G;-espaces 
fidèles F,, F, et les G-espaces F, F” fidèles qui s’en obtiennent par 
extension du groupe structural (vair 3.3.5). 


2. Fibrés universels 


1. Soit F un G-espace fidèle. Il découle du théorème 1.5 que pout 
tout F-fibré de Steenrod Ë et tout espace cellulaire PB la corresponr 
dance entre le fibré f'E et l’application continue f: B —- bs Ë défini- 
une application x (B, bs £) — Stee (B, F). Nous désignerons cette 
application par induz (B, Ë). 

Il est clair que le diagramme 


L ! 
7 (B,C) —teegs) Stee (B,F) 


a | fauss 


7 (B,5SÈ) 
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est commutatif pour chaque espace topologique C et chaque aphli- 
cation continue g: C — bs Ë, tandis que lé: diagramme 


induz (B, asso(é, F’}) | 
%(B,bSË)  _ _ _ ” Stee(B,F') 


induz(B£ asso 


Stee (B,F) 


est commutatif pour chaque G-espace fidèle F’. 

2. Un F-ibré de Steenrod € est: dit universel si l’application 
induz (PB, €) est bijective’ pour chaque espace cellulaire B. Au- 
trement dit, un F-fibré de Steenrod Ë& est appelé universel si: 
(i) pour chaque F-fibré de Steenrod £ à base cellulaire, il existe 
une application continue f: bs Ë — bs Ê telle que le fibré f'È 
est F-équivalent à E'; (ii) deux applications continues quelconques 
fa» 2 d'un espace cellulaire dans bs € qui donnent des fibrés f!É, 
fi F-équivalents sont homotopes: 

Remarquons que la condition (i) est équivalente à la condition 
(i'): pour chaque fibré de Steenrod & à base cellulaire il existe une 
F-application & — £. Démonstration: si f: bs 6 —'bs & et g: £ — 
—+ f'É sont’ respectivement une application continue et une F-équi- 
valence, alors ad fo g: E—+ © est une F-application; réciproque- 
ment, si k: & — € est une F-application, alors corr h: E— (bsh)! à 
est une F-équivalence (voir 3.2.9). 

D'une manière analogue, la condition (ii) est équivalente à la 
condition (ii’)}: pour chaque F-tibré de Steenrod £ à base cellulaire 
et deux F-applications quelconques h,, h,: & — €, les applications 
bs k,, bs h, sont homotopes. En effet, si &, k, et k, possèdent les 
propriétés indiquées, alors chacun des fibrés (bs h,)' &, (bs h.)! & 
est F-équivalent à £ et (ii) implique que les applications bs h,, 
bs h. sont homotopes ; réciproquement, si fo, f sont des applications 
continues d’un espace cellulaire dans bs & et h: fiC — f!C est une 
F-équivalence, alors f, = bs ad fo, f1 = bs (ad jf, ° h) de sorte que 
(ii’) implique que fo, 1 sont homotopes. 

Remarquons également que les conditions (ï’}, (ii’) (et donc les 
conditions (i), (ii)}) sont les conséquences de la condition suivante: 
pour chaque F-fibré £ à base cellulaire, et chaque sous-espace À 
de cette base, toute F-application Ë |4 — Ë se prolonge en une 
F-application £ — £. Pour déduire (i’) de cette condition, il suffit 
de poser À — G. Pouï en déduire (ïii’), il suffit de l’appliquer au 
F-fibré £& X (7, id 7, Î) en prenant pour sous-espace de la base 
bs (& X (7, id 7, 1) = bs£ X I, à partir duquel on effectue le 


20—0824 
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prolongement, la réunion (bs & X 0) [J (bs & X 1) et en définissant 
l'application à prolonger 

g: (EX (Z, id 7, Z)) [@s sx OURS Ext) > E 
par les formules 

bs g (b, 0) = bsh, (db), bs g (b, 1) = bsh, (b) [b € bs É], 

tlg(c, 0) =tlho(x), tig(z, 1) =tlh, (x) ÎretlE]. 

3. Un fibré induit par un fibré universel au moyen d'une équivalence 
homotopique est lui-même un fibré universel. 

En effet, si © est un F-fibré universel et f: B — bs & une équi- 
valence homotopique, alors l'application induz (B, f'£) coïncide 
pour chaque espace cellulaire B avec la composée induz (B, Ë)e 
o.x (f, id B) (voir 1); elle est donc bijective. 

. 4. Si deux F-fibrés &, L’ sont universels et les espaces bs &, bs £* 
cellulaires, alors l'application bs g: bs Ü —- bs L’ est une équivalence 
homotopique pour toute F-application g: &— L’. 

Démonstration. Fixons une F-application de sens inverse 
g': &{’— €. Puisque les composées g'og: C—£, gog': L'— ce 
sont des F'-applications, la condition 2 (ii’) implique que l’appli- 
cation bs g’ + bs g = bs (g’ ° g) est homotope à id (bs Lt), tandis 
que l'application bs g ° bs g’ = bs (g ° g’) est homotope à id (bs £”). 

5. Tout fibré associé à un fibré universel est universel. 

__ En effet, si 6 est un Ffibré universel et F’ un G-espace fidèle, 
alors l” application induz (B, asso (&, F”)) coïncide, pour tout espace 
cellulaire B, avec la composée des applications induz (B, &) et 
asso : Stee (B, F) — Stee (B, F') (voir 1); elle est donc bijective. 


Espaces classifiants 


6. Le théorème 5 nous montre que la base d’un fibré universel 
à groupe structural G est en même temps la base des fibrés univer- 
sels à groupe structural G et à fibres standards quelconques et ne 
dépend pas en ce sens du choix de la fibre standard. On l'appelle: 
espace classifiant du groupe G. 

I1 découle du théorème $ qu’un espace homotopiquement équi- 
valent à un espace classifiant du groupe G est également un espace 
classifiant du groupe G. Le théorème 4 implique que deux espaces. 
cellulaires classifiants pour G sont homotopiquement équivalents. 


Fibrés Æk-universels 
7. Un F-ibré de Steenrod & est dit k-universel si l'application: 
induz (B, &): n (BP, bs £) — Stee (B, F) 


est surjective pour tout espace cellulaire B de dimension <% et. 
si elle est injective lorsque B est de dimension 4 — 1. Autrement. 
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dit, un F-fibré de Steenrod & est appelé k-universel si, première- 
ment, pour chaque F-fibré de Steenrod £ à base cellulaire de dimen- 
sion <k, il existe une application continue f : bs + bs € telle que 
le fibré f'é est F-équivalent à & et, deuxièmement, si deux applica- 
tions continues fo, f, d'un espace cellulaire de dimension <k — 1 
dans bs © telles que les fibrés fit, f!G s'avèrent F-équivalents, sont 
homotopes. Conditions équivalentes: pour chaque F-fibré de Steen- 
rod £ à base cellulaire de dimension <# il existe une F-application 
£ — £; quels que soient le F-fibré de Steenrod ë à base cellulaire de 
dimension <k — 1 et les F-applications g,, 81: 8 — €, les appli- 
cations bs 80: bs & sont homotopes. 

Dans ces énoncés, # est un nombre naturel; par analogie, les 
fibrés universels sont appelés parfois oo-universels. Il est évident 
qu’un fibré k-universel est Z-universel si ! < k. Les théorèmes 2.3.2.4 
et 2.3.2.5 impliquent que, pour << k, la restriction d’un fibré 
k-universel à base cellulaire à un sous-espace de la base qui contient 
le squelette de dimension / est /-universelle. 

Les théorèmes & et 5 restent valables pour les fibrés k-universels : 
le fibré induit par un fibré k-universel au moyen d’une équivalence 
homotopique est k-universel ; de même un fibré associé à un fibré 
k-universel est k-universel. 


3. Fibrés de Milnor 


1. La construction ci-dessous fait correspondre à chaque groupe 
topologique G un certain fibré principal à groupe structural G que 
l’on appelle G-fibré de Milnor ; il sera noté Mi G. Nous montrerons 
dans # à 6 que Mi G est un G-tibré universel. 

Désignons par TG (k) le join de 4 copies du groupe G. L'espace 
TG (k) se plonge d’une manière naturelle dans 7G (k + 1) (en tant 
que base du join TG (k) x G = TG (k + 1)), ce qui permet de définir 
la limite TG = lim TG (k). L'action à droite du groupe G dans G, 
qui fait correspondre à un élément g du groupe G la transformation 
£ g7lg,, induit une action à droite continue et libre de ce groupe 
dans TG (k) et comme les plongements TG (k) — TG (k + 1) sont. 
des G-applications relativement à cette action, une action de même 
type apparaît dans TG. Aïnsi on a défini le G-fibré (TG, pr, TG/G) 
qui est justement Mi G. 

Si G, est un sous-groupe du groupe G, alors on a les injections. 


ins...+in: TG (H)—TG(H)  (k—1,2,...), 


où in = [in: G, —+ G]; il est clair que ce sont des in-applications. 
En outre, elles sont compatibles avec les plongements 


TG(h)—+ TG(k+A1), TG) TG(k+A) 2: 
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de sorte que l’on peut définir l’application limite TG, — TG (voir 
1.2.4.4). Celle-ci est aussi une in-application et constitue, avec 
l'application TG:/G, — TG/G qu'elle induit, une application 
Mi G, — Mi G qui est évidemment une (in, in}-application. Ainsi, 
à l'injection G — G correspond la (in, in)-application Mi G, — 
— Mi G. 


Trivialité locale du fibré Mi G 


2. Il nous sera commode d'identifier l’espace 7G (k) avec le sous- 
espace du produit cône & X ... X cône G (4 facteurs) constitué 
des points | 


{pr (gi; th, l +... + lp —= 1, 


(voir 1.2.6.4; ici pr — [pr: G X TZ — cône G]) qui lui est canoni- 
quement homéomorphe. Après cette identification, les points de 
l'espace TG se présentent comme des suites {pr (g:, t:)H24, “és — 
= {, à support borné en ce sens que tous les f;, sauf un nombre fini, 
sont nuls, et l’action à droite du groupe G dans TG décrite dans 7 
se donne [par la formule 


{pr (gi, t:)} g = { pr (g7'gi, ti)}. 


8. Le fibré Mi G est localement G-trivial, 

Un recouvrement ouvert au-dessus des éléments duquel le fibré 
Mi G est G-trivial est constitué des ensembles pr MiG(U;), 
pr Mi G(U,), ..., où U, est la famille de suites {pr (g;, t;:)} avec 
lt, 0, tandis que la G-trivialisation 


prMiG(U,) x G— pr Mi G+ (pr Mi G (U.)) [=U,] 


rapporte à chaque point (x, g) la suite {pr (g;, t;)} définie par les 
conditions pr Mi G {pr (g;, ti)} = x, g = g. 


L’universalité du fibré Mi G 


4. Le fibré Mi G est universel. 

En vertu de 2.2, il suffit de démontrer que, quels que soient le 
G-{ibré £ à base cellulaire et le sous-espace À de cette base, toute 
‘G-application f: Ë |4 — Mi G se prolonge en une G-application 
£— MiG. 

Considérons d’abord le cas où bs £ = D'*? (pour un certain r), 
et À = S”’. Dans ce cas, le fibré Ë est G-trivial (voir 1.3), ce qui 
permet de l'identifier avec le G-fibré G-trivial standard (D’* X G, 
pr, D"#) et de définir le prolongement cherché h: £— Mi G par 
‘une formule explicite: nous désignons par 4 le plus petit des nom- 
bres s qui vérifient TG&(s) = tlf {ST X e:) et par p; l'application 
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composée 


STX G 


abtif k pri 
— TG 2 cône GX ... x cône G—“+ cône G 


k 
(i = 1,..., k); ensuite nous définissons l'application 4: D x 
X G— TG (k + 1) par la formule 


Ÿ (£y, g) — (Pa (y), . Pr (y), pr (g, 1 — t)), 


où y EST, tE I, et pr = [pr: G X I — cône GI, et nous posons 
tlh = (in: TG(k +1) — TG] 0 y. L 

Le cas général se réduit à ce cas particulier. Nous supposerons 
que l’espace bs Ë estéquipé et qu'une G- application h, : 6 [AU skerbst> 
—+ Mi G qui prolonge f est déjà donnée. D’après ce que nous avons 
démontré, pour chaque cellule e € cell,}, bs EXcell,+, À la G-appli- 
cation 


fe = h,o ad [ab cha,: S° — À |] ske, bs El: cha! & [sr — Mi G 


se prolonge en une certaine G-application g,: cha! & — Mi G: il est 
clair que l'application tl g, est constante sur les éléments de la 
partition zer (tl ad cha.). En appliquant le théorème 3.2.6 (dans 
lequel on pose B = D'*! et p = [ab cha,: D'1— Clel]), nous 
voyons que £, définit une G-application Ë or e > Mi G. Nous dési- 
gnerons cette application par h.; remarquons que, quelles que soient 
les cellules 


1, €9 € cell,+, bs EKcell,,;, 4, 


les applications tl h., tlh. coïncident au-dessus de Cl e, NCLle,, et 


2 

que, pour chaque cellule e € cell,., bs Ecell,., À, l'application 
tlh,coïncide au-dessus de Cl e f} (À {Jske, bs Ë) avec tl h.. Il découle 
de cette compatibilité des applications que les applications #, et A, 
pour e € cell,., bs EKcell,., À forment une certaine G-application 
hr41: 8 [AUSskerasbse > Mi G qui prolonge h, (voir 3.2.7). Aïnsi, 
nous avons construit par récurrence une suite {h,: & |A U skesbs £ — 
— Mi G}i: avec hk. — f constituée de G-applications qui se pro- 
longent de proche en proche, et comme les ensembles À {} ske,:, bs & 
constituent un recouvrement fondamental de l’espace bs & on voit, 
toujours en vertu de 3.2.7, que les applications h, forment une G-ap- 
plication & — Mi G qui prolonge f. 


Remarque 


5. La base du fibré Mi G n’est pas un espace cellulaire ; pourtant, 
au chapitre suivant nous montrerons qu'il existe également, pour 
chaque groupe topologique G, des G-fibrés universels à base cellu- 
laire ; voir 5.6.1.4. D'où l’on déduira, en se servant de 2.7, que pour 
chaque groupe topologique G et un X naturel, il existe un G-fibré 
k-universel à base cellulaire de dimension <%. 
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4. Réduction du groupe structural 


1. On dit qu’un fibré de Steenrod E£, à groupe structural G, et 
à fibre standard F, s'obtient d’un fibré de Steenrod £ à groupe struc- 
tural G et à fibre standard F par réduction du groupe G à G; si & s’ob- 
tient de Ë, par extension du groupe G; à G: voir 3.2.4. 

Tandis que l'extension du groupe structural d’un fibré de Steen- 
rod est toujours bien définie, la réduction du groupe structural à son 
sous-groupe donné, comme nous verrons, est loin d’être toujours 
possible ; et lorsqu'elle l’est, elle peut donner des fibrés qui ne sont 
pas équivalents relativement au groupe réduit. Autrement dit, l’ap- 
plication 

ext: Stee (B, F;) — Stee (B, F) (2) 


définie dans 1.6 peut avoir une image plus petite que Stee (B, F) 
et peut ne pas être injective. 

Remarquons que les propriétés ensemblistes de l'application (2) 
sont définies par le triplet B, G, G., i.e. elles restent les mêmes si, 
sans changer B, G et G;, nous remplaçons F par un autre G-espace 
fidèle et F, par le G.,-espace correspondant. Ceci découle de la commu- 
tativité du diagramme (1). 

2. Rappelons que, dans le cas cellulaire, Stee (2, F) peut être 
interprété comme l’ensemble des classes d’homotopie des applica- 
tions continues de l’espace B dans l’espace classifiant du groupe 
structural. Nous allons décrire l’application (2) dans le même langage 
homotopique. 

Supposons que G&, G, et F, F, ont la même signification que 
dans 7 ; soient &, &, des fibrés universels à fibres standards #, F.. 
Nous dirons qu’une application continue 4: bs &, — bs 6 est classi- 
fiante si le fibré Y'Ë est F-équivalent au fibré obtenu de 6, par exten- 
sion du groupe G, à G. Il découle de la définition du fibré universel 
qu’une telle application existe lorsque la base bs &, est cellulaire; 
elle existé certainement si 6 = MiG, &, = MiG, (voir 3.1). Pro- 
position: pour chaque 1 vérifiant la définition ci-dessus le diagramme 


Stee (B, F,) —"" Stee(B, F) 


lim (B, 61) linux (B, à) (3) 
n{id B, L2A 


n(P, bs Gi) n(B, bsi) 


est commutatif pour chaque espace cellulaire B. 
Démonstration: La composée induz (B, £)on (id B, ) 
envoie la classe d’ homotopie de l'application fi: B — bs ?, dans 
la classe du fibré (1 © f,)' 6, tandis que la composée ext o induz (B, &;) 
l'envoie dans la classe d’un fibré obtenu de f!£, par extension du 
groupe G, à G. Puisque l’extension du groupe structural permute 
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avec induz (voir {.6), cette dernière classe contient le fibré f! (L'£) 
æt il reste à remarquer que fl (b'£) = (pe 1)! à 

3. La commutativité du diagramme (3) et la bijectivité des appli- 
<ations figurées par les flèches verticales permettent d'affirmer que 
induz (B, &,), réduit à l’ensemble des classes d’homotopie des appli- 
<ations B — bs 6, telles que leur composée avec % soit homotope 
à l’ pplication donnée f: B — bs &, est une injection sur l'ensemble 
des :lasses des F,-fibrés F,-équivalents obtenus de f'£ par réduction 
du zroupe G à G,;. En particulier, un F-fibré de Steenrod £ à base 
Cellulaire admet une réduction du groupe G à G, si et seulement si 
l'application bs £ — bs &, ayant servi à obtenir un fibré induit 
F-équivalent à £, est homotope à la composée de l'application con- 
tinue bs £ — bs &, avec 1. 


5 Exercices 


1. Pour un groupe topologique G et un k naturel désignons par 
Mi (G, k) la restriction du fibré MiG à TG (k)/G, i.e. le fibré 
(TG (k), pr, TG (k)/G). Montrer que Mi (G, k) est un G-fibré (4 — 1)- 
universel. 

2. Montrer que le fibré Mi Z, est isomorphe à (S°, pr, RP) 
et le fibré Mi (Z,, #) (voir 1) est isomorphe à (S*1, pr, RP#-1), 

3. Montrer que le fibré Mi S* est isomorphe à (S= , pr, CP®) 
æt le fibré Mi (St, k) est isomorphe à (S%#*"1, pr, CP*#, 

4. Considérons pour une @’-variété À compacte de dimension nr 
avec 1<r<o l'action à droite du groupe Diff” X dans 
Emb”(X, R®?) définie par la formule 


(j, ph jop, jEEmb’(X, R1),{l € Diff X 
et son action limite à droite dans 
lim (Emb' (X, RT), ab €’ (id X, lin): Emb' (X, R1?) — 
— Emb” (X, R1#)). 


Montrer que (lim Emb” (X, R2?}), pr.i [lim Emb’ (X, R2)l/Diff” X) 
est un Diff” X-fibré universel et que dans le cas 9 > 2n +1 


(Emb” (X, R®, pr, Emb° (X, R?)/Diffr X) 
est un Diff” X-fibré (qg — 2n — 1)-universel. 


$ 9. FIBRÉS VECTORIELS 
1. Définitions générales 


1. Le principal objet du présent paragraphe est l’étude des fibrés 
de Steenrod dont la fibre standard est l’espace R”, muni de l’action 
usuelle d’un des groupes GL(n, R), GL, (n, R), O (n), SO (n), 
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he mm. 


ou l’espace Cr, muni de l’action usuelle d’un.des groupes GL (n, C), 
U (n). | 

_ Puisque toutes les fibres standards énumérées ci-dessus sont topo- 
logiquement fidèles, les fibrés qui nous intéressent peuvent égale- 
ment être envisagés comme des fibrés d’'Ehresmann-Feldbau avec 
les mêmes fibres standards (voir p. 3.4). Grâce à ce fait nous pouvons 
ne prêter aucune attention, dans tout ce paragraphe, à la topologie 
dans les ensembles des homéomorphismes distingués. 
_ Pour alléger l’exposé, nous introduisons pour les fibres stan- 
dards indiqueés des notations) spéciales: GL R”, GL, R', OR?, 
SOR?, GLC”, UC. 


La fibre standard GZR'Æ 


2. Un fibré de Steenrod à fibre standard GLR” , est appelé fibré 
vectoriel réel de dimension n. ‘ | 

Puisque l’espace à GLR”-structure est un espace vectoriel réel 
de dimension n (voir 3.1.3), tout W-GLR”-fibré est simplement 
un fibré dont les fibres sont des espaces vectoriels réels de dimen- 
sion #2. Il est clair également que la W-GLR"-équivalence entre les 
W-GL R'-fibrés est une équivalence linéaire sur les fibres corres- 
pondantes. Aïnsi un fibré vectoriel réel de dimension n est un fibré 
dont les fibres sont des espaces vectoriels réels de dimension # et 
qui est localement trivial au sens vectoriel : chaque point de la base 
possède un voisinage Ü au-dessus duquel le fibré est linéairement 
équivalent, fibre par fibre, au fibré (U X R”, pr, U). 

3. Un fibré E dont les fibres sont des espaces vectoriels réels de dimen- 
sion n est un fibré vectoriel réel de dimension n (i.e. est localement 
trivial au sens vectoriel indiqué ci-dessus) si et seulement si: (i) il est 
localement trivial au sens topologique ; (ii) les opérations vectorielles 
partielles qui existent dans tl £, i.e. les applications 


R Xtl£—itlE, 
{a 2) EL E X HE | pr E (es) = pr E (e1)} + tl E, 


définies par les formules (À, x) > At, (a, 2) 2, x, sont con- 
linues. 

La nécessité de ces conditions est évidente; démontrons leur 
suffisance. 

Soit b, un point de la base bs £. Fixons une base de vecteurs 
Vis + + + Vn de l’espace pr £"* (b:), un voisinage U du point b,, 
à restriction £ |ÿ topologiquement triviale et une trivialisation 
h: (U X R7, pr, U) —+ E | de cette restriction; définissons une 
application linéaire sur les fibres h’: (U X R°, pr;, U) - Ë en 
posant 


tlh’ (b, ort,) = tlh (b, pre tl A-1 (v;)), 
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où pr, = [pr,: U X R®— R"]. Fixons ensuite des voisinages dis- 
joints K et N de l’ensemble pr, o tl ko tl h' (b, X S””Ÿ) et du point 
pr, tlh-tcetlh"(b,, 0) de R" et désignons par V le voisinage du. 
point b, constitué des points b € U avec 


tr bx Seth (bx KE), tlh'(Eb, D ctlh(b x N). 


Il est clair que l’ensemble tl k’ (b X ST ne contient pas le point. 
tl'h’ (b, 0) lorsque b € V; aïnsi l’application 


ab h': (VX R7, pr;, V) — £ly 


est non dégénérée sur les fibres. Ceci permet de lui appliquer le: 
théorème 3.2.8, en prenant en guise de F l’espace R” envisagé com- 
me un TopR'-espace Îles fibrés (V X R", pr,;, V}) et El; sont. 
considérés comme des F-fibrés de Steenrod — voir 3.4.5]. Le théo- 
rème entraîne que ab h’ est une équivalence au sens topologique, 
ce qui termine la démonstration, puisque ab k’ est linéaire sur les 
fibres. 
La fibre standard OR? 


4. Les fibrés de Steenrod à fibre standard OR" sont appelés 
fibrés euclidiens de dimension n. 

Puisqu’un espace à OR”-structure est un espace euclidien de 
dimension n, tout W-OR"-tibré est simplement un fibré dont les 
fibres sont des espaces euclidiens de dimension n. Il est clair égale- 
ment que la W-OR"-équivalence entre les W-OR"-fibrés est une 
équivalence orthogonale sur les fibres. Ainsi, tout fibré euclidien 
de dimension n est un fibré dont les fibres sont des espaces euclidiens 
de dimension nr et qui est localement trivial au sens euclidien natu- 
rel : chaque point de la base possède un voisinage Ü au-dessus duquel 
le fibré admet une équivalence (orthogonale sur les fibres) avec 
le fibré (U X R”, pr;, Ü). 

9. Un fibré & dont les fibres sont des espaces euclidiens de dimen- 
sion n est un fibré euclidien de dimension n (i.e. est localement trivial 
au sens euclidien) si, et seulement si, il vérifie les conditions (i), (ii) 
de ‘3 et la condition (iii) : La fonction tl É— R qui fait correspondre à. 
chaque vecteur sa longueur est continue. 

La nécessité de ces conditions est évidente; démontrons leur 
suffisance. En vertu de théorème 3, il découle de (i) et (ii) que, pour 
chaque point de la base bs Ë, il existe un voisinage ÜU au-dessus du- 
quel £ possède une trivialisation linéaire sur les fibres 


hi (U X R°, pr, U) —+ Élu. 


Supposons que v, (b), ..., v, (b) est une base de l’espace pr £"* (b), 
b E U, obtenue par la procédure usuelle d’orthogonalisation de la base 
tl k (6, ort,), . .., tl k (b, ort,). Il découle de (iii) que les vecteurs 
v; (b) sont des fonctions continues de b ; il est clair que l'application 
linéaire sur les fibres h’: (U X R?, pr,, U)— £]y définie par 
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da formule 
tlh'’ (b, ort;) = v,; (b) (i=1,...,n) 


est une trivialisation orthogonale sur les fibres du fibré & |y. 

6. L'inclusion O (n) & GL (n, R) permet de faire correspondre 
à chaque fibré euclidien Ë de dimension n l’unique fibré vectoriel 
£’ réel de dimension # en lequel Ë se transforme par extension du 
groupe structural. Le théorème 5 permet d'interpréter la réduction 
du groupe structural qui transforme Ë” en &£ comme l'introduction 
d’une structure supplémentaire dans le fibré £” : il s’agit des distan- 
<es euclidiennes dans les fibres dont la longueur est une fonction con- 
tinue sur tl Ë’. Cette structure supplémentaire est appelée distance 
euclidienne dans €’. 


Les fibres standards GL,R? et SOR? 


7. Un fibré de Steenrod à fibre standard GL,R" est appelé 
fibré vectoriel réel orienté de dimension n. Les fibrés de Steenrod à fibre 
standard SORT sont appelés fibrés euclidiens orientés de dimension n. 

Puisqu'un espace à GL.,R"-structure est un espace vectoriel 
orienté de dimension #7, tandis qu'un espace à SOR"”-structure un 
espace euclidien orienté de dimension n, un W-GL,R"-fibré est 
un fibré dont les fibres sont des espaces vectoriels orientés de dimen- 
sion #, tandis qu'un W-SOR"-fibré est un fibré dont les fibres sont 
des espaces euclidiens orientés de dimension n. Il est également clair 
qu'une W-GL,RT'-équivalence entre les W-GL;R"-fibrés est 
une équivalence linéaire sur les fibres qui conserve l'orientation sur 
les fibres, tandis qu'une W-SOR"-équivalence entre les W-SOR"- 
ibrés est une équivalence qui est orthogonale et conserve l’orien- 
tation sur les fibres. 

Ainsi, un espace vectoriel orienté de dimension n# est un fibré 
dont les fibres sont des espaces vectoriels orientés de dimension n 
et qui est localement trivial en ce sens que chaque point de la base 
possède un voisinage au-dessus duquel le fibré admet une triviali- 
sation qui est linéaire et conserve l'orientation sur les fibres; un 
fibré euclidien orienté de dimension n est un fibré dont les fibres 
sont des espaces euclidiens orientés de dimension n et qui est locale- 
ment trivial en ce sens que chaque point de la base possède un voisi- 
nage au-dessus duquel le fibré admet une trivialisation orthogonale 
conservant l'orientation sur les fibres. 

8. Pour adapter le théorème 3 au cas orienté, remarquons que 
l'orientation dont est munie chaque fibre d’un fibré vectoriel orienté 
€ de dimension n peut être envisagée comme une application de l’en- 
semble des n-repères non dégénérés de cette fibre dans S°. L'’en- 
semble de tous les n-repères non dégénérés des fibres est l’espace 
total du fibré associé asso (£, V’ (n, n)) (il est entendu que le groupe 
GL} (n, R) opère dans V”’ (n, n) de la manière usuelle; voir 2.3.13), 
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tandis que les orientations des fibres définissent une fonction qui 
applique cet espace total dans S°. Appliqué au cas orienté, le théo- 
rème 5 affirme qu un fibré & dont les fibres sont des espaces vectoriels 
réels de dimension n est un espace vectoriel réel orienté de dimen- 
sion n si, et seulement si, il vérifie les conditions (i), (ii) de 3 et la 
condition (iv): la fonction  tl asso (£, V’(n, n)) — S° constituée 
par les orientations des fibres du fibré £& est continue. 

On modifie le théorème 5 d’une manière analogue. L'orientation 
que possède chaque fibre d'un fibré euclidien orienté & de dimen- 
sion » applique l'ensemble des n-repères orthonormés de cette fibre 
dans S°, et l’ensemble de tous les n7-repères orthonormés de toutes les 
fibres constituent l’espace total du fibré associé asso (6, V (n, n)), 
tandis que les orientations des fibres définissent une fonction qui 
applique cet espace total dans S°. Dans le cas orienté le théorème 5 
s'énonce comme suit: un fibré & dont les fibres sont des espaces 
euclidiens orientés de dimension »z est un fibré euclidien orienté 
de dimension n# si, et seulement si, il vérifie les conditions (i), (ii) 
de %, la condition (iii) de 5 et la condition (v): la fonction 
tl asso (6, V (n, n)) — S° formée des orientations des fibres du 
fibré Ë est continue. 

9. L'inclusion GL};(n, R) GLi(n, R) fait correspondre à 
chaque fibré vectoriel réel orienté & de dimension n un fibré vecto- 
riel réel Ë” unique de dimension nr en lequel £ se transforme par 
extension du groupe structural. Ce qui a été dit dans 8 permet d’in- 
terpréter la réduction du groupe structural qui transforme Ë” en ËE 
comme la donnée d’une orientation de chaque fibre de £”, ces orien- 
tations formant une application continue de l’espace total du fibré 
principal asso (Ë’, V'(n, n) = GL(n, R)) dans S°. Cette structure 
supplémentaire est appelée orientation du fibré £& 

D'une manière analogue, l'inclusion SO (n) & O (n) fait cor- 
respondre à chaque fibré euclidien orienté Ë de dimension nr un 
fibré euclidien unique £” de dimension # en lequel & se transforme 
par extension du groupe structural; la réduction du groupe struc- 
tural qui transforme €’ en Ë peut être interprétée comme précédem- 
ment, les orientations introduites formant une application continue 
de l’espace total du fibré principal asso (£’, V (n, n) = O (n)) 
dans S®. | 

Les fibrés réels vectoriels et les fibrés euclidiens qui possèdent 
une orientation sont dits orientés. Puisqu'on peut toujours changer 
une orientation en orientation opposée en multipliant par —1, tout 
fibré orienté possède au moins deux orientations. 


Les fibres standards GLC® et UCr 


10. Un fibré de Steenrod à fibre standard GLC"” est appelé fibré 
vectoriel complexe de dimension n. Les fibrés de Steenrod à fibre stan- 
dard UC" sont appelés fibrés hermitiens de dimension n. 
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On peut transposer mot à mot au cas des fibrés vectoriels com- 
plexes tout ce qui a été dit dans 2 et 3 sur les fibrés vectoriels réels, 
et au fibré hermitien tout ce qui a été dit dans 4, 5 et 6 sur les fibrés 
euclidiens. En particulier, tout W-GLC"-ibré est un fibré dont 
les fibres sont des espaces vectoriels complexes de dimension n, 
un W-UC"-fibré est un fibré dont les fibres sont des espaces hermi- 
tiens de dimension nr; une W-GLC"-équivalence entre les W-GLC?- 
fibrés est une équivalence linéaire sur les fibres; une W-UC”-équi- 
valence entre les W-UC"-fibrés est une équivalence unitaire sur les 
fibres; une W-GLC"-trivialité locale d’un W-GLC'-fibré est équi- 
valente à la trivialité locale topologique à laquelle on à ajouté la 
continuité des opérations vectorielles: une W-UC"-trivialité locale 
d'un W-UC"-fibré est équivalente à la trivialité locale topologique 
à laquelle on a ajouté la continuité des opérations vectorielles et de 
la longueur ; la réduction du groupe structural qui transforme le fibré 
vectoriel complexe £” en le fibré hermitien Ë peut être interprétée 
comme l'introduction dans £” d’une distance hermitienne, i.e. d’une 
distance hermitienne dans les fibres telle que la longueur soit con- 
tinue sur tl Ë”. 

11. À chaque fibré vectoriel complexe & de dimension n correspond 
le fibré vectoriel complexe conj £ de dimension #; on l’obtient de € 
en remplaçant chaque homéomorphisme distingué & par la composée 
œoconj, où con) est la conjugaison usuelle dans C”. Le fibré conj £ 
est dit conjugué à E. 

Cette construction est également valable pour les fibrés hermi- 
tiens qui restent hermitiens après transformation. Aïnsi, à chaque 
fibré hermitien £ de dimension n correspond le fibré conjugué her- 
mitien Con) Ë. 

12. L'extension du groupe structural définie par l'inclusion 
GL (n,C)c GL (2n, R) transforme un fibré vectoriel complexe de 
dimension » en un fibré vectoriel réel de dimension 2n. L'extension 
du groupe structural définie par l'inclusion ÙU (n) € O (2n) trans- 
forme tout fibré hermitien de dimension # en un fibré euclidien de 
dimension 2n. Dans les deux cas, l'extension du groupe structural 
est appelée décomplexification. Son résultat dans le cas d’un fibré 
E est désigné par RE. 

Rappelons que la structure supplémentaire qui transiorme un 
espace vectoriel réel de dimension 2n en un espace vectoriel complexe 
de dimension n peut être décrite comme une transformation linéaire 
de carré— id («multiplication pari»), tandis que la structure supplé- 
mentaire qui fait d’un espace euclidien de dimension 27 un espace 
hermitien de dimension r7 comme une transformation orthogonale 
de carré— id. Par conséquent, la structure supplémentaire par laquelle 
un fibré vectoriel £ complexe de dimension » diffère du fibré RÈ 
peut être décrite comme une GLR?"-équivalence J : R£ — RE telle 
que 1? — —id (RE) (le signe « moins » doit être appliqué au niveau 
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des fibres) ; de même, dans le cas d’un fibré hermitien Ë de dimension 
n et de RE c'est une OR”"-équivalence J : RE — RE telle que F? — 
— —id (RE); la restriction du groupe structural qui transforme 
RE en Ë est le choix d’une telle équivalence pour le fibré RE. 

Il est clair que R (coni £) — RE& pour chaque fibré vectoriel com- 

plexe ou hermitien & et que le passage de Ë à conj £ peut être décrit 
dans les termes ci-dessus comme le passage de 7 à —I. 
.. 18. Puisque le groupe GL (n, C) est contenu non seulement 
dans GL (2n, R) mais également dans GL, (2n, R) (resp. le groupe 
U (n) est contenu dans © (2n) et dans SO (2n)), le passage de la 
structure complexe (resp. hermitienne) à la structure réelle dans un 
tibré de dimension n peut être effectué en deux étapes: on prend 
d’abord l’extension de GLi(n, C) à GL,; (2n, R) (resp. de U (n) 
à SO (2n)) et ensuite celle de GL+ (2n, R) à GL (2n, R) (resp. celle 
de SO (2n) à O (2n)). Ainsi, dans le cas vectoriel complexe, de même 
que dans le cas hermitien, le fibré £ munit RE d'une orientation 
canonique. 


Applications 


14. L'application d’un fibré vectoriel réel ou complexe dans 
un autre est dit linéaire si elle est linéaire sur les fibres. Les applica- 
tions linéaires qui sont non dégénérées sur les fibres sont appelées 
monomorphismes linéaires. Les applications linéaires sur les fibres 
et isométriques sur les fibres d’un fibré euclidien dans un autre sont 
appelées monomorphismes orthogonaux. Les applications linéaires sur 
les fibres et isométriques sur les fibres d’un fibré hermitien dans 
un autre sont appelées monomorphismes unitaires. 

Remarquons qu'un monomorphisme linéaire d’un fibré vectoriel 
de dimension #7 dans un fibré vectoriel de même dimension ñ# est 
précisément une GLR"-application dans le cas réel et une GLC”-appli- 
cation dans le cas complexe. D'une manière analogue, un monomor- 
phisme orthogonal d’un espace euclidien de dimension nr dans un 
autre est précisément une OR"-application, tandis qu’un monomor- 
phisme unitaire d’un fibré hermitien de dimension nr dans un autre 
est précisément une UC”-application. 


Champs de vecteurs 


15. Les sections des fibrés vectoriels sont appelées champs de 
vecteurs. Cette terminologie s applique aux fibrés vectoriels réels 
aussi bien que complexes, ainsi qu'aux fibrés euclidiens et hermitiens 
et aux fibrés orientés des deux types. 

Une suite de £ champs de vecteurs est appelée champ de k-repères. 
Lorsqu'un repère du champ est dégénéré, on dit que c’est une singu- 
larité de ce champ. Un champ de k-repères sans singularités dans-un 
fibré vectoriel de dimension nr peut être interprété comme une 
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section du fibré associé à fibre RV” (7, 4) ou CV” (n, k). Un 
champ de k-repères orthonormé dans un fibré hermitien ou eucli- 
dien de dimension nr peut être interprété comme une section du fibré 
associé à fibre RV (n, k) et CV (n, k) (dans les deux cas il s’agit 
de l’action usuelle du groupe structural). 

Chaque fibré vectoriel possède un champ de vecteurs nul qui fait 
correspondre à chaque point de la base le zéro de la fibre correspon- 
dante. Une section qui ne s’annule pas n'existe pas nécessairement 
pour tout fibré vectoriel. L'existence pour un fibré vectoriel réel 
(resp. complexe) de dimension n d’un champ de n#-repères sans singu- 
larités est équivalente à la GLR"-trivialité (resp. la GLC"-trivialité} 
de ce fibré; tout fibré de ce type est sa GLR”-trivialisation (resp. 
sa GLC"-trivialisation). D'une manière analogue, dans le cas d’un 
fibré euclidien (resp. hermitien) de dimension »#, un champ de n-repè- 
res constitué de repères orthonormés est une OR’-trivialisation 
(resp. une UC”-trivialisation); dans le cas d’un fibré vectoriel réel 
orienté de dimension n# (resp. d’un fibré euclidien orienté de dimension 
n), le champ de n#-repères, constitué de repères non dégénérés (resp. 
orthonormés) sur lesquels l'orientation des fibres est positive, est 
une GL;R?-trivialisation (resp. SOR’-trivialisation). 


2. Constructions 


1. Dans ce sous-paragraphe nous envisageons des constructions qui 
seront appliquées par la suite aux fibrés vectoriels, euclidiens et 
hermitiens et qui ne sont pas comprises dans la théorie générale 
des fibrés de Steenrod exposée au $ 3. 


Sous-fibrés 


2. Soit & un fibré vectoriel réel de dimension n; soit gune section 
du fibré asso (E, RG (n, k)) faiblement associé à Ë (il est entendu 
que GL (n, R) opère dans RG (n, k) de la manière usuelle), i.e. une 
fonction continue qui choisit dans chaque fibre du fibré Ë un sous- 
espace de dimension # de cette fibre. Désignons par & |, le fibré 
(T, pr Er, bsË), où T est la réunion des sous-espaces choisis. 
Puisque les fibres de ce fibré sont les sous-espaces choisis, c’est un: 
GLRE-ibré, il est clair qu'il est localement GLRE-trivial. (Si E est 
le fibré standard trivial (B X R", pr,, B) et pour le point b, € B 
on a choisi un homéomorphisme linéaire L: R° — g (b;), alors, pour 
la restriction du fibré & |, à un voisinage suffisamment petit U 
du point bo, il existe même une GLR#-trivialisation standard k: 
(U X RÈ, pr U)—+(Ë L)lu; elle est définie par la formule 
tl A (b, v) = pr, (b, L'(v)), où pr, est la projection orthogonale de la 
fibre b X R° sur son sous-espace g (b).) Ainsi 6 |, est un fibré 
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vectoriel réel de dimension £. On l’appelle sous-fibré du fibré Ë. 
associé à £g. 

3. D'une manière analogue on définit les sous-fibrés des fibrés: 
euclidiens, hermitiens et vectoriels complexes. Dans le cas eucli- 
dien, RG (n, k) est un O (n)-espace, g est toujours une section du 
fibré asso (£, RG (», k)) et le sous-fibré E |, est un fibré euclidien. 
(sa ORt-trivialisation locale découle de sa trivialité localement 
linéaire sur les fibres, établie dans ?, et de la continuité de lalongueur; 
voir 4.5). Dans le cas vectoriel complexe, tout ce qui a été ditdans 
se répète mot à mot à condition de remplacer R par C (en particulier, 
le GL (n, R)-espace RG (n, k) est remplacé par le GL (n, C})-espace. 
CG (n, k)) et le sous-fibré £ |, est un fibré vectoriel complexe. Dans. 
le cas hermitien, CG (n, k) est un U (n)-espace et le sous-fibré. 
é |, se trouve être un fibré hermitien (sa U Cf-trivialité locale 
découle de sa trivialité locale linéaire sur les fibres et de la continuité: 
de la longueur; voir 1.10). 

4. Il est clair que l'inclusion & |, — & est un monomorphisme- 
linéaire dans les deux cas vectoriels, un monomorphisme orthogonal 
dans le cas euclidien et un monomorphisme unitaire dans le cas 
hermitien. Par contre, à chaque monomorphisme linéaire, orthogonal 
ou unitaire f: E, — 6 vérifiant bs E, — bs E et bs f — id correspond 
le sous-fibré du fibré £ associé à la section b+- tl f (pr £* (b)) 
du fibré asso (£ë, RG (7, dim Ë,)) ou asso (£, CG (7, dim E;)). Ce: 
sous-fibré est appelé image du monomorphisme f; on le note Im f. 
Il découle du théorème 3.2.8 que ab jf : £, —+ Im j est une GL R"-équi- 
valence dans le cas vectoriel réel, une GZC”-équivalence dans le cas. 
vectoriel complexe, une OR"-équivalence dans le cas euclidien et 
une UC'-équivalence dans le cas hermitien. 

Remarquons que pour l'application de correction corr f: E, — 
— (bs f)'é quiest un monomorphisme linéaire, orthogonal ou unitaire 
en même temps que f (voir 3.2.4), la condition bs corr f = id est. 
toujours satisfaite. Ainsi Im corr j existe pour chaque monomorphisme- 
linéaire orthogonal ou unitaire f. 


Complémentaire orthogona\ et fibré quotient 


5. Si E est un fibré euclidien ou hermitien de dimension n, alors 
à chaque section g du fibré asso (£, RG (n, k)) lasso (6, CG (n, k))] 
correspond une section orthogonale g+ du fibré asso (£, RG (n, n — k)) 
[asso (£, CG (n, n — k))] qui fait correspondre au point b € bs £ 
le complémentaire orthogonal à g (b) dans la fibre pr £-!(b). Par- 
conséquent, à chaque sous-fibré n — £ |, de dimension # d’un fibré- 
euclidien ou hermitien & de dimension ñ#, on peut faire correspondre 
le sous-fibré & |,1 de dimension nr — k. On l'appelle complémentaire | 
orthogonal du sous-fibré n; il est noté n+. 


:320 LES FIBRES" [CH. 4 


6. Un sous-fibré d’un fibré vectoriel ne possède pas de complémen- 
‘taire orthogonal canonique, mais il peut servir à construire un fibré 
quotient. Soit n un sous-fibré de dimension # d’un fibré vectoriel réel 
ou complexé € de dimension nr. Considérons le fibré (T', fact pr E, bs Ë), 
où Test l’espace quotient de l’espace tl & par sa partition en ensembles 
de la forme x + prn !(b), x E pr ë-t(b). Les fibres de ce fibré 
sont les espaces quotients pr &-! (b)/prn !(b) ce qui en fait un 
GLRTÈ- ou un GLC"#fibré. On l'appelle: fibré quotient du fibré 
É par n et on le note E/n. 

De même que la précédente, cette construction est appliquable 
dans le cas euclidien et hermitien et donne dans ces cas le même 
résultat. Plus exactement, dans le cas euclidien, l’espace quotient 
pr &-t(b)/pr nn! (b) est un espace euclidien de dimension (n — k), 
de sorte que Ë/n est un OR"Â-fibré tandis que l'application k: 
n+ — É/n définie par la formule tlhk(x) = prix), où pr = [pr: 
tl € — t1 (£/n)]l, est une OR"#-équivalence; dans le cas hermitien 
l'espace quotient pr £"#{(b)/prn ! (b) est un espace hermitien de dimen- 
sion (n — k), de sorte que Ë /n est un UC'""#-fibré tandis que À 
‘est une UC"k-équivalence. Ainsi le fibré quotient d’un fibré eucli- 
«dien (resp. hermitien) £ par son sous-fibré n est un fibré euclidien 
(resp. hermitien) de dimension dim £ — dim nl}. 

On en déduit facilement qu'un fibré quotient d'un fibré vectoriel 
€ par son sous-fibré n est un fibré vectoriel de dimension dim £ — 
— dim 1. En effet, il ne faut démontrer que la:trivialité locale linéai- 
re sur les fibres du fibré E/n avec Ë trivial et standard, maïs elle 
découle du précédent, puisque £ peut être envisagé comme un fibré 
euclidien réel ou un fibré hermitien complexe. 

7. Puisque dans le cas vectoriel réel et euclidien l'orientation 
de chacun des trois espaces 


prét(b), prnt(b), pr Et (b)/pr n-! (b) 


se détermine par les orientations des deux autres (voir 3.1.3.10), 
l'orientabilité de deux des trois fibrés Ë, n, é/n implique celle du 
troisième et leurs orientations définissent canoniquement celle du 
troisième. 


Sommes de fibrés 


8. Nous dirons qu'un fibré vectoriel. £ se décompose en somme 
de sous-fibrés £,, &, si chacune de ses fibres pr £-! (b) se décompose 
en une somme directe de ses sous-espaces pr £;! (b), pr E:! (b). 
Nous dirons qu'un fibré euclidien ou hermitien E se décompose en une 
somme de ses sous-fibrés &,, £, si chacune de ses fibres pr £-? (b) 
se décompose en une somme orthogonale de ses sous-espaces pr E7? (b), 
pr £  (b). 

Dans le cas euclidien et hermitien, chaque sous-fibré Ë£, du fibré 
€ décompose Ë£ en une somme de sous-fibrés Ë, et EL. Nous montre- 
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rons dans 4.2 qu'il existe, pour chaque fibré vectoriel £ à base cel- 
lulaire et chacun de ses sous-fibrés, un sous-fibré E, tel que Ë se 
décompose en une somme des fibrés E, et £.. 

Si le fibré vectoriel & se décompose en une somme de ses sous- 
fibrés E,, £+, alors l’espace quotient É/E, est canoniquement 
GLRIM $2- où GLCM Ë2-équivalent à £,. L'équivalence canonique 
h: E, — Ë/E, se détermine par la formule tl k(x) = pr (x), où pr — 
— [pr:tl é — ti (£/E,)l. Une même équivalence existe dans le cas 
euclidien et hermitien si l’on remplace GL par O ou U (en fait, elle 
a déjà été établie dans 6). 

9. La construction suivante permet de formuler la réciproque de 
la définition précédente et, en particulier, de retrouver un fibré 
donné à partir de deux fibrés dont la somme constitue le fibré donné. 

Si £,, &, sont des. fibrés vectoriels réels de dimensions #,, n; à base 
commune, alors £, X 6, est un fibré de Steenrod à base bs £, X bs E, 
et à groupe structural GL (n,, R) X GL(n,, R), le même groupe 
structural est propre au fibré diag' (&, X 62) à base bs &, induit par 
le fibré £, X EË, au moyen de l'application diag: bs E, — bs &, X 
X bs £,. Une extension de ce groupe à GL (n, + n+, R) transforme 
diag' (£, X &.) en un fibré réel vectoriel de dimension nr, + mr, 
que l’on appelle somme des fibrés £,, &, et désigne par £, @ E.. 
On désigne de la même manière la somme de deux fibrés à base 
commune dans les cas euclidien, vectoriel complexe et hermitien 
(dans le cas euclidien le groupe © (n,) X O (n,) possède une exten- 
sion à On, + n2), dans le cas complexe vectoriel le groupe 
GL (nm, C) X GL (ns, C) s'étend à GL (n, + n3, C), dans le cas her- 
mitien le groupe Ù (n,) X U (n,) s'étend à U(n, X n); la somme de 
fibrés euclidiens est un fibré euclidien, la somme de fibrés vectoriels 
complexes est un fibré vectoriel complexe, la somme d’un fibré her- 
mitien est un fibré hermitien). Dans tous les cas bs (£,® Ë,)= bs ë, 
(= bs £.) et pré ® 62) * (b) = pr Ë" (b)® pr E’(b), en parti- 
culier, dans les cas euclidien et hermitien cette dernière somme est 
orthogonale. Ces égalités définissent des monomorphismes, identi- 
ques sur la base, linéaires, orthogonaux ou unitaires £, — &, @ E., 
Es —+ Ë, ® Ë, qui identifient les fibrés Ë£.,, &, avec les sous-fibrés 
du fibré £, ® E, et qui décomposent £, ® E, en une somme de ces 
sous-fibrés. 

Remarquons que ces identifications permettent de construire les 
fibrés quotients (£, D EVE, (ë, ® 6:)/62, tandis que les équivalen- 
ces canoniques indiquées dans & permettent d'écrire (£, ® E,)/E, — 
— £,, (&, ® E,)/E, — &. En particulier, dans les cas vectoriel réel 
et euclidien, l'orientabilité de deux des fibrés &6,, &, &, ® Ë&, 
implique celle du troisième et les orientations de deux d’entre eux 
déterminent canoniquement l'orientation du troisième. 

Remarquons aussi que le fibré & © € est orientable et possède 
une orientation canonique quel que soit &, fibré euclidien ou réel 
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vectoriel. Cette orientation canonique se définit dans chaque fibre 
par les orientations des termes de la somme, arbitraires mais les 
mêmes pour chaque fibre. 

10. La somme d'un fibré vectoriel réel ou euclidien Ë et d’un 
GLR!- ou OR!ibré (bs EXR, pr,. bs £) standard trivial de dimen- 
sion un est appelée suspension sur £; on la note su Ë. On conserve 
les mêmes terminologie et notation pour la somme d'un fibré Ë 
vectoriel complexe ou hermitien et d’un GLC!- ou UC!-fibré trivial 
standard (bs Ë X C, pr;, bs Ë). 

Les fibrés vectoriels réels &,, £, à base commune pour lesquels il 
existe des k,, k, tels que dim Ë, + k, — dim Ë, + k, et les fibrés 
su F1Ë,, su À2E, ‘sont GLRIM EH + hi-équivalents, sont appelés équi- 
valents au -sens stable. De la même manière (avec ORdM Er + Ra, 
GLCdim th et UCmE+k1 à la place de GLRäiméi+hki) on 
définit l’équivalence stable dans les cas hermitien, euclidien et 
vectoriel complexe. Un fibré équivalent au sens stable à un fibré 
trivial standard est dit trivial au sens stable. 

Remarquons que l’orientabilité d’un des fibrés Ë, su £ dans les 
cas réel et euclidien implique celle de l’autre et l'orientation de l’un 
d'eux détermine canoniquement l'orientation de l’autre; voir 9. 


Complexification 


11. Envisageons, pour un fibré vectoriel réel £ de dimension n, 
l'application 7: £ ® E —+ £ @ E définie par la formule tl & (x, y) — 
— (—y, x) (x, y sont des points d'une même fibre du fibré Ë). 
Il est clair que J est une GLR?"-équivalence et que 7? — —id. Aïnsi 7 
fait de £® E un fibré vectoriel complexe de dimension n (voir 1.12) 
qu’on appelle enveloppe complexe du fibré & et que l’on note CE. 

Si & est un fibré euclidien de dimension n#, alors la même construc- 
tion transforme £ ® Ë en un fibré hermitien de dimension #7. On 
l’appelle également enveloppe complexe du fibré £ et on le désigne 
toujours par CE. 

Dans les deux cas le passage de & à CE est appelé complexification. 
On a évidemment dans les deux cas RCE = E © 

12. Chacun des fibrés RCÉ, £ © & qui figure dans la dernière 
égalité admet une orientation canonique; voir 1.13 et 9. Il s'avère 
que ces orientations coïncident lorsque ñr =0, 1 mod 4 et sont opposées 
lorsque n =: 2, 3 mod 4. 

Pour la démonstrat tion, fixons dans une fibre arbitraire pr & ( ) 
du fibré & une certaine base (une base orthonormée) Up, 
L'orientation canonique de la fibre pr £-T (b) X pr ET (b) du fibré 
RCE est égale à +1 sur la base (v,, 0), (0, v.), … (Un, 0), (0, Un) 
ge cette fibre, l'orientation canonique de la fibre pr ét (b) x 

X pr &71 (b) du fibré S @) À est égale à + 1 sur la base (v,, O), ... 

… (ns 0), (0, v:}, , (0, v,) de cette fibre et il reste à remar- 
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quer que le passage d’une base à l’autre s'effectue par nr (n — 1)/2 
transpositions de vecteurs voisins et que ce nombre est pair lorsque 
n=0, 1 mod 4 et impair lorsque n = 2, 3 mod 4. | 

13. L'application conj: CÉ — conj CE définie par la formule 
tl conj (x, y) — (x, —y) est une GLC'-équivalence pour tout fibré 
vectoriel réel £ de dimension n et une UC'-équivalence pour tout fibré 
euclidien E de dimension n. 

En effet, les équivalences J,, 7,: E®@EËE—E#@OEË qui transfor- 
ment € ® £ en CE ou en conj CE se déterminent par les formules 
tlZ (x, y) = (—y, x), 13 = —1I,, de sorte que /, + conj = conje /.. 

14. L'application .K : & @® conj & — CRE définie par la formule 


LA, y = (++ FUI (D —UT (a), 


où T est une équivalence qui transforme RE en &, est une GLC"-équiva- 
lence pour tout fibré vectoriel complexe Ë de dimension n et une UC"-équi- 
valence pour tout fibré hermitien Ë de dimension n. 

En effet, les équivalences Z,, 1,: RÈ ® RÉ— RE OERE qui 
transforment RE © RE en & © conj £ et CRE sont définies par les 
formules . 


(ep = (1), —41(4)) ti y = (-y, », 
de sorte que /,0K = Kol.. 


3. Fibrés vectoriels universels classiques 


1. L'intérêt de la construction effectuée au p. 4.3 découle du 
fait qu'elle établit l'existence d’un G-fibré universel dans le cas 
d'un groupe topologique G tout à fait arbitraire. Pour les groupes 


GL(n, R), GL,(n, R), O0 (n), SO (n), GL (n, C), U (n), 


il existe des constructions classiques plus commodes qui seront 
exposées dans le présent sous-paragraphe. 


Espaces de Grassmann 
2. Posons 
G(æo,n)=lim(G(m,n), in: G(m,n)—G(m+i,n)), 

G3 (oo, n) — lim (G;(m, n}, in: Gy(m, n)— G4 (m + 1, n)), 
CG(co, n) = lim (CG(m, n), in: CG(m, n}—CG(m+i,n)). 
G(', n) est constitué de tous les plans de dimension nr de l’espace 
R” qui passent par 0 ; on l'appelle espace de Grassmann n-ième (réel) ; 
G+ (co, n) est constitué de tous les plans orientés de dimension 
de l’espace R°” qui passent par' 0; on l’appelle espace de Grassmann 
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n-ième supérieur ; CG (co, n) se compose de-tous les plans de dimen- 
sion n de l’espace C° qui passent par 0; on l’appelle espace de Gras- 
sSmann n-ième complexe. 

Il est clair que les applications canoniques 


Giim,n)—G(m,n), CGim,n)—-6G(2m, 2n), 
CG (m, n) ne G+ (2m, 2n), -G (m, n) —+ G (m + gqn + q); 
G;(m, n)—-G;(m+g, n +0), CG(m, n)—>CG(m+q, n+0Q) 


(voir 3.2.2.3 et 3.2.2.7) permettent de construire pour chaque n 
des applications 


G+ (oo, n) —+ G (oo, n), CG (co, n) + G (oo, 2n), 
CG (oo, n)—G+(c, 2n), Go, n)—G(oœ, n + q), 
G+ (oo, n) + G+ (o,n<+g)}, CG(oco, n)—+CG(o, n + g) 


dont la première (de même que l’application canonique G} (m, n) — 
— G(m, n) pour m << œ) est la projection d'un revêtement à deux 
feuillets ; la seconde est la composée de la première et de la troisième 
application; en outre, toutes les applications, sauf la première, 
sont des plongements. 

3. Les espaces de Grassmann possèdent des partitions cellulaires 
naturelles que nous allons maintenant décrire. 

Commençons par G(œ, n). Désignons par 9, l’ensemble de 
toutes les suites entières © = {w (1), . .., © (n})} pour 0<o (1)<... 
... SE (n) et convenons d'ajouter à chaque telle suite © € Q, 
1e terme & (0) — 0. Désignons ensuite par e (&) la partie de l’espace 
G (co, n) constituée des plans (de dimension n et passant par 0) 
de l’espace R°” qui coupent chacun des R7 suivant un sous-espace 
dont la dimension est égale au plus grand des deux nombres s et 
@ (s) + s< m. Nous montrerons que les ensembles e (w) constituent 
une partition cellulaire de l’espace G (oo, n) pour dim e (wo) — 
— do), où do) = © (1) +...+o (n). 

Pour la démonstration, il faut construire des applications 
Caractéristiques cha, : D*®) —+ G(o, n). Fixons © et désignons 
par r (u, v), où u, v sont des points de la sphère S%%)T%-{ vérifiant 
u + v 0, une transformation appartenant à SO (wo (n) + n) qui 
applique uw dans v et laisse sur place les vecteurs de l’espace R°1°T" 
qui sont orthogonaux à uw et à v. Désignons ensuite par A; la demi- 


sphère de dimension « (i) constituée des points (24, . . ., Tin+i) € 
€ Sri 1 pour lesquels %,,;,4+; = 0 pour j = 1, ..., à + 4, tan- 
dis que Zoxxi > O0 et considérons l’application @: H, X.... X 


X H}—G(c, n) qui fait correspondre à la suite (u,, ..., u,) 


$ 5] FIBRES VECTORIELS 325 


le plan défini par le #-repère 


U; [r (orto «+1: U:)l (u2), 
, [r (ortocu+is Ua) © +. . 0 Fr (ortotn-1+tn -W: Un -1)] (un) (1} 


(qui est évidemment orthonormé). Il est clair que cette application 
est continue et applique int (4, X .:. X H,) dans e(®) et 
0(H,, X... X H,) dans la réunion des ensembles e (w’) tels que 
d(w') < d(w). En outre, son abréviation ab o: int (4, X 

.. X H,)—e(w) est un homéomorphisme: l'application inverse 
fait correspondre au plan y Ee(w) la suite 


(li = Vu, ue = [r (ortoc4+1 u,)]"* (ue), .….. 
Un = Îr (ortou)tus Mo ...or (orto(n-10 +(n-0: Un) (Ua))}; 


OÙ Uy, - . ., UN SOnt des vecteurs qui forment une base orthogonale 
du plan y et sont choisis de manière que v; soit situé dans la demi- 
sphère de S'OHIT Jéfinie par l'inégalité tsx,+; >> O0 (ces condi- 
tions les déterminent d’une manière unique). Par conséquent, en 
guise de Cha) on peut prendre la composée des applications 


D), pos... x DM RH, x... xXH, —> G(o, n), 


où la première flèche désigne l’homéomorphisme canonique construit 
dans 1.2.6.9, la deuxième le produit des homéomorphismes D°® + 
—+ HT, définis par la formule 


(Zi, *..) Lo(i)) — (24, rs Lo(1}s 0, Lo(1)+19 + + To(2)s 0, "….s 0, 


Lo(i-1)+19 ++ 3 Toi)» Æ — 210,2) - 


La partition cellulaire de l’espace G: (00, n) contient deux 

fois plus de cellules que celle de l’espace G (oo, n), à savoir, au-des- 
sus de chaque cellule e (w) il y a deux cellules de G} (00, n) appli- 
quées homéomorphiquement sur € (w) par la projection G+ (oo, n) —- 
—+ G (oo, n), à savoir, la cellule e, (wo), dont les plans sont orientés 
de la sorte que leur orientation est positive sur la base v,, . .., v,, 
et la cellule e_ (w), dont les plans sont d'orientation opposée. Les 
applications caractéristiques pour ces cellules se construisent de même 
que pour la cellule e (w), sauf que le plan défini par le repère (1) 
sera maintenant un plan orienté (son orientation sur le repère (1) 
est positive dans le cas de la cellule e; (w) et négative dans le cas 
de la cellule e _ (w)). 

La partition cellulaire de l'espace CG (oc, n) est constituée 
des cellules Ce (wo), w € @, que l’on définit de même que les cellules 


e (w) en remplaçant les espaces R° et R7 par les espaces C” et C”. 
La dimension. de la cellule Ce (w) est égale à 24 (w) tandis que les 
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applications chacew) Sont précisément des analogues complexes 
hermitiens des applications cha. 

4. Contenant un nombre fini de cellules de chaque dimension, 
les partitions construites possèdent la propriété (C). Elles jouissent 
également de la propriété (W}), puisque chacune des variétés G(m, n), 
G4(m, n), CG (m, n) (constituant le recouvrement fondamental des 
‘espaces G (oo, n), G+ (, n), CG (co, n) respectivement) se recou- 
vre par un nombre fini de cellules. Enfin, il découle du théorème 1.2.4.6 
que les espaces G (oo, n), G+(o, n)}, CG(œ, n) sont normaux. 
Ainsi, les partitions cellulaires construites transforment G (oo, n), 
G+ (oo, n), CG(c, n) en espaces cellulaires. 

Il est clair que les variétés G(m, n), G; (m, n), CG (m, n) sont 
des sous-espaces des espaces G (oo, n), G+(c,n), CG (oo, n) dans 
le sens cellulaire. Aïnsi ils sont également des espaces cellulaires. 

Pour n — 1 les espaces G (m, n), CG (m, n}), G(œ, n), CG (oc, 
n) deviennent respectivement RP"-!, CPM-1. RP, CP"; il est 
clair que dans ce cas les partitions cellulaires construites coïncident 
avec celles dont ïl était question dans 2.1.3.4, 2.1.3.5. 

2. Remarquons que les plongements canoniques 


G(æo, nn) —æG(œo,n<+g), G+(oœ, n)—Gx+(, n + a), 
CG (oo, n)— CG (co, n + q) 


{voir 2) sont des plongements cellulaires. L'image du premier contient 
ske, G (oo, n + q), l’image du second ske,G}+ (oo, n + qg), l’image 
du troisième ske,,1,CG (oo, n + q). 

Les inclusions suivantes sont tout aussi évidentes: 


G(m, n)=ske »_n G(oo,n), G+(m,n) =skes_;@+ (0, n), 
CG (m, n) = Skesm_on+1CG (oo, n). 


Fibrés de Grassmann 


6. Soient 0OKn<m<oo et n<<oœ. Désignons par T(m,n), 
T}(m, n), CT (m, n) les sous-ensembles des produits G (m, n) X 
X R7, Gi (m, n) X R7®, CG (m, n) X C* constitués des points 
(y, x), x E y, et envisageons les fibrés 


(T(m,n), pr, G(m,n)), (T+(m,n), pr, G+(m, n)), 
(CT (m, n), pr, CG (m, n)) 


avec pr (y, x) = y. Les fibres du premier fibré sont évidemment 
des espaces euclidiens, les fibres du second, des espaces euclidiens 
orientés, les fibres du troisième, des espaces hermitiens; il est tout 
aussi évident que le premier fibré est localement W-OR"-trivial 
et donc euclidien, le deuxième est localement W-SOR"-trivial et 
donc euclidien orienté, tandis que le troisième est localement 
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W-UC"-trivial et par conséquent hermitien. Nous les désignerons 
respectivement par | 


Gra (m, Oln)), Gra(m, SO(n)), Gra (m, U (n)) 


et les fibrés en lesquels ils se transforment par extension des groupes 


O (n), SO(n), Un) à GL(n, R), GLin, R), GLi(n, C), par 
Gra(m, GL(n, R)), Gra (m, GL:(n, R)), Gra (m, GL(n, C)j)). 


Les fibrés de toutes les six séries sont appelés fibrés de Grassmann. 
Pour m — , leurs notations se réduisent à Gra © (n}), Gra SO (n), 
Gra Un), GraGLi(n, R), Gra GL, (n, R), Gra GL (n, C). 

Remarquons que Gra (m, O(n)), pour m <<, est un sous- 
libré du fibré standard trivial (G (nm, n) X R7, pri, G(m, n)) (envi- 
sagé comme un fibré euclidien) associé à la section diagonale y— 
> (y, y) du fibré (G(m, n) X (G(m, n), pr;, G(m, n)). Il en est 
de même, avec des modifications évidentes, pour les autres cinq 
séries. 

7. Les fibrés GraG où G—=GLi(n, R), GL:{(n, R), O (n). 
SO (n), GL(n, C), Un) sont universels. 

Les démonstrations pour tous ces groupes sont essentiellement 
identiques et diffèrent peu de celle du théorème 4.3.4. Nous nous 
limiterons au groupe GL (n, R). Conformément à 4.2.2, il suffit 
de montrer que, quels que soient le fibré vectoriel réel £ de dimen- 
sion 7 à base cellulaire et le sous-espace À de cette base, chaque 
GLRT'-application g:ËE1|4— Gra GL(n, R) se prolonge en une 
GLR"-application £ — Gra GL (n, R). 

Considérons d'abord le cas où bs & — D"*! (pour un certain rl), 
et À — ST, Dans ce cas, le fibré & est GLR?-trivial, ce qui permet 
de l'identifier au fibré standard trivial (D'*t X R?, pr,, DT) 
et de définir explicitement le prolongement cherché ff: £ —- 
—+ Gra GL (n, R): nous désignons par g, la composée des applications 


sr x R° {5 t1 Gra GL(n, R)-5 G(oo, n) XR°  R°, 


et définissons l'application f,: DT! X R®—R7 par la formule 
fi (ty, (x es Tn)) TT 
ip (y, (an... sm) +VI—-E (0, ...,0,2,...,%n, 0, ...), 


m 


où y ES", tET,et m est le plus petit des nombres s vérifiant R° > 
2 g (ST X S7T-1), et enfin nous posons 


tlf (y, 2) = (Gi (y X R'), hi GY, x). 


Le cas général se réduit à ce cas particulier. Nous allons supposer 
que l’espace bs Ë est équipé et soit f,;: 6 [AUskerns£ —> Gra GL(n, R) 
cette GLK'"-application qui prolonge g. D’après ce que nous avons 
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déjà démontré, pour chaque cellule e € cell,;, bs E cell,,,4, la 
GLR'-application | Se 


ge = f,o ad {ab cha, : ST — À |] ske, bs £l: cha! kr —+ 
—+ Gra GL (n, R) 


se prolonge en une certaine GLR'-application h,: cha!ë — 
— Gra GL (n, R) et il est clair que l’application tl k, est constante 
sur les éléments de la partition zer (tl ad cha,). En appliquant 
le théorème 3.2.6 (avec B — D'*tl et p— [ab cha, : D! — CI el), nous 
voyons que 4, définit une GLRT-application E lu, — GraGL (n, R). 
Nous désignons cette application par f, et notons que, pour deux 
cellules quelconques e,, e, € cell,,, bs é cell,,.,4, les applications 
tl f., tl fe, Coïncident au -dessus de Cl e, N Cl e, et que, pour chaque 
cellule e € cell,., bs Ë cell,.,4, l'application tl f, coïncide au-des- 
sus de Cle NA (À LU ske, bs Ë) avec tl}f,. Il découle de ce fait que 
les applications f, et f,, pour e € cell,,, bs EX cell,,.,4, forment. 
une certaine GLR"-application 


bs£s->GraGLi(n, R) 


qui prolonge f, (voir 3.2.7). Ainsi, nous avons construit par récur- 
rence une suite 


{fs: lAUske, bs e—> Gra GL(n, R)}21 


avec f_, — g dont les termes sont des GLR”-applications qui se 
prolongent de proche en proche. Cette suite d'applications est juste- 
ment la GLR"-application £ — Gra GL(n, R) qui prolonge £. 
8. Les fibrés 
Gra(m, GL(n, R)), Gra(m, GL;(n, R)}, Gra (m, O (n)), 
Gra (m, SO (n)) 


Îr41 : Ë |AUske,.. 


sont (m—n)-universels. Les jibrés 
Gra (m, GL(n, C})), Gra (m, U (n)) 


sont (2m — 2n + 1)-universels. 
Ceci découle de 7 (voir à et 4.2.7). 


Fibrés principaux associés 
9. Pour m << © les espaces totaux des fibrés principaux associés: 
aux fibrés de Grassmann 
Gra (nm, GL(n, R))}, Gra(m, GLi(n, R)), Gra (m, GL{(n, Cj)); 
Gra (m, O(n))}, Gra(m, SO (n)), Gra (m, U (n)) 
sont évidemment 
V'im,n), V'im,n), CV'(m,n); Vi(m,n), V(m,n), CV (m,n), 
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LE Projections sont les applications construites dans 3.2.2.3 et 


3.2 
V'im,n)-=G(m,n), V'im,n)—-G;(m,n), 


CV'(m, n)—CG(m, n); (2) 
Vim,n)—=G(m,n), Vim,n)—G;{(m,n) 
CV (m, n) = CG(m, n). (3) 


Il en est de même pour m = si 
V' (co, n), CV’ (co, n), V' (oo, n), CV (ow, n) 
sont envisagés comme étant 
lim (V'(m, n), in), lim(CV'(m,n),in), lim(V(m,n), in), 
lim (CV (m, n}), in) 


tandis que les projections (2), (3) pour m — œ comme étant consti- 
tuées des projections (2), (3) pour m << ©. Les espaces V” (oo, n), 
CV’ (oc, n), V (co, n), CV (ww, n) sont appelés espaces de Stiefel. 

Il est clair que les actions canoniques à droite des groupes struc- 
turaux dans les espaces totaux envisagés (voir 3.2.10) coïncident 
pour m < œ avec les actions à droite décrites dans 2.3.12 et 2.3.13, 
et dans le cas m — ils se composent de ces dernières. 


Fibrés asso (Gra O (1), O (1))fet asso (Gra U (1), U (1)) 


10. Le fibré principal associé à GraO(1) est O ({)}-iso- 
morphe au fibré Mi O (1). Le fibré principal associé à Gra.U (1) est 
U ({}-isomorphe à Mi U (1). 

Pour la démonstration, il suffit d'indiquer un © (1)-homéomor- 


phisme 

ti Mi O (1) tl asso (Gra © (1), O ()) 
en envisageant tl Mi O (1) et tl asso (Gra O (1), O (1)) = V (o, 1) 
[— S+] comme étant des O ({})-espaces à droite, et un U (1)-homéo- 


morphisme 
tiMi UV (1) —tl asso (Gra U (4), U (1)) 


en considérant tl Mi Ü ({)et tl asso (Gra U (1), U (1)) — CV (c, Î) 
[— S%] comme étant des U (1)-espaces à droite; voir 3.1.9 et 3.2.10. 
On donne l’un et l’autre par la formule 


{pr (gi, tif re (gi V tiin1 ; 
la signification de la première partie de cette formule. est 
expliquée dans 4.3.2 ; les éléments g; du groupe O ({) ou U (1) dans la 
deuxième partie sont envisagés comme des nombres (il s’agit des 
inclusions V (wo, 1} R®, CV(æ,1)= C*,0(1)=SCR, U(1)— 
Ste C). 
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4. Principales réductions du groupe structural 


1. Les fibrés de Grassmann permettent d'appliquer aux problè- 
mes de réduction du groupe structural, envisagés en p. 1, le schéma 
du p. 4.4. C'est précisément l'objet du présent sous-paragraphe. 
Rappelons que les réductions qui correspondent aux inclusions 


On æGL(n,R), S0(n)=GL;(n,R), Un) =GL(n, C) (4 


signifient la donnée d’une distance euclidienne ou hermitienne, 
les réductions qui correspondent aux inclusions 


GL;n, REGL(R,R), SO(n SO (n), (5) 
la donnée d’une orientation et les réductions qui correspondent aux 
inclusions 

GL(n, RE GL(n,R), U(n)& O0 (2n), (6) 


la donnée d’une structure complexe. Nous indiquerons pour chacune 
des inclusions (4), (5), (6) une application classifiante canonique et 
en déduirons des conséquences évidentes. En outre, nous en ferons 
de même pour les inclusions 


GLin—s, RS GLn, R), GLiin—-s, R)EGL;(n, R), 
GL(n—s, C)= GLin, C), (7) 
Ofin—s)=O(n), SO(fn—-s)E SO(n),, U(n—s EU (n). 
(8) 


Les réductions du groupe structural qui correspondent à ces six 
inclusions peuvent être interprétées comme des représentations du 
fibré donné de dimension n sous forme de suspension répétée s fois 
au-dessus d’un fibré de dimension nr — 5. 

2. Pour les inclusions (4) le programme indiqué se réalise faci- 
lement. Les fibrés Gra GL (n, R) et Gra O (n) ont la même base 
G (, n), les fibrés Gra GL, (n, R) et Gra SO (n), la même base 
G: (co, n) et les fibrés Gra GL (n, C) et Gra U (n), la même base 
CG (co, n); il est clair que dans les trois cas les applications iden- 
tiques sont des applications classifiantes. Par conséquent, les appli- 
cations 

ext: Stee (B, OR”) — Stee (B, GLRT), 


ext: Stee (B, SORT) —+ Stee (B, GL.,RT), 
ext: Stee(B, UC") — Stee (B, GLC") 


sont bijectives pour chaque espace cellulaire B (voir 4.4.2). En par- 
ticulier, tout fibré vectoriel réel à base cellulaire possède une distance 
euclidienne et tout fibré vectoriel complexe à base cellulaire peut 
être muni d'une distance hermitienne. 

En guise de corollaire, nous obtenons le théorème déjà énoncé 
dans 2.8: pour chaque fibré vectoriel & à base cellulaire et chaque 
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sous-fibré Ë.,, il existe un sous-fibré Ë, tel que Ë se décompose en une 
somme des sous-fibrés Ë, et &.. 

83. Il est tout aussi évident que la projection G4 (oo, n) — 
— G (co, n) est l'application de classification pour les deux inclu- 
sions (5), tandis que l'inclusion CG (œ, n) — G(, 2n) est l’ap- 
plication de classification pour les deux inclusions (6). Pour traiter 
des propriétés homotopiques de ces deux applications de classifi- 
cation, assez compliquées, il nous faudra des moyens plus puissants. 
Nous reviendrons à la première de ces applications au $ 5.6, lorsque 
nous serons mieux pourvus. 

4. Pour les inclusions (7) et (8), il y a également des applications 
classifiantes évidentes: pour les deux inclusions à gauche, c’est le 
plongement canonique G (oo, n —s)—@G(c, n), pour les deux 
inclusions de milieu, le plongement canonique G+ (0, n — s) — 
— G4 (oo, n), pour les deux inclusions à droite, le plongement cano- 
nique CG(oo, n —s)—> CG(co, n) (voir 3.2). En identifiant à 
l’aide de ces plongements les espaces 


G(o,n—s)}, Gr(oo,n—s), CG(o, n —s) 
avec leurs images, nous pouvons écrire, en nous servant de 3.5 
Goo, n—s) ske, _.G(o, n) G,(oo,n—s)=ske, .G};(, n), 
CG(co, n—s) = ske, 2511CG (00, n). 


La première inclusion montre que le couple (G (co, n), G (oo, n — s)) 
est (n — s)-connexe (voir 2.3.2.2), d'où l’on déduit (en se servant 
des théorèmes 2.3.2.4 et 2.3.2.5) que l'application 


n (id, in}: n (B, G(o,n—s)—nt(B, G(, n)) 


est bijective pour tout espace cellulaire B avec dim B <n —s; 
elle applique x (B, G (oo, n —s)) sur x (B, G(œ, n)), quel que 
soit l’espace cellulaire B vérifiant dim B — n —5s. Ainsi les ap- 
plications 


ext: Stee(B, GLR"*) —=Stee(B, GLR"), 
ext: Stee(B, OR) = Stee (B, OR”) 


sont bijectives pour chaque espace cellulaire PB avec dim B <n—s 
et ont pour images 


Stee (B, GLR”), Stee (B, OR") 


pour chaque espace cellulaire B avec dim B — n —s. De même, 
on déduit de l'inclusion 


G4(00, n—s) = ske, G};(oo, n) 
que les applications 
ext: Stee (PB, GL;R"*) —Stee(B, GL,R”), 
ext: Stee(P, SOR"-:) + Stee (B, SOR") 
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sont bijectives pour chaque espace cellulaire B avec dim B <n —'s 
et ont pour images 


Stee (B, GL4R”),  Stee (B, SOR?) 


quel que soit l’espace cellulaire B vérifiant dim B = n —s; l’in- 
clusion 
CG(oo, n—s) > skesn_28+1CG (co, n) 


implique que les applications 
ext: Stee (BP, GLC"”*) —+ Stee (B, GLC"), 
ext: Stee (B, UC") — Stee (B, UC”) 


sont bijectives pour tout espace cellulaire B vérifiant dim B << 
< 2(n — s) et ont pour images 


Stee (B, GLC"), Stee (B, UC"), 


quel que soit l’espace cellulaire B vérifiant dim B = 2n — 2s + 1. 
Ainsi, tout fibré vectoriel réel (resp. complexe) de dimension # à 
base cellulaire de dimension <n— s (resp. de dimension <2n— 
— 2s + À) est GLR'"-équivalent. (resp. GLC'-équivalent) à la sUS- 
pension itérée s fois sur .un fibré de dimension nr — s; si deux fibrés 
vectoriels réels (resp. complexes) de dimension n — s à base cellu- 
laire de dimension <<n —s (resp. de dimension <<2n — 2s +1) 
ont des suspensions itérées s fois qui sont GLRT-équivalentes (resp. 
GLC'-équivalentes), alors ces fibrés eux-mêmes sont GLR"*-équi- 
valents (resp. GLC"*-équivalents). 


5. Exercices 


1. Montrer que pour tout fibré vectoriel réel £ de dimension nr 
le fibré asso (£, RO) est équivalent (dans le sens de 1.1.2) au 
fibré dont l’espace total est le complémentaire de l’image de la 
section nulle dans tl £ et la projection est la restriction de la projec- 
tion pr ë. 

Montrer que pour tout fibré euclidien Ë de dimension n les fibrés 
asso (£, D") et asso (E, S"-1) sont équivalents aux fibrés dont les 
espaces totaux sont les parties de l’espace til Ë constituées des vec- 
teurs de longueur < 1 et des vecteurs de longueur 1, tandis que les 
projections sont les : restrictions de la projection pr ë. 

2. Montrer que pour tout fibré vectoriel réel (resp. complexe) £ 
de dimension n le fibré asso (£, V' (n, k)) (resp. asso (€, CV’ (n, k))) 
est équivalent au fibré dont l’espace total est la partie du produit 
tlé X ... X tlË de Æ facteurs constituée des suites (x,, . .., x) 
telles que pr Ë (x) — — pr é(x;), les vecteurs zx,, ..., æz 
étant linéairement indépendants, tandis que la projection est la 
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restriction de la composée des applications 


Ex Xe te À hs E. 


Montrer que pour tout fibré euclidien (resp. hermitien) £ de 
dimension n le fibré asso(é, V (n, k)) (resp. asso(ë, CV (n, k))) 
est équivalent au fibré dont l’espace total est la partie du produit 
lé X... X tlËé de k facteurs constituée des suites (x,, . . ., x») 
telles que pr & (x,) =... — pr & (x.) et les vecteurs x;,, . .., xx 
forment un repère orthonormé, la projection étant la restriction de 
la composée des applications suivantes: 


EX... XL ES bs E. 

3. Considérons les espaces T, $ définis dans l’exercice 1.2.9.5 
et définissons l’action à droite du groupe GL, (1, R) dans T0 
en posant ({x;},t)- {tx;}. Il est évident que (T XK0)/GL, (1, R) = 
= $. Montrer que le GL., (1, R)-fibré défini par cette action est 
localement trivial sans être trivial, tandis que le fibré vectoriel 
réel orienté associé de dimension Î ne possède pas de distance eucli- 
dienne. 


$ 6. FIBRÉS DIFFÉRENTIABLES 


{. Notions fondamentales 


1. Soit 1<r<a. Un fïfibré £ est appelé fibré de classe € 
&'-fibré, si les espaces tl &, bs & sont des €”-variétés et, pour chaque 
point de l’espace bs &, il existe un voisinage U, une €'-variété F 
sans bord dans le cas où Ù en possède un et un €’-difféomorphisme h : 
U X F = pr E "1 (U) tels que pr 6 (h (b, x)) — b quels que soient 
bEU,xEF. Les fibrés de classes €°, s>r, sont appelés fibrés de 
classe 67" ou 67'-fibrés. Un fibré de classe €?! est dit différentiable. 

Si & est un fibré de classe €’, alors pr £ est évidemment une €”- 
submersion ; en particulier, les fibres d’un fibré différentiable sont 
des sous-variétés propres de la variété totale tl Ë (voir 3.1.5.8). 
On voit également que les fibres au-dessus des points d’une compo- 
sante de la base d'un €'-fibré sont deux à deux €”-difféomorphes. 
Si la base est connexe et possède un bord, alors les fibres n’ont pas 
de bord et 4 tl £ — pr £-! (4 bs Ë), tandis que si la base ne possède 
pas de bord, Otl Ë — [bepst0 pr Ë"! (b); dans le premier cas la 
restriction (0 t1 &, ab pr 6, 9 bs Ë) du fibré & à 9 bs & est un T”-fibré, 
dans le deuxième cas (9 tl 6, ab pr &, bs £) est un €”-fibré. 

Le produit de deux €’-fibrés dont un possède un espace total et 
une base sans bord est évidemment un €'-fibré. 

La restriction d'un €'-fibré à une sous-variété propre de la base 
est évidemment un €’-fibré. 

Si & est un fibré et BP une variété de classe €”, tandis que f: B —- 
— bs Ë est une application de classe €’ telle que les fibres pr £-1(f(b)), 
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b € 0B, n’ont pas de bord, alors le fibré induit f! E est un &'-fibré 
dans un sens évident. Le passage au fibré induit de ce type sera dit 
propre. Par exemple, le fibré in' 6, où in est l'inclusion d’une sous- 
variété propre ou du bord de la base d’un &'-fibré Ë dans cette base, 
est toujours induit proprement ; il est clair qu'il coïncide, comme 
€'-fibré, avec la restriction correspondante du fibré Ë. 

2. Soit 0 < < s < r. Une application @ d'un G>'-fibré dans un 
autre est appelée 2 -application si tl ® et bs o sont de classe €, 
et &°-isomorphisme si tl ® et bs p sont des €&°-difféomorphismes pour 
s>1 et des homéomorphismes pour s=0. Tout €‘-isomorphisme qui 
est une équivalence s’appelle €‘-équivalence. 

Un @°'ibré & €‘-équivalent au fibré trivial standard (bs £ X F, 
pr., bs Ë), où F est une variété de classe €?” (sans bord si bs Ë a un 
bord), est dit €‘-trivial. Il est clair que localement chaque <'- 
fibré est €’-trivial, i.e. chaque point de sa base possède un voisinage 
au-dessus duquel il est €”’-trivial. En particulier, chaque fibré diffé- 
rentiable est localement trivial au sens topologique. 

Remarquons que si le fibré f'E est proprement induit par un 
&?'-fibré £ au moyen d’une €’-application f, alors ad f: f'E — & 
et une €’-application. Il est clair également que si une application œ 
d’un €?’-fibré £’ dans un €?"-fibré £& est de classe €”, le fibré (bs o)'E 
étant proprement induit, l'application corr p: Ë’ — (bs o)'E est 
également de classe €’. 


Fibrés différentiables et submersions 


3. Si r < © et f est une submersion de classe €' d’une €'-variété 
compacte X dans une €'-variété Y et f ! (9Y) — OX, alors (X, j, Ÿ) 
est un €C'-fibré. Il en est de même pour r — a, lorsque X admet un 
€°-plongement dans un espace euclidien. 

(Une extension de ce théorème est donnée dans 6.1. ) 

Il suffit d'effectuer la démonstration dans le cas où f.(X) = Y ; 
en effet, dans le cas général, l'ensemble j (X) est ouvert (voir 3.1.9. 8) 
et fermé (voir 1.1.7.9), i.e. est constitué de composantes entières de 
la variété Ÿ. Nous montrerons que pour chaque point y, de l’espace Y 
il existe un voisinage Ü, une €'-variété fermée F et un €'-difféo- 
morphisme h: U X F — f 1 (U) tels que f (h (y, x)) — y quels que 
soient yEU,xEeF. 

D'après 3.1.5.8 (ou, si l’on préfère, 3.4.8.2), f”"! (y,) est une sous- 
variété propre de la variété X lorsque y, € int Ÿ, et une sous-variété 
propre de la variété 0X lorsque y, € 9Y ; danses ‘deux cas cette sous- 
variété est fermée en tant que variété indépendante. Posons F — 
= fl (yo), lixons un €'-plongement j: X — R'; une C’'-transversa- 
lisation t du plongement j |£: F— R' et un tube propre Tub po; 
considérons l'application 


o: j '(tubo)—Y x F 
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définie par la formule œ (x) = (f (x), pr. (j (x))). Il est évident que: 
œ est de classe €”; @ (9 (j7! (tub. o))) € 4 (Y X F); p est injective 
sur F; la différentielle d,o est non dégénérée si x € F. F étant com- 
pact, on en déduit que œ est un difféomorphisme qui applique un 
certain voisinage de l’ensemble F sur un certain voisinage de l’en- 
semble @ (F) = y, X F (voir 3.1.5.5) et, toujours en vertu de la com- 
pacité de l’ensemble F, ce dernier voisinage contient un ensemble de 
la forme V X F, où V est un voisinage du point y, (dans Y). Soit U 
un voisinage encore plus petit du point Yo ŒUi vérifie jf (0) = 
C tub, p. Alors pt(U X F) = ft (U), et on voit qu "en guise de À 
on peut prendre (ab œ@) !: UX F—f1{U). 
4 (Exemples). Les fibrés 


(V (n, k), pr; G (2, k)), (V (a, k), pr, G+ (n, k)), 
(CV (n, k), pr, CG (nr, k)), (HV (x, k), pr, HG (n, k)) 
dont les projections sont les submersions définies dans 3.2.2, sont 
des €°-fibrés principaux à groupes structuraux 
O (k), SO (k), U (k), Sp (k). 
Les fibrés 
(V (2, k), pr, V (n, & — gq)), (CV (n, k), pr, CV (n, k — a)), 
(HV (n, k), pr, HV (n, k — Q)) 
dont les projections sont les submersions définies dans 3.2.1, sont 
des €°-fibrés de Steenrod à groupes structuraux 
Ofn—-k+g, Uin—-k+g), Spin—-k+a) 
et à fibres standards 
Vii—-k+g qg, CViun—-k+g og, HV(rn—k+ag 0) 
‘dans celles-ci les groupes indiqués opèrent canoniquement — voir 
.3.12). Les revêtements 
(R, hel, 51, (St, hel,,, St), (G (n, k), pr, G (n, k)) 
définis dans 1.2.6 sont également des €°-fibrés principaux. 
Remarquons que parmi les €“-fibrés principaux indiqués ci- 
dessus on trouve les fibrés (S%, pr, S?) et (S7, pr, S“) dont les pro- 
jections sont les submersions de Hopf (voir 3.2.2.9). Ces fibrés sont 
appelés fibrés de Hopf. La submersion de Hopf S!$ — S8 définit égale- 
ment un €‘°-fibré que l’on appelle fibré de Hopf (ce dernier fibré 


n’a pas de structure de groupe spéciale) ; ses fibres sont difféomor- 
phes à S7. 


Fibrés différentiables comme fibrés de Steenrod 


5. Soit F une variété de classe €”, r >> 1. Conformément à 2.3.10, 
F est un Diff” F-espace fidèle, de sorte que tout &'-fibré £ dont les 
fibres sont €‘- difféomorphes à F est un W-F-fibré (voir 3.1.3 et 
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3.2.1); il est clair que chaque & est localement W-F-trivial, ï.e. 
est un fibré d’Ehresmann-Feldbau. La méthode qui nous a permis 
de transformer un fibré d'Ehresmann-Feldbau en un fibré de Steen- 
rod n’est pas applicable ici: comme nous l'avons déjà remarqué 
(voir 3.5.2), si dim F >> 0, alors l’action naturelle du groupe Diff" F 
dans F n’est pas topologiquement fidèle. Néanmoins, l’ensemble 
DH (£) se munit d’une topologie naturelle au moyen de son appli- 
cation injective dans €’ (F, tl £) qui fait correspondre à chaque dif- 
féomorphisme & de DA (£) sa composée avec l'inclusion de la fibre 
a (F) dans tl £. Cette topologie dans l’ensemble DA (£) transforme & 
en un F-fibré de Steenrod. 

Il est utile de comparer les structures de groupe implicites dé- 
crites ci-dessus pour les fibrés différentiables avec les structures de 
groupe dans les fibrés localement triviaux (voir 3.4.5). Nous note- 
rons seulement deux complications qui apparaissent dans la situa- 
tion différentiable: tous les F-ibrés de Steenrod ne peuvent être 
transformés en fibrés différentiables, ne serait-ce que parce que la 
base peut ne pas être une variété; une F-application d’un €'-fibré 
dont les fibres sont difféomorphes À F dans un autre, comme le mon- 
trent des exemples évidents, peut ne pas être une €’-application. 
14 


2. Lissages etl approximations 


1. Dans le présent sous-paragraphe nous faisons, pour les fibrés 
différentiables, une partie du travail déjà effectuée, au $ 3.4, pour 
les variétés différentiables. Malgré l'importance de cette partie cer- 
taines questions ne sont pas du tout traitées. Par souci de brièveté, 
mous nous sommes limités au cas fermé ; les situations compactes plus 
générales sont considérées dans 6.2 à 6.5. 

Nous aurons besoin de deux notations où il sera entendu que 
O0<Zs<r. Nous désignerons par Sec° £, l’ensemble des &°-sections 
d'un fibré Ë de classe €’ et par &° (Ë, £’), où 6, Ê’ sont des fibrés 
de classe €?”, l’ensemble des €‘-applications £ — Ë’. Pour s Ha, 
les deux ensembles possèdent une topologie naturelle : le premier com- 
me partie de l’espace €° (bs 6, tl £), le second comme partie du 
produit €° (tlE, tlE’) xX €° (bs Ë, bs E'). 


£-transversalisations et tubes 


2. Notre but immédiat est de moditier les définitions et les théo- 
rèmes du p. 3.4.3 pour les rendre applicables aux problèmes du pré- 
sent sous-paragraphe. 

Commençons par les transversalisations. Soient £ un fibré vec- 
toriel avec tl E fermé et j: tl ë —- Run plongement différentiable. 
Une application continue t: tlë + G(q, g — n),oùn — dim tl £ — 
— dim bs Ë, est appelée É-transversalisation du plongement j si la 
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restriction T [prt-içy) est transversale au plongement j [Fey 
pour chaque point y € Ÿ. L'exemple fondamental est la E-transver- 
salisation normale qui fait correspondre au point x € tl & le complé- 
mentaire orthogonal du plan d,j (Tang, pr £-! (pr £ (x))) dans R2. 
Notre E-variante du théorème 3.4.3.7 affirme que si & et j sont de 
classe €” (1 < r L a), alors j possède une E-transversalisation de 
classe €’. La démonstration est une modification évidente de celle 
du théorème 3.4.3.7. 

Passons aux tubes. Soit & une £-transversalisation du plonge- 
ment j. Définissons le tube Tub, p et le tube ouvert tub, p comme 
sous-ensembles du produit bs £ X R'Ten posant 


Tub.p = nU LP° & (x) X ds (x, p); 
tub.0 — 4 Pr G(x) X (dr (x, P)XSx (x, p)}; 


où de (x, p) ets (x, = sont la boule et la sphère du plan j (x) + T (x) 
de centre j (x) et.de rayon p ; autrement dit, : 


Tubp= L U L X Tub, lors GP. 
tubp= V x Pubelpe 1 ONE 


Le tübe Tub, p est dit. Drogre si: pour un certain « 6 s 0 Îes’ enser- 
bles pr £ (x) X (d, (x, 6) Sr (x, o)) sont deux à deux “disjoints'; 
je tube ouvert tub. o qu'ils constituent est un sous-ensemblé oüvert 
du produit bs & X R4: l'application tub. o —tl £ qui projette 
pré(z) X (dr (x, G)S4 (x, 6)) dans x est différentiable. Les res: 
trictions dé cette application à Tub, p et-à tub. p (indépendantes du 
choix de o}- sont appelées projections ; on les’note pr. Si.E, jet T 
sont de classe €’, r > 1, ‘alors: ün tube propre existe; chaque; tubé 
propre Tub. p est une sous-variété du produit bs E X Re et son inté- 
rieur est -tubs p ; l'application px : Tub. 6. tl E est une ‘€'-sub- 
mersion. On établit ces faits par unè modification évidente des-dé- 
monstrations des théorèmes .3.4.3.4 et 3.4.8.5. La modification « con- 
cerne également la construction: 3.4.3.3: le modèle Tu.:se définit 
maintenant comme le’ sous-ensemble : du. produit tl E X R1 consti- 
tué des points (x, t) tels que £ ET (x), tandis que nat applique Tu 
dans bs £°X R° suivant Ja formule nat (CA D) = (pr & (@), Î @ + D 


Théorèmes fondamentaux | “7 

3, Si r<oo, alors quels que. soient Les C>r- fibrés £, Ë’ à varié- 
tés totales tl ë, tl £” fermées et à ‘bases bs 6, bs £’ Jermées, 
l'ensemble € (&, £’) est dense dans. @°(E, €), pour tout s<<F: 
Ceci reste: vrai pour ra, lorsque tl Ë£, tl Ë’, bs ë; bs En admet” 
tent un GC°-plongement dans l'espace euclidien. 


22—0824 
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Démonstration. Fixons un €'-plongement jÿ': t}l £’ +R9. 
sa &’-transversalisation Tt’ de classe €” et le tube propre Tub.-p° 
Il est évident que le sous-ensemble % de l’espace @*(tlE, tl E’) x 
x ©° (bs &, bs £”) constitué des couples (F: tlé—tlé,f:bsE—bsE) 
tels que (f (grE(x)), j'(F(x)))Etub+p" est ouvert pour chaque 
point x de tlé et contient @°(£, £’). Définissons pour le couple 
(F, f) de A l'application D(F, f): tlE—tlE par la formule 


ti pri (jf (pr Ë (x)), j° (F (x))). 
Il est clair que (D (F, jf), f) E €° (6, £’) et que l’application Y: 
QL —+ G°(E, Ë’) définie par la formule Y (F, f) = (® (F, f}, jf) est. 
une rétraction qui applique | | 


A N(CUALE, 1167) X €7 (bs E, bs £”)) 


dans €’ (&, £’): Puisque 
L'(LE, tl£’) X €’ (bs Ë, bs E”) 


est dense dans 
G(LE, tlE’) X €s (bs 6, bs E£”) 


pue 3.4.4.2), l'existence d’une telle rétraction implique que € (£, 
£’) est dense dans €° (E, £'). 

4. Si r&oo, alors quels que soient les @>"-fibrés &, £' à tl £, tl €’, 
bs &, bs £’  Yermées, la €'-application f: bs & — bs £’ et s <r, la 
partie de l’espace € (£, Ë’) constituée des applications œ, bs @ = f, 
est dense dans la partie de l’espace € (£, £’) constituée des applica- 
tions @, bs @ — f. Ceci reste vrai pour r — a, à condition que tl Ë 
et tl £” admettent un C°-plongement dans l'espace euclidien. 

Démonstration. Désignons par # la partie de l'espace 
€° (t1EË, tl Ë’) constituée des applications de la forme tl @ où € 
EG (6, E”), bs -=f. Il faut établir que l'intersection # fN @’ (6, £’) 
est dense dans #. 

Fixons un €'-plongement j’: tl £’ — R2, sa E’-transversalisa- 
tion +’ de classe €”, le tube propre Tub.:p’. Il est évident que le 
sous-ensemble %,/. de l’espace € (tl £, tl £”) constitué des applica- 
tions F: tlE—tl£’ qui vérifient 

( (pr E (x), j' (F ())) € tube p’ 
est ouvert pour chaque point x de tl £ et contient #. On voit éga- 
lement que l'application de % dans Æ, qui fait correspondre à l’ap- 
plication F € % l’application 

tt prr (f (pr E (x)), j' (F (x))), 
est une rétraction qui envoie %f €’ (tl E, tl £”) dans 7 N6’ (tlE, 
tlé’). Puisque €’(tlE, tl E’) est dense dans € (tl &, tl £’), ül 
découle de l'existence d’une telle rétraction que FN" (E, Ë’) 
est dense dans #. 
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5. Si r oo, alors pour des %?'-fibrés quelconques &, £' à tlE, 
tlé’, bs£, bs £’ fermés, l’ensemble des C'-isomorphismes & — E' 
est dense, pour 0 5 <r, dans la partie de l'espace €° (£, £') cons- 
tituée des C°-isomorphismes; l’ensemble des €’-équivalences est dense, 
pour Os <r, dans la partie de l’espace €° (Ë, Ë’) constituée des 
€°-équivalences. Lorsque r — a, la première assertion reste valable à 
condition que tl £, tl £’, bs &, bs £’ admettent un €°-plongement dans 
l’espace euclidien, et la deuxième à condition que tl £, tl £’ admettent 
un € %-plongement dans l’espace euclidien. 

Ceci découle de 3, 4 et 3.4.1.6. 

6 (Corollaires). Si deux €?"-fibrés dont les bases et les espaces totaux 
sont des variétés fermées sont €\-isomorphes et r  o, alors ils sont 
€'-isomorphes. Ceci reste valable pour r = a, si l’espace total et la 
base admettent un €°-plongement dans l’espace euclidien. 

Si deux €””-fibrés dont les espaces totaux sont des variétés fermées 
sont €!-équivalents, et. r oo, alors ces fibrés sont TC'-équivalents. 
La même chose est vraie pour r = a, à condition que les variétés totales 
admettent un €°-plongement dans l’espace euclidien. 

7. Si ro, alors pour chaque €”’'-plongement Ë avec tl & et 
bs Ë fermés, l’ensemble Sec” & est dense (pour chaque s << r) dans Sec ‘&. 
Ceci reste vrai pour r = a si tl & et bs Ë admetitent un G°-plongement 
dans l’espace euclidien. 

Ceci découle du théorème 4 appliqué aux fibrés & et (bs &, id, bs Ë} 
et à l’application id bs E. 

8. Chaque €7'-fibré & avec .tl & et bs & fermés est G'-isomorphe à 
un €°-fibré dont la variété totale et la base admettent un €"-plongement 
dans l'espace euclidien. 

Démonstration. D'après 3.4.9.6, il existe des €°-variétés 
T, B, admettant des €‘°-plongements dans l’espace euclidien, qui 
peuvent être liées avec tl£, bs Ë par des &r-difféomorphismes F : 
T—tl£é, jf: B—bsEËé. Fixons un €’-plongement j: tl £ —- R1, 
sa E-transversalisation 7% de classe €’ et le tube propre Tub. op ; 
désignons par % la partie de l’espace €’ (T, B) constituée des sub- 
mersions p: T — B dont l’image par la composée des applications 

diag Gop}xGF) 


est cor:enue dans tub, p. Il est clair que % est ouvert et contient 
flopréoF; l'application D: Y — € (T, ul FR qui applique 
4 € U dans l'application + pr (p © g (x), jo F (x)) est continue; 

D (flo préoF) = F. Puisque F est un é. difféomorphisme, la 
composée f-1o pr Es F possède dans €”(T, B) un voisinage Ÿ € 
tel que D (£) est un €@”-difféomorphisme si g € Ÿ'. Fixons dans Ÿ° 
une @°-application ». Il découle du théorème 1.3 que (T, h, B) est 
un #°-fibré ; il est clair que ® (h) constitue avec f un &'-isomorphisme 
du fibré (T, h, B) dans Ë. 


22% 
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3. Fibrés vectoriels différentiables 


1. En général, la propriété de différentiabilité apparaît dans les 
fibrés en combinaison avec d’autres structures, le plus souvent avec 
des structures de groupe du type de Steenrod. Dans de tels cas, le 
rôle de la différentiabilité est analogue à à celui de la topologie dans 
la théorie des fibrés de Steenrod exposée ci-dessus ($&$ 3, 4):.il serait 
intéressant de développer cette analogie pour obtenir une théorie 
complète des fibrés différentiables de. Steenrod. 

Malheureusement, un tel programme serait trop vaste pour notre 
cours. Nous nous limiterons à quelques notions sur les fibrés ve c - 
toriels, les plus importantes dans ce contexte dont l’exposé 
est moins encombrant que celui de la théorie générale. 

Remarquons que les théorèmes sur les lissages et les approxima- 
tions (théorèmes 8 à Z2 ci-dessous) ne découlent pas directement des 
propositions du sous-paragraphe précédent, puisque .les fibres d’un 
fibré vectoriel de dimension positive ne sont pas compactes. Nous 
avons donc préféré donner des démonstrations simples. directes de 
ces théorèmes. 


Notions fondamentales 


2. Un fibré £ est appelé @'-fibré vectoriel réel de dimension n 
(<7r< a) s'il est en même temps un fibré vectoriel réel de dimen- 
sion n et un ’-fibré, ces deux structures étant compatibles en ce 
sens que la restriction du fibré £ à un voisinage suffisamment petit 
d’un point arbitraire de sa base est &'-GLR"-triviale, i.e. elle peut être 
liée à un fibré standard trivial par une €"-GLR-équivalence (une 
@G'-GLR'-équivalence est une GLR’-équivalence qui. est en même 
temps une .&’-équivalence). D'une même manière on définit les 
€'-fibrés euclidiens, les C'-fibrés vectoriels complexes et les ’'-fibrés 
hermitiens. 

La multiplication et le passage au fibré induit (en particulier, 
la restriction) des €?"-fibrés vectoriels, euclidiens ou‘hermitiens don- 
nent des fibrés du même type lorsque les conditions indiquées dans 
les définitions correspondantes du sous- paragraphe 1 (voir 1.2) 
sont véritiées. : ‘: Lun 

Remarquons aussi que l’on peut transposer aux €?'-ibrés vec- 
toriels, euclidiens et hermitiens les énoncés et les démonstrations 
des théorèmes 3.2.8 et 3.2.9, à condition de faire des modifications 
appropriées. Nous nous limiterons à énoncer la 6"-GLR"-variante du 
théorème 3.2.9 : si la composante bs f d’une €’-GLR"-application f 
‘d'un @?"-GLR"{ibré dans'un-autre vérifie les conditions indiquées 
dans 1.1 dans la définition du &’-fibré induit, alors l’application de 
correction cortr f est. une €'"-GLR"-équivalence. 

3, Les descriptions directes des fibrés vectoriels, euclidiens et 
hermitiens, données au p. 5.1, possèdent. également ‘des :€T-analo- 
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gues: évidents ({&r<üa). Le €’-analogue du théorème 5.1.3 affir- 
me qu'un. G'-Éibré dont les fibres sont des espaces vectoriels réels 
de dimension n est.un €'-fibré vectoriel réel de dimension n si et 
seulement si les opérations vectorielles partielles, indiquées dans 
5.1.3 sont des €’-applications. Le €'-analogue du théorème 5.1.5 
affirme qu'un €’-fibré dont les fibres sont des espaces euclidiens de 
dimension n est un €”-fibré euclidien de dimension n,si et seulement 
si les opérations partielles: indiquées et la distance “(le carré de la 
longueur d'un vecteur envisagé comme une fonction sur la variété 
totale du fibré) sont dé:classe €’. En particulier, pour faire d'un €'- 
fibré vectoriel réel un ,€’-fibré euclidien, il faut y introduire une 
G'-distanée euclidienne. Les énoncés complexes correspondants (i.e 
les : €”-analogues .des théorèmes 5.1.10) sont les mêmes, sauf qu'il 
faut remplacer ‘les: fibrés .euclidiens et. la distance euclidienne par 
les fibrés hermitiens et: us distance hérmitienne. 


Fibrés! différentiables de Grassmann 


4, Les exemples fondamentaux de Tibrés différentiables vectoriels, 
euctidiens et hermitiens . soht. les fibrés de Grassmann définis dans 
5.3.6 pour m < 0, A. savoir si 0<n<m < oo, alors Gra (m, 
GL (n, R)) est évidemment un Gafibré ‘vectoriel réel, Gra (m, GL 
(n, C)) un €‘ibré vectoriel complexe, Gra (m, O (n)) un €°-fibré eu- 
clidien et Gra (m, U {ñ)).un €°-fibré hermitien. Rappelons qu’ils sont 
tous: de dimension n. Le troisième.fibré diffère du premier seulement 
en cé qu'il possède une €°-distance euclidienne, le quatrième du 
second, par une €®-distanée hermitienne. 

Le théorème 5 ci-dessous peut être considéré comme une €- 
variante (avec r Æ a), plus faible, de la partie de la proposition 
9.3.8 qui se rapporte aux fibrés 


Gra (m, GL{n; R})) et Gra (m, GL (n, C)). 


5. Soient E un €'-fibré vectoriel réel ou complexe de dimension n à 
base compacte. Si r Æ a, alors, pour un certain m, il existe une €- 
application f: bs & — G (m, n) dans le casréeletf: bsE— CG(m, n) 
dans le cas complexe telle que E est € -GLR"-équivalent à f'Gra (m, 
GL (n, R)) dans le cas réel et €'-GLC"-équivalent à f'Gra (m, GL (n, 
C)) dans le cas complexe. 

Nous nous limiterons au cas réel, car le cas complexe n’en diffère 
que par des détails évidents. Trouvyons pour chaque point b € bs £ 
une carte 14 € Atl, bs Ë 


Vs (SUPP Ve, bd) = (R', 0) ou (R!, 0), Z = dim bs E, 
telle que la restriction Élsuppw, soit @’-GLR'-triviale et fixons 
des G'-GLR'"-trivialisations 
T: (supp Ye X R°, pra, supp Ve) — Ésupp ve 
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Recouvrons ensuite bs £ par un nombre fini d’ensembles #5! (D'), 
mettons par les ensembles 14%! (D'), ..., ÿ5! (D') et fixons une 
fonction «: R'—R, égale à 1 sur D! et à O en dehors de 2D!. 
Définissons enfin les applications Æ,, ..., H,: tl £— R" par la 
formule 


œ (er, (pr Ë (x))) praotl T5; (x) 
H, (x) = si x € pr £"! (supp V%,); 
0 si xéprE"t(supp\,), 


où pr, = (pr, 4 supp ÿe, X R°— R"], et l'application H: tl E + 
> RTX... X RT—=R*T% par la formule A (x) = (H; (x), ... 
..., H,(x))}. Il est évident que À est une €&'-application et que 
les restrictions A |pr£-148) à b € bs E sont des monomorphismes linéai- 
res. Nous posons m — sn et définissons l’application f: bs & —- 
— G(m, n) par la formule f (b) — H (pr Et (b)). Pour établir une 
&'-GLR"'-équivalence des fibrés £ et f'Gra (m, GL (n, R)), il faut 
construire une @'-GLR'-application œ: £ — Gra (m, GL(n, R)) 
avec bs ® = f (voir 2) et pour cela il suffit de définir l'application 
tlo: tl£—tl Gra(m, GL(n, R)) 
par la formule 
de (x) = ( (pr E (x), Æ (x) | 

(rappelons que tl Gra (m, GL (n, R})) est la partie du produit & (m, 
n) X R® constituée des couples (Y, y) tels que y € y). 


Application 


6. Pour 1 << r << 00, chaque €'-fibré vectoriel réel (resp. complexe) 
à base compacte possède une distance euclidienne (resp. hermitienne) 
de classe €. | 

Ceci découle du théorème 5, puisque les fibrés Gra (m, GL (n, R)) 
possèdent une distance euclidienne de classe €*, tandis que les fibrés 
Gra (m, GL (n, C})) possèdent une distance hermitienne de classe €”. 


Lissages et approximations 


7. Dans les théorèmes 8 et 70 ci-dessous nous désignons par 
LS (£, €’; f) l'ensemble des €'-applications linéaires @: Ê" — Ë 
vérifiant bs @ — f; dans ces notations E, £’ sont des 6?"-fibrés réels 
ou complexes, r > s2> 0, et j une application de classe &° de bs £ 
dans bs £. Pour s = a, cet ensemble possède une topologie naturelle 
comme sous-ensemble de l’espace €° (£”, E&). 

Lorsque dim ë = dimË’ —n, bsE — bs Ë’ et f — id, alors 
L' (£, £'; f) contient en guise de sous-ensemble la famille de toutes 
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les €°-GLR"-équivalences EË’ — £ dans le cas réel et Ia famille de 
toutes les €‘-GLC'-équivalences £” —+ & dans le cas complexe. Dans 
les deux cas, ce sous- ensemble est évidemment ouvert pour tout 
S 4. 

Remarquons que parmi les espaces L' (€, £'; f) on rencontre 
tous les espaces Sec° Ë£ (voir 2.1). Plus exactement, -Sec° E ‘est cano- 
niquement homéomorphe à L° (£, £’:; f), où Ë’ est le fibré trivial 
standard (bs £ X R, pri, bs Ë), tandis que f = id bs £ ; l’homéomor- 
phisme canonique L (E, £’; f)— Sec Ë fait correspondre la section 
b+— ti o (b, 1) à l'application p: + E. 

8. Soient Ë, &” des G"-fibrés vectoriels réels ou complexes à bases 
compactes. Pour 0Ss<r<o, l’ensemble LT (£, E’; D est dense dans 
L (6, E’; f) quelle & que soit €'-application f: bs Ë — bs E. 

Vu que la situation complexe diffère de la situation réelle seu- 
lement par des détails évidents, nous nous limiterons au cas réel. 
D'après le théorème 5, on peut supposer que E — g! Gra (m, GL(n, 
Rhet E’—g''Gra(m', GL(n',R))}, où g et g’ sont des @'-appli- 
cations des bases bs E et bs £’ dans G(m,n)et G(m', n'). Alors tl E 
peut être identifié à la &'-sous-variété du produit bs E X RT cons- 
tituée des couples (db, y) tels que y — g (b), tandis que tl £’ s'iden- 
tifie à la G'-sous-variété du produit bs £’ X°R"” constituée dés 
couples (b", y’) vérifiant y’ = g’ (b’). Les projections orthogonales 
de l’espace R°” sur ses sous-espaces £g (b), b € bs Ë, constituent une 
G'-application p: bsE X R"®—tlËé, tandis que les projections 
orthogonales de l’espace: R° sur ses sous-espaces-g” (b'}, b''E bs Ë”, 
constituent une &G'-application p': bs Ë" X R® — tl &’. Désignons 
par À l'espace euclidien de toutes les applications linéaires R® — 

— R? (ie. des m X m'-matrices réelles, voir 3.2.1.1 et 3. 2.1. Ty et 
envisageons les applications 


D: L'(E, E; frs (bs E, 4) 
V: €? (bsE", A) Le (E, E';f), 
définies par les formules 
{® (o)1 @'} (y) = pr: bs E X R—+ > RMI (el pe p'(, y')), à 
EL CE GI C', y) = p 6), RENE) 


IpELS(E, Ê'; 7), bEbsE, y'ER",- he (bs £ A) L'ap* 
plication Ÿ (comme, d’ailleurs, ®) est continue et envoie les €T- 
applications dans des G’'-applications. .En outre, Ÿ o D = id L* (£, 
E"; {), de sorte que W applique €° (bs Ë, A) sur L° (E, É’; f). 

Vu que l’ensemble €T (bs £’, A) est dense dans €° (bs £”, À) (voir 
3.4.6.5), on en déduit que. l'ensemble L (E, E; f) est dense dans 
L' (é, E'; f). (Clarification: le théorème 3.4.6. 5 doit être appliqué 
après transformation de l’espace À en une sphère par addition du 
point à l'infini; voir 3.4.4.2 et 3.4.4.6). 
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9. Soit Ë un fibré vectoriel réel ou complexe à base compacte. Pour 
0ZSs <r<oo, l’ensemble Sec’ EË est dense dans Sec° E. 

| Ceci découle du théorème 8, puisque Sec” £ = L' (£, £’ É id bs €}, 
où E’ — (bs E X R, pri bs£), tandis que Sec £ — L'(E, ÉE'; 
id bs Ë); voir 7. 

10. Soient E, €’ des €'-fibrés vectoriels réels (resp. complexes). de 
dimension n à base compacte commune. Si 0Ss<r< o, alors 
l'ensemble ‘des G'-GLR"-équivalences E € (resp. ensemble des 
€-GLC"-équivalences. É' €) est dense dans le ‘sous-ensemble de l’es- 
pace L$(E, E'; id) constitué des G'-GLR-équivalences (resp. des 
@-GIC"-équivalences). 

- Ceci. découle du théorème, 8; - le sous-ensemble en question étant 
ouvert dans. L‘ (E.: É" id): | 

11 (Corollaire). Si des C"fibrés vectoriels réels (resp: complexes) 
de dimension n à base compacte, r £a, sont GLR"-équivalents (resp. 
GLC"-équivalents), alors ils sont €"-GLR*-équivalents: (resp. €-GLC"- 
équivalents). | 

-12.. Si la base d' un fibré Dectoriel réel: (resp. somplexe) E. de dimen- 
sion n'est une C'-variété compacte, 1Sr< oo, alors € est. GLR*- 
équivalent (resp. GLC"-équivalent) à un €'-fibré vectoriel. réel (resp. 
complexe). Si. la base: d’un €°-fibré vectoriel réel (resp. complexe) E 
de dimension n.est.une 6'-variété compacte, LS s<7r,< ,00, alors E. 
est €S-GLR'-équivalent (resp. 6-GLC'-équivalent) à àun G"-fibré vectoriel 
réel - (resp. complexe). ù 

# Comme précédemment, nous. nous imiterons au cas- réel. si E 
ést un-fibré vectoriel réel de. dimension n dont. ta: base est une &"- 
variété compacte, alors, conformément à 5.3.8 et. 3.5.2. 13, € est 
GLR*-équivalent, pour m suffisamment grand. au fibré f. Gra: (m,. 
GL (n, R)), où f est une application continue de la base bs 6 dans 
G(m, n). Si E est un €‘-fibré vectoriel réel. de dimension nr à base 
compacte, alors, en vertu du théorème” 5,'E est €'-GLR"-équivalent, 
pour m suffisamment grand, au fibré fl Grä'(m, GL (n, R)), où f 
est une &°- -application de la base bs £ dans G (m, n). Dans les deux 
cas, f est homotope à une €’-application g: bs E—G(m, n) (voir 
3.4.6.5, 1.3.6.6 et 3.4.5.10), de sorte que £.est GLR"-équivalent à 
g! Gra (m, GL.(n, R)). (voir. 4.1.5). Dans.lé premier cas, ceci ter- 
mine la démonstration, dans le deuxième'il suffit de rappeler qu’en 
vertu de 11, € est €-GLR"-équivalent à g'.Gra (m, GEL (n, R)): 


Constructions: - 


15: Nous concluons ce sous-paragraphe par un bref passage en 
revue des constructions décrites au $ 5. 

Les €°-sous-fibrés (réels ou-complexes) d’un &'-fibré vectoriel & 
sont par définition les sous-fibrés dans le sens de 5.2.2 ou 5.2.3 pou 
lesquels l’espace total est une %‘-sous-variété de la variété tl Ë; 
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est clair que. ce sont des @‘-fibrés vectoriels. On définit de même 
les €°-sous-fibrés des €'-fibrés euclidiens et les €‘:sous-fibrés des 
G'-fibrés hermitiens. Les €'-sous-fibrés des €'-librés sont. appelés 
sous-fibrés tout court. 

D'après 5.2.5, dans le cas hermitien et euclidien, chaque sous- 
fibré n d’un fibré £ possède un complémentaire orthogonal nt ; 
il est clair que: n+ est un €‘-sous-fibré.en même temps que n; 
l’équivalence canonique-éntre n+ et le fibré quotient E/n (voir 5.2. 6} 
transforme £/n en un-@*-fibré euclidien ou-hermitien (et:devient:elle- 
même une $-équivalence). Grâce à cette -observation, dans les cas 
vectoriels (réel et complexe) le ‘fibré quotient : E/n : devient un €°- 
fibré lorsqu’on.y introduit une- #:- distance (euclidienne ou hermi- 
tienne); son choix n’a-aucune.influence sur le résultat, néanmoins 
il faut se rappeler que son existence a été: établie: seulement dans le 
cas où la base est compacte et s £ a (voir 6). 

-Si deux &'-fibrés. vectoriels réels £,,. Ee. Dossbdent | une base com- 
mune sans. bord, la construction de la‘somme”£, @ £2: exposée dans 
5.2.9 en fait un. G'-fibré vectoriel réel. Lorsque la base possède, un 
bord,.le produit £, X: TE n'est. pas : défini comme €TAibré, et c’est 
. ]à une complication qu’on évite-en se’ servant des formules 

_ il (61 D ba) — = tl ((pr E1) 62); | 
Dee pr (Es ®. 65) = pr (Es pr (pr. AL É2). 
Dans. les hypothèses de 5. 2. 9,-ces formules sont équivalentes à la 
définition de la somme Ë, @ E. qu'on y donne; ici, elles sont équi- 
valentes à la définition précédente dans le cas oùiln "y a pas de bord 
et. permettent de la généraliser’ au cas‘d’un bord non vide. On peut 
répéter la même procédure däns'les situations vectorielle complexe, 
euclidienne ou hermitienne. En-particulier, ce qui a été dit. se rap- 
porte également ‘aux suspensions (voir 5.2.10). 

Les .&'-variantes des autres constructions décrites. au $ 9 sont 
déjà suffisamment évidentes. En particulier : la conjugaison (voir 
9.1.11) conserve la nature du fibré, ainsi un €’-fibré vectoriel com- 
plexe reste @'-Tibré vectoriel complexe, de même qu’un €’-fibré 
hermitien reste €'-fibré. hérmitien; la  décomplexification (voir 
5.1.12) transforme un €’-fibré vectoriel complexe en un €'- 
fibré vectoriel réel, et un ”-fibré hermitien en un €'-fibré eucli- 
dien; la complexification (voir 9.2.11) transforme un €'"-fibré vec- 
toriel réel en un €’-fibré vectoriel complexe, et un €’-fibré euclidien 
en ‘un &’-fibré hermitien ; dans les €”-variantes des théorèmes 5.2.13 
et 9.2.14 les équivalences conj et X. deviennent des €”-équivalences. 


4. Fibrés normaux et tangents 


1: Les principales notions du présent sous-paragraphe, indiquées 
dans son titre, ont en fait déjà été employées au chapitre 3. Mais 
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ce n’est que maintenant, lorsque nous disposons de la notion générale 
de fibré vectoriel différentiable, que nous pouvons leur donner une 
définition adéquate et les envisager d’un point de vue général correct. 


Fibrés tangents 


2. Rappelons qu’au chapitre 3, pour chaque variété X de classe €”, 
r > 1, nous avions défini les espaces vectoriels réels Tang, X (x € X)}, 
la @'-l-variété Tang À et la projection pr: Tang X —+ X (voir 
3.1.4.1 et 3.1.4.2). En comparant ces définitions avec les définitions 
générales données dans 5.1.2 et 3.2, nous voyons que (Tang X, pr, 
X) est un fibré vectoriel réel de dimension. dim X,et, pour r>2, 
‘un &’-!fibré vectoriel réel de dimension dim X. On l appelle Fibré 
tangent de la variété X et on le note tang X. 

Exactement de la même manière, en faisant correspondre la 
définition de la différentielle df: Tang À — Tang Y de la €'- 
application f: À — Y (voir 3.1.4.3) aux définitions générales don- 
nées dans 5.1.14 et 3.2, nous voyons que (df, f) est une €"-tappli- 
<ation linéaire du fibré tang À dans tang Ÿ. Si f est un difféomor- 
phisme de classe €”, alors (df, f) est ün isomorphisme linéaire de 
<lasse T1, | 

3. Nous avons déjà, par deux fois, donné la définition d'un champ 
de vecteurs: une fois pour les variétés différentiables (voir 3.1.4.5), 
“une autre fois pour les fibrés euclidiens et-hermitiens (voir 5.1.15). 
Maintenant nous voyons que la deuxième définition généralise .la 
première :.un champ de vecteurs sur une variété différentiable X 
est tout simplement un champ de vecteurs dans le fibré tangent 
tang X.. En particulier, la parallélisabilité d'une variété différen- 
tiable X de dimension n signifie que le fibré tang X est GLR"-tri- 
vial, tandis que la G°-parallélisabilité de X est la 6°-GLR"-trivialité 
du fibré tang X.Comparant ceci au théorème 3.11, nous voyons qu’une 
'-variété compacte parallélisable, pour r < oo, est €”-l-parallé- 
lisable. 

Une variété différentiable dont le fibré tangent est trivial stable 
présente une parallélisabilité stable. D'après 5.4.4.et le théorème 
3.0.2.13, pour une variété compacte à parallélisabilité stable, la 
stabilisation a lieu dès la première étape, i.e. la. parallélisabilité 
stable de la variété X de dimension n implique la GLR"*!-trivialité 
du fibré su tang X. 

4. Rappelons que, quel que soit le point x d'une variété diffé- 
rentiable X, chaque carte q € Atl, X détermine une œ-base dans 
l’espace tangent Tang. X, la matrice de passage de la æ-base à une 
4b-base étant la matrice de Jacobi de l'application loc( q; +) id cal- 
culée au point œ (x). D’où l’on dédüit que les valeurs d’une orien- 
tation quelconque de la variété. À (sur les cartes de Catl X) peuvent 
être correctement rapportées aux bases des espaces Tang, X .ce qui 
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a pour effet de munir d'une orientation le fibré tang X. Il est clair 
ue ce passage est inversible, i.e. les orientations d’une variété diffé- 
rentiable X et de son fibré tangent tang À sont en bijection naturelle. 
En particulier, la variété X est orientable si et seulement si le fibré 
tang X est orientable, tandis que le fibré tangent d’une variété dif- 
férentiable orientable de dimension nr est un GL,R"-fibré. 

Nous savons déjà que les variétés parallélisables sont orientables 
(voir 3.1.4.6 et 5). Maintenant nous pouvons ajouter que les variétés 
à parallélisabilité stable sont également orientables. 

2. Une particularité attrayante des fibrés tangents est la faci- 
lité avec laquelle ils s'induisent des fibrés de Grassmann. À savoir, 
si j est une immersion de classe €” (par exemple, un €'-plongement) 
de la variété À dans R1, alors dj applique chaque espace tangent 
Tang, À sur'un plan de dimension n de l’espace R? qui passe par 0, 
de sorte qu'on obtient une application t: X — G(q, n); il est clair 
que tang X est (à la &'-!-GLR"-équivalence de correction près) tout 
simplement { Gra (g, GL(n, R})). (Cette observation évidente est 
en réalité plus ancienne que la théorie des espaces fibrés et stimula 
son développement.) Si À est orientable, alors on peut enrichir les 
considérations précédentes en remplaçant la variété G (q, n) par la 
variété G} (q, n), la fibre standard GLR" par la fibre standard 
GL,R" et. le fibré Gra (a, GL(n, R)) par le fibré Gra (q, GL. (n, 
R)). Dans tous les cas, t est application tangentielle. Si j est un plonge- 
ment et il n'y a pas d' orientation, alors { coïncide avec la composée 
de la transversalisation normale À — G(q, q —n) et du. difféo- 
morphisme canonique G (g, gq—n)—G(q, n) (voir 3.2.2. 3). 

6. Une variété différentiable dont. le fibré tangent est muni di une 
distance euclidienne est appelée espace de Riemann. La distance dans 
ce cas est également dite riemannienne. Elle est évidemment de classe 
inférieure ou égale à €” -1 lorsque X est de classe €’, et il découle du 
théorème 3.6 que chaque €'-variété compacte, 1Lr< oo, possède 
effectivement une distance riemannienne de classe Gr Cette der- 
nière remarque s'obtient par ailleurs du théorème 3.4.2.1. 

Le fibré tangent d’un espace riemannien est généralement envi- 
sagé non pas comme un fibré vectoriel, mais comme un fibré eucli- 
dien. Si la distance est de classe &°, s > 1, alors il est un @*-fibré 
euclidien. 


Fibrés normaux 


7. Les données initiales qui permettent de définir un fibré normal 
sont des variétés différentiables À, À” et une immersion j: À —- X”. 
Le cas le plus important est celui où Î est un plongement. Dans les 
définitions ci-dessous n — dim X,.n' — dim À”. 

Commençons par la situation ‘la plus simple: À est une sous- 
variété de l’espace riemannien X’, j étant une inclusion. Les iden- 
tifications usuelles font de tang XÀ un sous-fibré du fibré tang X’ x x 
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et, d’après 5.2.5, le fibré tang X possède dans tang X°|X; un complé- 
mentaire orthogonal (tang X}1. Ce dernier est un fibré euclidien de 
dimension #/ — #n à base X; on le dit normal pour X. Notation: 
norm À. Si XÀ et X” sont de classe €>",,r > 2, et la.distance rie- 
mannienne, de classe €””!, alors norm X est un €?’-l-fibré eucli- 
dien; voir 3.13: Dans tous.les-cas la-somme tang. X® norm X. est. 
canoniquemént ORT-équivalente : à la restriction tang- À'|X; et si 
en outre X et X” sont de classe €?", r 2 2, cette équivalence. est. de 
classe @ 1 jui: 

‘Pour définir: le: fibré normal” pour. une ‘immersion. j: x —+ x’ 
quelconque quand il n'y a plus de distance. riemannienne, on doit 
remplacer la restriction tang. X”|$:par:le fibré induit -j' tang X' 
et passer. au. complémentaire : orthogonal: au:lieu .de passer au fibré 
quotient. Cela signifie que le fibré normal norm.j.de l'immersion j 
d’une variété différentiable X.- “dans: La, variété .différentiable X' se 
définit par:la: formule: : 


noïm j : —= : ; tang X' cn 6 coër : (dj, D. 


C’est un fibré vectoriel réel de dimension:n”.—"n'àtbase X. La somme 
tang X @ norm j-est canoniquemènt . GERT équivalente au. fibré 
induit j! tang X'. En‘ce qui concerne les’classes de différentiabilité 
du fibré normj et de l’équivalence: ‘canonique indiquée j} tang X” —- 
—.tang À @ norm j, nous:.rne pouvons affirmer que si 'X’-est com: 
paet ou difféomorphe ‘à un ‘ouvert. d’uné’variété compacte, tandis 
que j'est de classe €’ (2 'r <° co), alors norm j est un. fibré vec- 
toriel réel de classe €>"- n et hi équivalence” canonique j' tang À" + 

— tang À © norm j est de classe €”"-1, Ces restrictions sont dues 
évidemment au fait que nous n'avons pas de théorèmes qui‘ nous garan- 
tiraient l'existence d'une distance rièemannienne dans la situation 
non compacte ou analytique. 

Lorsque j est une inclusion, on pèut ‘écrire norm X à la place 
de norm j. 

Remarquons également que, comme on le:voit d° aprés la défi- 
nition de norm }j, l’orientabilité de deux des trois fibrés j' tang X”, 
tang X, norm }j implique celle du. troisième et les orientations de 
deux d’entre eux déterminent canoniquement celle du troisième 
(voir 5.2.7). En comparant ceci avec ce qui a été dit dans 4, nous 
voyons que si la variété À’ est orientable, l’orientabilité du fibré 
norm j est équivalente à celle de la variété X ; si la variété X” est 
orientée, l'orientation de la variété. X et celle du fibré norm j se 
déterminent canoniquement l’une l’autre. | 

8. Les notions de fibrés tangents et normaux permettent de donner 
une formulation plus complète du théorème 3.4.8.2. 

L'amélioration de l'énoncé concerne la troisième partie du théo- 
rème où l’on affirme que les homomorphismes linéaires fact def; 
sont des isomorphismes. Maintenant nous pouvons dire que, mis 
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ensemble, ils constituent avec l'application ab f,: X,,— X, un 
isomorphisme linéaire du fibré normal de la variété X,, dans le fibré 
normal de la variété X, (le premier fibré normal est choisi dans X,, 
le second dans X”). Si la variété À” est compacte et 2<r< oo, 
alors cet isomorphisme linéaire norm X;,, + norm X, est de | clas- 
se 677? 

La nouvelle proposition qu'on ajoute au théorème se rapporte 
aux orientations; elle affirme que; sous les hypothèses du théorème 
3.4.8.2, si les variétés X,, X”, X, sont orientables, alors la variété X,, 
est orientable, tandis que si les variétés X,, X”, X, sont orientées, 
alors elles munissent X,, d'une orientation canonique; ceci découle 
de 4 et 7. En particulier, sous les hypothèses du théorème 3.4.8.3, 
‘l'orientabilité des variétés X’ ‘et X;, X, implique celle de la variété 
X, N X:, tandis que les orientations des variétés À” et X,, X, déter- 
minent une orientation canonique de X; f) X2. 

9. Une variété différentiable compacte de dimension n est à paral- 
lélisabilité stable si et seulement si elle admet un plongement différen- 
diable avec un fibré normal GLRI"-trivial dans un certain R2. 

- Cette condition est suffisante, ' parce que. la somme tang X D 
@ norm }j, où j est le plongement indiqué, est GLRT-équivalente 
au fibré j' tang R2. Pour démontrer sa nécessité, commençons par 
un plongement différentiable quelconque j: À —RMet considérons 


le plongement composé XX RIT TS RIM où k est &i grand que 
la suspension su” tang X'est GLR"#-triviale (en fait, il suffit de 
prendre k—1; voir 3). Le fibré normal de ce plongement composé 
est la suspension su”*? norm J or elle est ‘GLRT*}-triviale, étant 


GLR%##-équivalente au fibré . 


norm j @ su" tang À = su“ (norm ji tang X) = su* (ÿ tang R?). 


Le cas complexe 


10. Les définitions du, fibré tangenit tang X, de ja distance de 
Riemann et des fibrés normaux norm X, norm j peuvent être répétées 
mot à mot-pour le cas des variétés. complexes. Lés fibrés deviennent 
complexes, la distance riemannienne se remplace par la distance 
hermitienne, tandis que j est supposé être une immersion holomorphe 
(i.e. localement est un plongement holomorphe). Si f: X + X! 
est une application holomorphe, alors (df, f) est une application 
linéaire du fibré tang X’ dans tang X”’. Quant à l'application tan- 
gentielle, sa définition et ses propriétés ne changent pas, mais elle 
devient moins universelle (voir 3.1.6.10). Enfin, la décomplexifica- 
tion d’une variété complexe (voir 3.1.6.9) entraîne celle de son fibré 
tangent (voir 5.1.12 et 5. 13) et transforme. la distance hermitienne 
en une distance riemannienne. 
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Il faut reconnaître que ces définitions ont un caractère éclectique. 
Le manque de suite logique est dû au fait que la notion de structure 
différentielle qui est à la base de notre théorie des fibrés vectoriels 
différentiables est essentiellement réelle même dans le cas des fibrés 
vectoriels complexes, tandis que les fibrés tangents et normaux pos- 
sèdent dans le cas complexe une structure différentiable complexe 
supplémentaire, appelée structure holomorphe. Malheureusement, 
la théorie des fibrés vectoriels holomorphes dépasse le cadre de notre 
COUT. 


9. Degrés 


1. Ce sous-paragraphe est consacré aux applications des faits les 
plus simples de la topologie différentielle à la théorie de l’homo- 
topie. À savoir, nous définissons, pour chaque application continue 
f: (X, 0X) —+ (Ÿ, 9Y), où À est une variété compacte différentiable 
orientée et Ÿ une variété compacte différentiable orientée connexe de 
même dimension, un nombre entier qui ne change pas par homotopig 
de l'application f. Ce nombre est appelé degré de l'application f 
et noté deg jf. : 

Quoique le ‘degré deg f soit une caractéristique globale de l’ap- 
plication f supposée au plus continue, notre approche du problème 
sera infinitésimale : nous supposerons tout d’abord que f appartient 
à l’ensemble &@ (X, 8X ; Ÿ, 4Y) N€!'(X, Y) et que int Ÿ possède 
un point y auquel f est transversale. Envisageons l’ensemble f-! (y). 
Il se compose d’un nombre fini de points chacun desquels possède 
un voisinage que la restriction de ÿ applique difféomorphiquement 
sur un certain voisinage du point y (voir 3.4.8.2 et 3.1.5.5); chacurx 
des difféomorphismes indiqués conserve ou inverse l'orientation, si 
les voisinages sont orientés conformément aux orientations de X 
et Y (voir 4.8). La différence entre le nombre de points de f-! (y} 
pour lesquels l'orientation est conservée et le nombre de points pour 
lesquels elle est inversée est appelée degré de l'application f au point y; 
on la note deg, j. Plus populaire est l'énoncé: deg, f est le nombre 
algébrique des images inverses du point y. 

L'hypothèse que le point y est un point intérieur de Ÿ est essen- 
tielle dans cette définition du degré deg, f, pourtant on peut l’ap- 
pliquer à un point du bord y si l’on suppose que f appartient à l’en- 
semble €5(X, Y)NG(X, int X; Ÿ,int Ÿ)et que l’application ab f: 
Ô0X — 0YŸ est transversale à y. Le degré deg, f coïncide évidem- 
ment dans ce cas avec le degré deg, lab f: f-? (Z) — Z1, où Z est la 
composante de la variété 0Y 3 y. 

Remarquons également que si le degré est défini pour un point 
y (ie. yEint Y, fEG(X, 0X; Y, 9Y)NG!(X, Ÿ) et f est 
transversale à y, ou yEO0Y, fESS(X, Y)NG(X, int X; Y,int Y), 
tandis que ab f: ÔX—0Y est transversale à y), alors il est 
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défini pour chaque point y’ d’un certain voisinage du point 
y dans Ÿ et deg, ,f = deg,f. 

2 (Lermmeé). Soient X, YŸ des C°-variétés compactes orientées de 
même dimension, Ÿ étant connexe, et soient g, h des applications appar- 
tenant à 


Ga (X, Y) NE(X, int X; Ÿ, int Y). 


Soient ensuite y, 2 des points de Ÿ tels que les degrés deg, g, deg, h 
sont définis (voir 1). Si les applications 


rel g, relh: (X, 9X) — (Y, 0Y) 


sont homotopes, alors deg, h — deg, g. 

Démonstration. Laissons de côté le cas trivial dim Ÿ = 0 
et supposons tout d’abord que À = g. Conformément à à T, les points y, 
z possèdent des voisinages U, V tels que y’ EU, z € V implique 
deg,,g — deg, g, deg,’ g = deg, g. Il est clair également que les 
points y, z peuvent être joints par un chemin qui est un €®°-plonge- 
ment de l'intervalle fermé J dans Ÿ ; les théorèmes 3.4.1.4 et 3.4.7.7 
impliquent l'existence d’un chemin s: [int Ÿ avecs (0) € U, 
s (1) € V qui est également un 6*-plongement tout en étant trans- 
versal à g. Envisageons l’image inverse g-!(s(1)). C’est une 6®- 
sous-variété orientée compacte unidimensionnelle de la variété X 
à bord gt (s (0)) [J g-* (s (1)) (voir 3.4.8.2 et 4.8); il est clair que 


deg am £ = degaw ab g, degau £ — deg: ab £g, 


où abg = [ab g: g-t(s(1)) —æs(1)l. Mais la contribution d'un 
point de g”!s (1) au degré deg, ab g est égale à la valeur de l’orien- 
tation héritée par ce point, envisagé comme composante du bord, 
de l'orientation de g-! (s (I )) ; la contribution d’un point de g”*(s(0)}} 
au degré deg. ab g est inverse à la valeur de l'orientation héritée 
par ce point, comme composante du bord, de l’orientation de g-!(s(7)). 

Par conséquent, deg sn £ — deg» £ est la différence entre le nombre 
de points du bord de la variété g”! (s (1)) qui obtiennent de g”* (s (1}} 
l'orientation +1 et le nombre de points qui obtiennent de gt (s (Z)) 
l'orientation —1; cette différence est nulle, puisque chacune des 
composantes de la variété g”l(s (T)) est difféomorphe à S! ou à D! 
(voir 3.5.3.1). 

Oublions maintenant l'hypothèse h — g mais supposons que Y 
est fermée. Alors X est également fermée ; le fait que les applica- 
tions g, h sont homotopes implique que l’on peut les lier par une 
€®-homotopie F (voir 3.4.6.6). II est clair que l'application ®: 
X X 1— Y X TI, définie par la formule © (x, t) = (F (x, t), t}, 
appartient à l’ intersection 


Co(XXI,Y XD NE(X XI, int(X XI); 
Y X I,int (Y X 1)), 
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et puisque les applications ab D: X X 0—Y x 0,abD: X x 1 — 
— Ÿ X 1 se transforment, après identification de X X 0, X x 1 
avec X et de Y X 0, Y X 1 avec Ÿ, en g, h, alors deg 4, » D = 
— deg, g et deg, p D— deg, À. Mais, d’après ce que nous avons 
démontré, deg, » D = deg, D, de sorte que deg, k — deg, g. 

Enfin, si Ÿ a un bord, nous trouvons dans une certaine compo- 
sante Z de ce bord un point y” auquel l’abréviation ab g: 0X — 9Y 
est transversale, et un point z' auquel l’abréviation ab h: 9X — 9Y 
est transversale. D'après ce que nous avons déjà démontré, 


deg, g = deg g, deg, h — deg, h, 
et d’après J, | 
deg,» g =.deg,s [ab g: g-1(Z) —+ Z1, 
deg, h — deg, (ab h: k-1(Z) = 7]. 
Mais . | 
deg, [ab g: g"1(Z) + Z] = deg, [ab h: h-1(Z) + Z]; (1) 
en effet, h-1(Z) = g”1(Z),. puisque : -rel g, rel sont homotepes et 
donc l'égalité (1) est une conséquence : de la partie du lemme que 
nous venons de démontrer. | 
83 (Lemme). Pour des € -variétés compactes quelconques X; Y 
l'ensemble €$ (X, Y) N € (X; int X ; Y, int Ÿ) est dense. dans 
&{X, 9X ; Y, 9Y). | 


Démonstration. Construisons. lés -doubles” <oPP X, 
dopp Y avec des cols bilatères 


k: 6X X. Di dopp X, li 8Y X Di doppŸ 


et {ixons un €*-plongement j: “dopp Y — R1, une €®-transversä- 
lisation + de la:restriction j'loy et un tube propre Tub.'p.-Poui 
l'application f appartenant à @ (X, 08X; Y, 0Y) et. un :nombrë 
positif e donnés il suifit de trouver une. application £ appaïtenänt 
à Co (X; Y) NECX, int X:; YŸ, int Y) telle: que dist (j (f (x)), 
j (g ())) Le pour tout point x E X. Pour trouver une telle appli- 
cation g; nous construirons successivement trois applications auxi- 
liaires k,,'k,, hs: dopp X — dopp Y. 

L’ application h, se définit très simplement : nous posons 

ha (x) = f(x), la (cop (x)) =.op (f(x), x € X. 

Pour construire h,; fixons un nombre positif Ô inférieur à: 1 tel 
que 

(i dist (je L(z, t), jol(z, 1) € 8/4 si ir | <6, 207; 
t, t''CD 

(ii) dist G Qu È 6 où L (1 (k (z, t'}))) _ el4 lorsque | b— 
— 1 | <T Ô 9 zEO0 

(iii) pour Raque A Z D 0Y, la boule ‘de centre‘ j (2) et dé 
rayon Ô est contenue dans Tub, p ; l’image de cette boule par l'appli- 
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cation j ° prs : Tub, p — R7 est contenue dans une boule de centre 
j (z) et de rayon &e/4. (L'existence d’un tel ô découle de la continuité 
des applications j, k, l, h. et pr..) Fixons ensuite une @®°-appli- 
cation : 0X — 0Y, telle que dist(j (® (z)}, (Ge f(z)) <8 pour 
chaque point z de 0X (l'existence d’une telle application ® découle 
de 3.4.4.2) et définissons l'application os: 0X —+ 0Y pour t€7 
en posant 


pe (x) = pre (tj (p (x) + (L—t) je f (x)). 
Fixons enfin une @*%-fonction &«: R— R telle que «& (t) = 0 pour 


lt| < 1/3 et a (t) = 1 pour |t|>2/3; définissons les applica- 
tions ki: X—X,1,;: Y = Y par les formules 


k(k(z, t))=k(z, (1—ô)t+6) si zEOX, 1ET, 

k, (x) = x si xEXXK(OX X T), 
l(L(z, t))=1(z, (1—0)t+6) si z2€0Y, tET, 

li (y) = y si yEY I(OY X Ï). 


Il est clair que k, et 7, sont des plongements topologiques. Nous 
définissons », par les formules 


h; (Æ (z, t)) — L (Pacs (2), 1) si ZzEOX, |t << ô, 
h2(x) = (f(kT (x))), 
h2 (cop (x)) — cop (4 (f (41° (x)))) 


Il est clair que h, € € (dopp X, int X, 0X; dopp Ÿ, int Ÿ, 4Y); 
dist (joh, (x), j oh (x)) < &/2 pour chaque point x € dop pp À ; 
la restriction de l'application h, à k(0X X [—6/3, 6/31) est de 
classe G°; lorsque z E 0X, on à 


(het) 


Enfin, en guise de k, nous prenons une @®-application quelcon- 
que de la variété dopp X dans dopp Ÿ qui coïncide avec », sur 4 (9X X 
X [—6/6, 8/6]) et possède les propriétés suivantes: 3 (X\k (9X X: 
x [0, 6/6) int Y': ha (cop (X Xk(9X X [0, 6/61) & 
€ cop (int Y); dist(joh;(x), j oh, (x)) <e/2 pour chaque point 
x € X. (L'existence de h; découle du théorème 3.4.4.8.) Il est clair 
que h3 (X) & Y. 

L’ application g que nous voulons construire se définit à l’aide 
de h3 par la formule g ={[abh;: X + Y]. Le fait que £ possède 
les propriétés nécessaires est évident. 

4, Soient (comme dans 7) X, Ÿ des variétés différentiables com- 
pactes orientées de même dimension, Y étant connexe; soit f une 
application appartenant à € (X, ÔX ; Y, 0Y). Prenons une restric- 
tion. des structures différentielles des variétés X,Y' à leurs GR 


23— 0824 


| si EX \E(0X XI[0, 6). 


Œ Tang, ,0Y. 
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structures (voir 3.4.9.8).et trouvons dans €5 (X, Y) NE (X, int X ; 
Ÿ , int Ÿ) une application g si proche de f (dans le sens de €°) que 
les applications f, g: X — Y et ab f, ab g: 0X — 6Y sont homo- 
topes (voir 3, 3.4.5.10, 1.3.6.6). Il découle du lemme 2 que le degré 
deg, £, calculé en un point intérieur quelconque y de la variété Y, 
ce point étant un point de transversalité de g, ne dépend ni du choix 
de g ni du choix de y; d’autre part, il découle de 3.4.6.10 et de 
3.4.1.6 que deg, g ne dépend pas non plus de la manière employée 
pour prendre la restriction des structures différentielles des variétés 
X, Ÿ (en vertu des théorèmes indiqués, les €°-variétés obtenues 
d'une variété compacte différentiable par deux restrictions de la 
structure différentielle peuvent être liées par un €°-difféomorphi- 
sme aussi proche que l’on veut, dans le sens de &°, du difféomorphi- 
sme identique). C’est ce nombre que l’on appelle degré de l’appli- 
cation f. Notation: deg f. 

Les principales propriétés du degré sont des conséquences immé- 
diates de sa définition et des lemmes 2, 3. Ces propriétés sont les 
suivantes : 

(i) si deux applications f, f’: (X, 0X) — (Y, 9Y) sont homo- 
topes, alors deg f’ — deg f (ceci découle du lemme 2); 

(ii) le degré de la composée des App'ications 


(X, 0X) —(Y, 0Ÿ) + (Z, 02) 


est égal à deg f deg g (ceci découle directement de la définition du 
degré) ; 

(iii) le degré de l'identité est égal à 4 (c'est évident) ; 

(iv) si f: (X, 0X) — (Y, 0Y) est une équivalence d’ homotopie, 
alors deg f — +1 (démonstration: si g est l'application, homotopi- 
quement inverse, alors 

deg j deg g — deg (ge f) = deg id (ZX, 8X) = 1); 

(v) si l’image de la variété À par l'application f: (X, OX) —- 
— (Y, 0Y) ne recouvre pas Ÿ, alors deg f = 0 (en effet, j admet 
une approximation aussi proche que l'on veut appartenant à 
Lo (X, Y)NG(X, int X; Y, int Y) ayant la même. propriété) ; 

(vi) si Z est une composante quelconque du bord de la variété Y, 
alors 

deg [f: (X, 8X) —+ (7, 0Y)] = deg lab f: f-! (2) + 2]. 
(ceci découle de ce qui a été dit dans 1), en particulier, deg f : — 0 
si X est fermée tandis que Ÿ ne l’est pas). 

En guise d'exemple, considérons les applications 


f: (D7, S7-h = (D7, S-1) et abf: S7-1 + Sr-1 


pour nr > 2 définies par üne n X n-matrice orthogonale v. Il est 
évident que deg f—deg ab f — det v, i.e. deg f — deg. ab f = 4, 
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si vESO(n) et deg f = deg ab f = —1, si vEO(n) SO (n). 
Ainsi le degré de la transformation antipodale de la sphère S?-! 
(définie par la formule x + —x) est égal à 1 si n est pair et à —1 
si r est impair. 


Le cas non orienté 


5. En laissant de côté les orientations et en remplaçant les nom- 
bres entiers par les résidus modulo 2 on peut définir, de même que 
dans 1, 2, 4, le degré degf € Z, pour toute application conti- 
nue f: (X, 0X)—+ (Y, 0Y}, où X est une variété compacte diffé- 
rentiable et ŸY une variété compacte difiérentiable connexe (l'orien- 
tabilité n’est pas nécessaire). Cette définition conserve toutes les 
propriétés du degré à valeurs entières énumérées dans 4. Dans le cas 
orienté, lorsque sont définis le degré entier et le degré modulo}2, 
aucune confusion n'est à craindre, malgré l’emploi d’une même 
notation, grâce au contexte. | 


Applications 


6. Une variété différentiable fermée de dimension positive n'est pas 
contractile. 

Dans le cas non connexe, ceci est évident, dans le cas connexe 
le degré de l’application identique d’une variété connexe est égal 
à 1, alors que le degré de l'application qui envoie la variété en un 
seul point est égal à O. (Il s’agit des degrés dans Z, définis dans 6.) 

7. Sin == m, alors la sphère S" n'est pas homotopiquement équiva- 
lente à la sphère ST. 

En effet, si m <n, chaque application continue de S" dans S” 
est homotope à l'application constante (voir 2.3.2.3 et 2.3.1.6), 
tandis que l'application id: S®— S" n’est pas homotope à l'appli- 
cation constante (voir 6). 

8. Le bord d’une variété compacte différentiable non vide n'est pas 
son rétracte. 

I1 suffit d'effectuer la démonstration dans le cas”d’une variété 
différentiable compacte connexe X à bord non vide. Soient p :}X —- 
— ÔX une rétraction et Z une composante du bord 0X. Envisageons 


la composée des applications X OX — X. Puisque son image ne 
recouvre-pas X, son degré est nul (voir. 4 et 5). Mais, d'autre part, 
ce degré coïncide avec le degré de l’application' ab {in cp): Z—Z 
qui est l'identité; ce degré est donc égal à 1 

9. Chaque application continue D" —- D" possède un point fixe. 

Démonstration. Une application continue f: D" — D" 
sans point fixe aurait engendrée une rétraction D"—+ S"-1 qui 
fait correspondre au point x sa projection sur S”-1 à partir du point 
f (x). Or, l'existence d’une rétraction D" — S"-l est en contradic- 
tion avec le théorème 6. | 


23* 
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10.. Si. un espace localement euclidien de dimension m est homéo- 
morphe à un espace localement euclidien de dimension n, alors n — 
— m (cf. 3.1.1.4). 

Démonstration. Puisqu'un point de l'espace R1 est 
contenu dans l’intérieur d’un simplexe euclidien de dimension q 
dans R?, chaque point d'un espace localement euclidien de dimen- 
sion g est un point intérieur d’un sous-ensemble à triangulation 
finie, dans lequel son link est homéomorphe à S2-1 D'après le 
théorème 2.2.6.4, ce link est homotopiquement invariant, or les 
sphères S”-1 et S%-1 ne sont pas homotopiquement équivalentes 
lorsque nr = m (voir 7). 

11. Le théorème 70 permet de mieux comprendre non seulement 
la définition d’un espace localement euclidien, mais aussi celle d’un 
espace cellulaire. A savoir, il montre que la dimension d’une cellule 
est uniquement déterminée par celle-ci, par conséquent, la fonction 
de dimension que nous avons introduite dans la définition d’une 
partition cellulaire sous forme d’élément supplémentaire de cette 
structure est en fait déterminée par la partition elle-même. 

12. Le bord du demi-espace RT est R77* (cf. 3.1.1.4). 

Pour la démonstration, il suffit d'établir que le point 0 de R' 
ne possède pas de voisinage homéomorphe à R': voir 3.1.1.4. 
». Si un tel voisinage existait, le point 0 serait un point intérieur 
d'un sous-ensemble à trianguration finie, dans lequel le link de 0 
serait homéomorphe à l' (cf. la démonstration du théorème 70). 
D. autre .part, le point D est un point intérieur pour un: sous-ensemble 
àctriangulation finie dans lequel son link est homéomorphe à D”-1 
un tel sous-ensemble est un simplexe euclidien de dimension n 
d'felconque situé ‘dans R? et contenant 0 à l’intérieur d’une de:.ses 
faces de dimension.n — 1. Puisque la sphère S”-! est non contractile 
(“ôir;6), tandis que la boule D"-1 l’est, nous obtenons une contra- 
diction avec le théorème 2.2.6.4. 


+ 
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| 6. Exercices 

Bibles 7 ; 
NA Démontrer que si r << oo et f est une submersion de classe €. 
; “ARE, @'-variété: compacte. X dans une. @'-variété fermée Y, alors 
X, À, Ÿ) est un @’-fibré. (Avec le théorème 1.3, cette assertion 
Nous motitre que si r << o et f est uhe submersion de classe €’ d’une 
rHariété compacte ‘X dans une @'-variété ÿ, alors (X, h Y). est 
füujoùrs un @’“fibré:) 
_— Soit 1 < r << vo ét supposons que Ë est un fibré de classe € 
Shsb férié. Démontrer l'existence d’un col k: 0 tlE x T1 —+ 
“il. ë. tel ! que k G X D'< a pr é-l(pr € (z)) pour chaque. point 


VE 


ÿ11 
COE 

RAI de LS F 2 oo et supposons que’ Ë est-un @"-fibré tel ” que 
PE = pr'é (0 bs €). Démontrer l'existence d’ un col k: ObsE X: 


Re... 


> 
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X I->bs Ë, L: 0tlE X'1—t1 € tel" que de diagramme 
OtlEXI —"—tl# 


Q Pret j Pr 


Obs EXT bSE 
est commutatif. 

4. Montrer que si r < oo, alors pour tout @?"-fibré £ à tlE 
et bs £Ë compacts, l’ensemble Sec” Ë est dense dans Sec‘ £, quel que 
soit s Cr. (C'est une généralisation du théorème 2.7 pour r 4.) 

5. Montrer. que tout @7"-fibré.Ë à tl£ et bs E compacts est 
G'-isomorphe à un @-fibré. (Cf. 2.8.) 

6. Montrer que le fibré su tang RP" est €°-GLR"#/équivalent 

à la somme de. n + 1 exemplaires du fibré Gra (n + 1, GL({, R)h 
tandis que le fibré su tang CP" est €°- GLC"* équivalent à la 
somme de n + 1 exemplaires du fibré Gra.(n + 1, GL (1, C)).. 

7. Montrer que le fibré normal du & &-plongement G(m, n) = 
—> G(m +1, n) décrit dans 3.2.2.3 est €°-GLR”"-équivalent au 
fibré Gra (m, GL (n, R}), tandis que le fibré normal du €°-plonge- 
ment CG(m, n)— CG(m +1i,n) décrit dans 3.2.2.7 est €°- 
GLC”-équivalent au fibré Gra (m, GL (n, C)). 

8. Soient Dj, . ..; Pn+1 des polynômes complexes homogènes 
de degré m en n + 4 variables qui s’annulent simultanément seule- 
ment au point 0. Montrer. que l'application CP"— CP" définie 
par la formule 


(215 + +! Zn4r) > (Pa (ns + ++ Zn)! + + +! Pn+y (21° + + 2141) 


est de degré m”. 

9. Montrer que pour n > 1 chaque application continue ‘de là 
sphère S” dans elle-même à degré différent de (— 1)*+1 possède ‘un 
point fixe. 

10. Montrer que pour n > 1 chaque application continue de degré 
impair de la sphère S” en elle-même envoie tout couple de points 
antipodaux en un couple de points antipodaux. 

11, Montrer que pour n >> 1 impair le degré de toute application 
continue de la sphère S” dans RP" est pair. 

12. Soit f une application simpliciale du simplexe standard de 
dimension deux sur le simplexe standard unidimensionnel. Montrer 
que le cylindre simplicial Scyl f n’est pas homéomorphe à Cyl f. 
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GROUPES D’HOMOTOPIE 


$ 1. THÉORIE GÉNÉRALE 


1. Groupes d’homotopie absolus 


1. Soient (X, x,) un espace à point de base et r un entier non 
négatif. Convenons de désigner l’ensemble @ (77, Fr 7’; X, x,) de 
toutes les applications continues du couple (77, Fr 7”) dans le couple 
(X, to) plus'brièvement par Sph, (X, x), et l'ensemble des classes 
d’homotopies correspondantes (i.e. x (2, Fr”; X, x,)) par 
Sr (X, To). Les éléments de l’ensemble Sph, (X, x.) sont appelés 
sphéroïdes de dimension r de l’espace X d'origine en xs. 

P# Pour r > 0, nous définissons le produit q des sphéroïdes , % € 
€ Sph; (X, to) par la formule 


fr nt) si <<, 


TUNRRDE , 
D(2ti—1,t, er S1 <h<K1, 


(1) 


vb € Sph, (X, x), et le sphéroïde @-}, inverse du sphéroïde ® € 
€ Sph, (X, x), par la formule 


PT us Las cord) = D — des ce. br), 

p— E Sph, (X, to). Il est clair que si un sphéroïde , est homotope 
à ,.et un sphéroïde 4, homotope à 1, alors le sphéroïde œ,W, est 
homotope à mp. Par conséquent, la formule (1) détermine une multi- 
plication dans x, (X, x,). Cette multiplication est associative, la classe 
d'homotopie du sphéroïde constant const (qui applique I" dans &o) 
joue le rôle de l'unité bilatère et les classes d’'homotopie des sphéroïdes 
@, 1 sont inverses l’une de l’autre. 

. La première assertion signifie que pour des sphéroïdes quelcon- 
ques 9, +, x € Sph, (X, æ) les produits (b) x et o (x) sont homo- 
topes ; en elfot, la formule 


((£4, Lo, °°: tr), t) > 


{ 4t | t 
one) si 0cn< tt 


> D (4ty—t—1,t, «es Ër) si mic ct (2) 


A 9 
4ti—t—2 . 
(2.8) si <<! 


1 
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détermine une homotopie 727 X 1— X qui joint (pb) %x à œ (Yx). 

La deuxièm*? assertion signifie que pour chaque sphéroïde PE 
€ Sph, (X, +9) Les produits @ (const) et (const) p sont homotopes à œ. 
En effet, les formules 


(Sr vs eeitr) Si ts + | 
(URZ sr); lt) A | (3) 
To si 5 <<; 
((£4, Lo srl 
To si 0Sh< +, 
2—1+t 11 (4) 
PR, dt) si <<! 


déterminent des homotopies qui joignent q (const) et (const) ® avec op. 
La troisième assertion signifie que les produits @p-! et lp sont 


% 


homotopes à const; en effet, la formule 


P2É4s Éar + e sfr) si 0<?; << , 
. M—é Bit; ; 
(Ur ls osptr); A (l—4, lose. Nr) S1 te <, (9) 
Er c.str) Si iet<! 


détermine une homotopie qui joint ®p-! et const. 

L'ensemble x, (X, x), r >> 0, muni ainsi d’une structure de 
groupe est appelé groupe d'homotopie de dimension r de l’espace X 
au point Xp. 

Pour r >> 0, tout sphéroïde de dimension r applique 77 dans la 
composante X, de l’espace À, contenant le point xs. Ainsi, pour 
r > 0, le groupe n, (X, x,) est canoniquement isomorphe à x, (X, 0» Lo): 

Le théorème 2.3.4.3 implique que si X est un espace cellulaire 
dénombrable, alors tous les ensembles x, (X, x,) sont dénombrables. 


Le cas r =0 


2. Puisque Z° est un point, tandis que Fr 72° — (, on peut iden- 
tifier Sph, (X, xs) avec X, et 0 (X, 0) avec l’ensemble comp X 
des composantes de l'espace X. L'ensemble x, (X, x,) est dépourvu 
de structure de groupe naturelle ; il ne possède qu’un point de base 
qui, comme dans le cas des plus grandes dimensions, sera appelé 
unité : c’est la classe d’homotopie du sphéroïde const, i.e. la com- 
posante de l’espace X qui contient le point x. 

Pour unifier les énoncés qui se rapportent aux casr > 0 et 
r = 0, nous allons appeler l’ensemble x, (X, x,) groupe d'homotopie 
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de dimension nulle de l’espace X au point x, et nous étendrons la 
terminologie de la théorie des groupes aux ensembles à point de base 
et à leurs applications. En particulier, par produit direct, nous 
entendrons le produit usuel, par homomorphisme, toute application 
qui envoie le point de base dans le point de base, par noyau d’un 
homomorphisme, l’image inverse du point de base et par isomorphi- 
sme, un homomorphisme bijectif. 


Le cas r = 1 


9. Les sphéroïdes de dimension un sont précisément les chemins 
fermés (lacets) et les définitions du produit, de l'élément inverse 
et de l’homotopie des sphéroïdes, données dans 7, sont en accord 
avec les définitions correspondantes relatives aux chemins qu’on 
trouve dans 1.3.2.1 et 1.3.2.3. Le groupe d'homotopie de dimension 
un est également appelé groupe fondamental ou groupe de Poincaré. 
Il a été défini quelques dizaines d’années avant les groupes d’homo- 
topie de dimensions supérieures et, comme nous le verrons, occupe 
une place particulière. 

4. Il est clair que pour que les homotopies (2) à (5) aient, pour 
r = À, une signification réelle il ne suitit pas que œ, %Ÿ, % soient 
des lacets à origine commune, mais que ce soient des chemins pour 
lesquels sont définis les produits envisagés. De même que dans le 
cas des lacets, la classe d’homotopie du produit est déterminée par 
celle des facteurs, de sorte que l’on peut multiplier les classes d’ho- 
motopie des chemins lorsque l’origine du deuxième chemin coïncide 
avec l’extrémité du premier. La multiplication est associative, la 
classe du chemin constant joue le rôle de’ l'unité à gauche pour les 
classes de chemins de même origine et le rôle de l'unité à droite 
pour les classes des chemins avec la même extrémité ; les classes des 
chemins s, s-! sont inverses l’une de l’autre en ce sens que leur 
produit, effectué en ordre quelconque, est égal à l’unité appropriée. 


Le cas r >> { 


9. Pour r > 1 le groupe n, (X, &o) est commutatif. 

Cela signifie que pour des sphéroïdes quelconques ®, € 
€ Sph, (X, to), r > 1, les produits œv et “bp sont homotopes. En 
effet, le produit de trois homotopies successives 17 X 1 — X définies 
par les formules 


(4, Lo, ls, ... tr), lt) 
P (254, (1 + i) Los La ... tr) si OL, CSST 
= Mess h—blg est) Si FSU, hi 


To dans les autres cas; 


$ 1] THÉORIE GÉNÉRALE 361 
ST 


(UT Le; ls, ..., tr), ) > 
. 1 { { 
Ep (2H — 2, Das bas ee dr) sites tt, 0cn<E, 


À . 
> pt, Dal du cet) SSSR, She, 
M 


dans les autres cas; 
(Es dos Éss +. tr), t) 
LP 4, (20) Pas ba «2 6) is<ust, 0ShEr 7 
| DO (2) éd th) Si HS, 5 <hE1, 


Lo dans les autres cas 


. U e. 
deuxième homotopie 


«À . °° t 
premiere homotopie troisiéme homotopie 


Fig. 13 (r = 2) 


joint œb à œ. (Ces homotopies sont illustrées par la figure 13; 
les parties hachurées y étant appliquées dans le point x,.) 


Sphéroïdes et applications continues 


6. Si f: (X, xo) —— (X”, x,) est une application continue d'un 
espace à point de base dans un autre, alors à chaque sphéroïde: 
op: (77, Fr 77) = (X, x) correspond le sphéroïde f ° @: (77, Fr 77) —- 
— (X,, x), de sorte qu’on obtient une application 


fa = far: Sphr (X, zo) + Sph; (X’, x). 


Il est clair que f# envoie les sphéroïdes homotopes dans des sphéroï-- 
des homotopes et le sphéroïde constant dans le sphéroïde constant ;. 
d'autre part, fatr (®Ÿ) = far (p) far (D) pour r > 0. Par conséquent, 
f#r définit pour chaque r > 0 un certain homomorphisme n, (X,xo)—- 
—+ 5, (X’, x.) que l’on appelle komomorphisme induit par l'applica-- 
tion f et que l’on note f, ou plus explicitement f,.. 
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7. Pour des applications continues quelconques f: (X, xo) —+ 
+ (Ÿ, Yo, 8: (Ÿ, Yo) + (2, 20) tr ZUona 


(go f)ar = Er 0 far 
Si f—=id(X, to), alors fyr = id 1, (X, to). 

Démonstration. (go fr — Gus s far et [id (X, to)ltr = 

—= id Sph, (X, x). 

8. Si les applications f, f': (X, xo) — (Ÿ, yo) sont homotopes, 
alors f,, — f,r Quel que soit r. Si f: (X, zo) — (Ÿ, yo) est une équi- 
valence d’ homotopie, alors les f,. sont des isomorphismes. 

La première assertion découle du fait que les sphéroïdes f + p, 
f°@ sont homotopes pour tout sphéroïde € Sph,; (X, x,). La 
seconde découle des égalités 


Laer © Tuer (g © f)xr — id, fer © Eur — (F © S&)xr = id, 
où g est une application homotopiquement inverse de f (voir 7). 


Théorème du produit 


9. Pour des espaces quelconques (X, So) (Y , Yo) à points de base 
«et tout r, le groupe d’homotopie sn, (X X Ÿ, (to, Yo)) est canonique- 
ment isomorphe au produit direct an, (X, to) X 7 (Ÿ, Yo): l’iso- 
morphisme canonique 


Tr (XX Ÿ, (Go Vo)) + 7 (X; &o) X 7 (3 yo) 


est déterminé par la formule a > (prix (&), Pros (æ)). Si (X’, x), 
Co y;) sont d'autres espaces à points de base etf: (X, zo) + (X", x;), 

: (Ÿ, Yo) + (Y”, Yo) sont des applications nes alors le dia- 
Éramme 


Tr (À X Ÿ, (to Yo)) > 17 (X, Lo) X T7 (Y, Yo) 
(FX 8)z Îe X8x 


Tr (AT XV, (ce, Uo)) + a (À, &5) X Sr (Vs Y) 
Où les flèches horizontales sont les isomorphismes canoniques, est com- 
mutatif. 
La vérification est immédiate. 


2, Digression: assemblages 


1. Nous dirons qu'un espace topologique X est muni d’un assem- 
blage de groupes si à chaque point x € À correspond un certain 
groupe G; et à chaque chemin s: 7 — X un homomorphisme 
T';: Geo + Gsts les trois conditions suivantes étant remplies: 

(i) si s, (0) = s (1), alors Ts, = Ts, 

(ii) si s est le chemin “constant, alors 7. est l’automorphisme 
ädentique; 
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(iii) si les chemins s, s, sont homotopes, alors Te = T.. 

La condition (iii) montre que l’on peut écrire T,; à la place de 
T;, où © est la classe d’homotopie du chemin s. En outre, il découle 
des conditions (i) à (iii) que tous les homomorphismes T'; (Te) 
sont des isomorphismes et l'on a 75 = Tia (To — To) : | 
effet, d’après 1.4 les chemins ss-!, s-ls sont homotopes à des chomins 
constants, de sorte que T's o Te = Tis-1 = id Gun et Ts o Tai = 
= Ti = id Gsa- 

L’isomorphisme T, est appelé translation le long de s. 

2. Si, en particulier, s est un lacet d’origine x, ou, ce qui revient 
au même, © est un élément du groupe fondamental T1 (X, x), alors 
T, = Ts; est un automorphisme du groupe G.. En considérant 
maintenant les conditions Z (i), Z (ii), nous voyons que la formule 
6-> T détermine une action à droite du groupe sn, (X, x) dans G.. 

À chaque chemin s: { — XÀ correspond l’isomorphisme naturel 
t,: 7 (X, s (0)) — ny (X, s (1)) défini par la formule {,0 —= 60-169, 
où © est la classe d’homotopie du chemin s; on le notera égale- 
ment 4. Une vérification évidente montre que TT: Gap — Gsw 
est une {-application (voir 4.2.3.1). 

3. Soient (X, {G;}, {T:}), (X”, {Gxr}, {T:}) des assemblages 
de groupes sur les espaces X, X”, et soit f: À —+ X” une application 
continue.#Définissons pour chaque point xE À un homomorphi- 
sme x! Gx — Gi Nous dirons que les homomorphismes k, consti- 
tuent avec f un hkomomorphisme du premier assemblage dans le second 
si hs ° Ts = Ts © ho pour tout! chemin s: 1 — X. Un homo- 
morphisme (f, {h.}) est appelé isomorphisme si f est un homéomor- 
phisme et tous les k, sont des isomorphismes ; on l'appelle équiva- 
lence lorsqu’en outre X’ = X et f = id À. 

Si (X', {Gx}, {T>x}) est un assemblage de groupes et f une 
application continue de À dans X”, alors une structure d'assemblage 
induit (X, {G;}, {T.}) apparaît sur X; dans cette structure G, 
se définit comme G;) et 1, comme T7; [Il est clair que (f, {id G}) 
est un homomorphisme de l'assemblage induit dans l'assemblage 
donné. 

4, Les assemblages de groupes (X, {G,}, {T.}) et (X, {G:}, {Tc}) 
donnés sur un espace connexe X à point de base x, sont équivalents si et 
seulement si les actions du groupe ñ: (X, To) qu'ils déterminent dans 
Gx, et Gx, sont isomorphes en ce sens qu'il existe un isomorphisme de 
groupe Ge. >" Gxs qui est en même temps une ñ (X, to)-application. 

Le fait que l’équivalence des assemblages implique que les actions 
du groupe x, (X, x) dans G,, et G+, sont isomorphes est évident. 
Pour démontrer la réciproque, fixons un x; (X, æo)-isomorphi- 
sme hk: G;, — G;, et choisissons pour chaque point x € X un chemin 
Sx d’ origine z, et d'extrémité x. Une vérification immédiate montre 
que (id X, {h,}) pour h, = T:,oh° Ts est une équivalence du 


premier assemblage sur le seconde 
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5. Un assemblage de groupes donné sur un‘espace topologique X 
est dit simple s’il est équivalent à l’assemblage canonique simple 
(X, {Gr}, {T.}) dont tous les groupes G; coïncident avec un certain 
groupe G et tous les homomorphismes T; avec l'automorphisme 
identique de ce groupe. 

Il découle du théorème 4 que |’ assemblage de groupes donné sur 
un groupe topologique connexe X à point de base x; est simple si et 
seulement si l’action du groupe n, (X, x,) dans G,, qu’il détermine 
est l’identité. En particulier, il est toujours simple si le groupe 
11 (X, æ,) est trivial, ainsi que dans le cas où tous les groupes qui 
le constituent sont isomorphes à Zo. 

_ 6. Les assertions Z à 5 sont également vraies pour les assemblages 
constitués par d’autres structures algébriques, par exemple par les 
espaces vectoriels ou par les anneaux. 

Dans ce paragraphe nous aurons affaire non seulement aux as- 
semblages de groupes mais aussi aux assemblages d’'ensembles 
à unité (à point de basé). 


3. Assemblages de groupes d’homotopie 
d’un espace topologique 


1. Les sphéroïdes @, € Sph, (X, To) Pr E Sph- (X, x.) sont dits 
librement homotopes lorsque les applications abs @,, abs ,: 1" — X 
peuvent être jointes par une homotopie constituée de sphéroïdes. 
Autrement dit, deux sphéroïdes @o, ®, sont librement homotopes 
lorsqu’il existe une application continue h: 17 X 1 — X, constante 
sur chacun des ensembles Fr 77 X t, tE I, telle que 


RG, 0) = 4). kG D =), Vyel. 


Un élément essentiel d'une telle homotopie est le chemin parcou- 
ru par l’origine du sphéroïde, i.e. déterminé par la formule 


tr h (Fr IT X à). 


On dit que k est une homotopie libre qui joint les sphéroïdes po, q: 
suivant ce chemin. 

2, Chaque sphéroïde d'origine x, possède une homotopie libre le 
long d'un chemin quelconque d'origine x,. Par des homotopies libres 
de sphéroïides homotopes suivant des chemins homotopes on obtient des 
sphéroïdes homotopes. 

Pour effectuer une homotopie libre d’un sphéroïde donné p € 
€ Sph, (X, xo) le long du chemin s à l’origine x,, il suffit de pro- 
longer d’une manière quelconque l’homotopie de l’application 
constante @ [nr définie par la formule (y, t)+->s(t), y E Fr 17, 
tC 1, en une homotopie de l'application op: {7 X. (L° existence 
d’un tel prolnngement découle de‘ 2.3.1.3.) 
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Pour établir l’homotopie des sphéroïdes 1, @, en lesquels sont 
envoyés les sphéroïdes homotopes mo, qe par les homotopies libres 
h, h': IT X I — X suivant les chemins homotopes s, s’, nous fixe- 
rons des homotopies quelconques f: 27 x 1 X et g: I X1—=X 
qui joignent p, à p, et s à s’ et définirons un sous-ensemble X du 
cube 17*? = IT X TX T et une application FH: K— X par les 
formules oo | 

K = Fror+2172 N [Ont 7411771) X 1], 


f(y,u) si v=0, 
g (u,v) si yEFr A7, 
h(y,v) si u—0, 
h'(y,v) si u—=1 


(où y El" ,uEl,veE T). Il existe un homéomorphisme k: IT X I — 
—+ K tel que kÆ(y, u) = (y, u, 1) pour (y, u) EFr (I X I); tel 
sera, par exemple, l’homéomorphisme inverse de l’homéomorphi- 
sme X,: K — 1" X TI défini par la formule 


ki (Qy,u,v)= (vor) ++ +0) (y— Vo; u——) 


OÙ yo = (ort, + ... + ort,)/2. Il est clair que H ok: I X [+ X 
est une homotopie liant un œ, et 

3. D’après le théorème précédent, les homotopies libres suivant 
le chemin s: 7 —+ X déterminent pour chaque r > 0 une certaine 
application T,: n, (X, s (0)) — x, (X, s (1)). En vertu du même 
théorème, les applications 7, possèdent la propriété 2.1 (iii); il est 
évident qu'elles possèdent en même temps les propriétés 2.1 (i) 
et 2.1 (ii), tout en étant des homomorphismes. L'assemblage 
(X, {n, (X, x)}, {T.)) qui apparaît ainsi est un assemblage de 
groupes pour r > Î et un assemblage d’ensembles à point de base 
pour r = 0; on l'appelle assemblage de groupes d'homotopie de di- 
mension r de l'espace X. En particulier, pour des z € X quelconques 
et r > Lil existe une action de groupe à droite unique du groupe 
3 (X, +) dans Tr (X, x). 

4. Pour r = 1, l'isomorphisme T, agit suivant la. formule To — 
— 07100, où 0 est la classe d'homotopie du chemin s (i.e. coïncide 
avec l'isomorphisme t, de 2.2). En particulier, l’action à droite du 

groupe 1 (X, x) dans T1 (À, z) est une action à droite intérieure. 

Démonstration. Choisissons dans la classe © un lacet 
quelconque w et définissons le chemin s;: 7 — X, t EI, par la 
formule s, (y) — s (ty) et le lacet w, par la formule W, — (s% W) S+. 
Puisque $, est un chemin constant, le lacet w, appartient à la clas- 
se o.et l’homotopie libre Z X I —+ X, définie par la formule 
(y; l) —> w, (), le joint suivant s au lacet y —= (s7w) s appartenant 
à la classe 0-00: 


H (y, u, v) — 
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5. Dans le cas d’un espace connexe X il découle de $ que tous les 
groupes d'homotopie x, (X, xs) Sont isomorphes entre eux, quel 
que soit r. Pour r = { ceci découle déjà de 2.2. 

L'espace X est dit r-simple s’il est connexe et l’assemblage de 
ses groupes d’homotopie de dimension r est simple. Dans ce cas, les 
groupes ft, (À, x) ne sont pas seulement isomorphes mais sont liés 
par un isomorphisme canonique de proche en proche qui permet 
de les identifier à un groupe unique n, (À) — le groupe d'homotopie 
de l’espace X sans point de base — dont les éléments sont des classes 
de sphéroïdes librement homotopes. Un espace r-simple pour tout r 
est dit simple. 

Si l’espace À n'est pas r-simple, les isomorphismes T, ne per- 
mettent pas d'identifier les groupes x, (X, x) pour des zx distincts. 
Dans ce cas le groupe x, (X) de l’espace X est seulement un groupe 
abstrait. 

Il est évident que l’assemblage des groupes d’homotopie de 
dimension nulle d’un espace topologique est toujours simple, et 
dans le cas où l’espace est connexe, il se réduit à un assemblage 
d’ensembles tous constitués d'un seul point. 

Il découle de 4 qu'un espace est 1-simple, si et seulement si, il 
est connexe et son groupe fondamental est commutatif (voir 2.5). 

6. D’après 1.6, toute application continue j d’un espace À dans 
un espace X” définit en chaque point x € X un homomorphisme 
fx = Pa)xt Tr (À, &) — 3 (X”, f (x)). Il est clair que si h est une 
homotopie libre qui joint les sphéroïdes Pos P1 Suivant un chemin s, 
alors f °c À est une homotopie libre qui joint les LE O7 1, o Pœ 
f ° @. le long du chemin f ° s, de sorte que (f4)sn © Te = To #)eco : 
Ainsi, pour chaque r > 0 les homomorphismes induits gs consti- 
tuent avec f un homomorphisme de l’assemblage des groupes d’homo- 
topie de dimension r de l’espace X dans l’assemblage des groupes 
d'homotopie de dimension r de l'espace X"'. 

Trois cas particuliers méritent d'être mentionnés: 1° l’espace X 
est r-simple ; 2° l’espace X’ est r-simple, 3° les deux espaces X, X’ 
sont r-simples. Dans le premier cas, les homomorphismes Ga 
appliquent un même groupe x, (X) dans les groupes x, (X’, f (x)) 
et le diagramme 


Zr(X) 


( }s(0) (G)s 1) 


C4 T. o 
7 (XF OS (0) —— Sn 7 (K'Fos(i)) 
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est commutatif pour chaque chemin s: 7 — X. Dans le deuxième 
cas, les homomorphismes (f,,). appliquent les groupes x, (X, x) 
dans un même groupe x, (X’) et pour chaque chemin s: 1!—X 
le diagramme 


7 
7 X,S(0) ——>7,.(X,5(1)) 
CON (AP 1) 


| m.(X) 

est commutatif. Dans le troisième cas, les assemblages des groupes 
d’'homotopie de dimension r des espaces X FX’ se réduisent aux deux 
groupes x, (X), x, (X”) et les isomorphismes (f,,), à un seul homo- 
morphisme fr: 5, (X) — 1, (X”). 

7. Sif: À — X' est une équivalence d'homotopie, alors tous Les 
homomorphismes induits (f,).: 7 (X,; z)—>n, (X’, f(x)) sont des 
isomorphismes. | 

Démonstration. Soit jf : À’ — X une application homo- 
topiquement inverse de f. Si H: X X 1 — X est une homotopie 
joignant f cf à id À, alors pour chaque sphéroïde œ € Sph, (X, x) 
l'application 27 X 1 — X définie par la formule (y, t) > H (œ (y), t}) 
est une homotopie libre qui joint œ au sphéroïde fofo®m€ 
€ Sph, (X, f'of(x)) suivant un chemin s défini par la formule 
s(t) = H (x, t). Par conséquent, l’homomorphisme 


(CAT © Fx)x — ((F’ © f}æ)x : Tr (X, x) > Jr (x, f' of (x)) 


qui coïncide avec la translation 7’, est, en particulier, un isomorphi- 
sme tandis que (f,)#x est un épimorphisme. D'autre part, le fait 
que la composée analogue (fe) © ()sx est un isomorphisme 
implique que (f.); est un monomorphisme. Ainsi (f,);2 est un 
isomorphisme et (fs); = [(fi)sc]"te T, est également un isomor- 
phisme. | | | 

"8. La trivialité des groupes d'homotopie n,(X, xo) pour r < 
< k(0< k Lo) au point de base x, est équivalente à la k-connexité 
de l’espace X. La trivialité de tous les groupes d'homotopie n, (X, xo) 
est équivalente à la c-connexité de l’espace X 

Le fait que pour un espace X k-connexe les groupes d’homotopie 
indiqués sont triviaux s'obtient simplement en comparant la défi- 
nition des groupes d’homotopie x, (X, x,) avec celle de la k-connexité 
(voir 1.3.3.7; dans 1.3.3.6 on peut remplacer le couple (D'*1, ST) 
par le couple homéomorphe (7/7, Fr 7"*)). La réciproque découle 
de la même comparaison, puisque la trivialité des groupes d’homo- 
topie x, (X, to), .r < k, entraîne, d’après 1.2 et 5, celle des groupes 
d'homotopie 1, (X, x), r < k;, en tous les points x € X, 
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4. Groupes d’homotopie relatifs 


1. Posons J7-1 = Fr RIT Intrr-ur Pour un couple topolo- 
gique quelconque (X, À) à point de base x, € À et un entier naturel 
r, désignons par Sph, (X, À, xo) l’ensemble @ (77, Fr 7, J'-1: X, 
À, zo) de toutes les applications continues du triplet Ur, Fr l” , 
JTF) dans le triplet (X, À, xo).. Les éléments de l’ensemble 
Sph, (X, À, to) sont appelés sphéroïdes de dimension r d’origine xo 
du couple (X, A). L'ensemble x (77, Fr [", J'-!: X, À, x) de leurs 
classes d'homotopie se désigne plus brièvement par x; (X, À, x). 

Remarquons que chaque sphéroïde @ € Sph, (X, À, xo), o (fr) (en 
À, est homotope au sphéroïde constant. [Il existe une homotopie 
standard [7 X 1—+ X qui joint chaque tel sphéroïde avec le sphé- 
roïde constant : elle est déterminée par.la formule 


(CE . . À r —-1° tr); t) > 6 (és, . Lr 1 (1 — À) lr + t). 


Un sphéroïde de dimension un d’origine x, du couple (X, 4) 
est évidemment un chemin d’origine À et dextrémité %o. 
Mise en garde : l’'homotopie d’un tel sphéroïde, étant liée au point 1, 
n'est pas nécessairement liée au point 0 si À ne se réduit pas à Zo. 

Pour r > 2 la formule (1) détermine dans Sph, (X, À, xo) une 
multiplication que l’on peut transposer dans x, (X, À, xo) et qui 
transforme ce dernier en un groupe lorsque r > 2. L'unité de ce 
groupe est la classe d'homotopie du sphéroïde constant, tandis que 
la classe du sphéroïde ®-!, donné par la formule 

PE (Ë, dos so. tr) = D (l —é, to, . .., tr), 
est inverse. de la classe du sphéroïde @. Tout ceci se démontre de 
même que dans le cas absolu. 

Le groupe x, (X, À, æo) pour r > 2 est appelé groupe d’homotopie 
de dimension r du couple (X, À) au point x. Le groupe d’homotopie 
de dimension un du couple (X, À) au point x, se définit comme 
l’ensemble x, (X, À, xo) à unité (à point de base): celle-ci est 
simplement la classe d’homotopie du sphéroïde constant. 

Si À = to, alors x, (X, À, x) coïncide avec 17 (X, to) (ie. 
nr (X, to To) et fn (X, Xo) coïncident en tant que groupes pour 
r > 2 et en tant qu'ensembles à point de base pour r = 1). 

Pour r > 1, le groupe x, (X, À, x,) est canoniquement iso- 
morphe au groupe Tr (À 0 A9; Lo); où X o et À, sont les composantes 
des espacès À et À qui contiennent &s. | 

Pour r > 2, le groupe n, (X, À, x) est commutatif. La démons- 
tration est une modification évidente de la démonstration du théo- 
rème 1.9. : 

 2..A chaque application continue f: (X, 4, to) —+ (X", À’, x) 
correspond (pour r > 1) un Rkomomarphisme induit 


fat 07 (À À, 0) + 17 (X!, A, x!) 
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qui se définit de même que dans le cas absolu, et qui coïncide pour. 
A= %0. À = x, avec l'homomorphisme induit absolu f, : x, (X, xo) — 
— ñ; (X”, x). Comme dans le cas absolu, nous avons (go f)y — 
— gyof, et id, = id. Si f et f’ sont homotopes, alors jf, = f,; 
si f est une équivalence d’'homotopie, alors jf. est un isomorphisme. 


L’homomorphisme frontière 


3. L'abréviation ab @: (1°-*, Fr IT) — (4, xs) du sphéroïde 
€ Sph, (X, À, x) est un sphéroïde de Sph,_, (4, xo) ; on l'appelle 
frontière du sphéroïde @ et on la désigne par 6. L'application 
4: Sph, (X, À, zo) > Sph,.1 (À, to) qui appaiaît alors envoie 
évidemment des sphéroïdes homotopes dans des sphéroïdes homotopes 
et le sphéroïde constant dans le sphéroïde constant. Par consé- 
quent, elle définit pour chaque r > 1 un certain homomorphisme 
fr (X, À, xo) — ñr_1 (À, to) qu'on appelle frontière et qu’on désigne 
également par à. . | 

Quelle que soit l’application continue f: (X, À, xs) —> (X”, À’, 
z), le diagramme | 


Ô 
Tr (X, À,to) —— Fr (4,%o) 


fx {un J)4 


—— 


nr (X', A", 2%) ——> 01 (4", x) 


est commutatif pour tout r > 1. Pour la démonstration, il suffit 
de remarquer qu’on a déjà démontré la commutativité d’un diagram- 
me analogue dans lequel à la place de x est écrit Sph et à la place 
de j, et {abf)», fu et (ab f)u. 


Assemblages de groupes d’homotopie 
d’un couple topologique 


4. Les sphéroïdes 0 € Sph, (X, À, xo), p1 € Sphr (X, À, x) 
du couple (X, À) sont dits librement homotopes si, envisagés comme 
des applications de (7”, Fr [") dans le couple (X, À), ils peuvent 
être joints par une homotopie constituée des sphéroïdes du couple 
(X, A), i.e. lorsqu'il existe une application k: I X [— X, 
h (Fr I" X 1) À, constante sur chacun des ensembles JT-1 X &, 
tE TI, et telle que 


h (y, 0) = po (y), k(y, 1) = p1 (y) 


pour chaque y E I. Nous dirons que À est une homotopie libre 
joignant ®o à ®, suivant le chemin tr h (JTE X t). 

Chaque sphéroïde du couple (X, À) d'origine x, possède une 
homotopie libre suivant un chemin quelconque (d'origine x.) de 
24—0824 


370 GROUPES D'HOMOTOPIE [CH. 5 


l’espace À ; en outre, des homotopies libres de sphéroïdes homotopes 
le long des chemins homotopes dans l'espace À ont pour résultat 
des sphéroïdes homotopes. La démonstration diffère de celle du théo- 
rème 3.2 en deux points: dans la première partie de la démonstra- 
tion nous envisageons l'application ab @:.J7-!— À à la place de 
® ler ©t prolongeons son homotopie, définie par la formule (y, t) 


-> s (t), d'abord en une homotopie de l’application ab o: Fr 77 — À 
et, ensuite, en une homotopie de l'application : 7 — X; dans 
la deuxième partie à la place de g: 7 X [+ X nous écrivons 
g: IxXI— A. 

s D'après ce théorème, les homotopies libres le long du chemin 
s: Î —+ À définissent pour chaque r > 1 une certaine application 


T,: mn, (X, À, s (0)) — n, (X, À, s (1)). 


Comme dans le cas absolu, les applications T, sont des homomor- 
phismes et possèdent les propriétés 2.1 (i), 2.1 (ii) et 2.1 (iii), de 
sorte qu’une structure d'assemblage (4, {n, (X, À, x)}, {T.}) appa- 
raît sur À ; c’est un assemblage de groupes pourr > 2 et un assem- 
blage d’ ensembles à point de base pour r = 1. On l'appelle assemblage 
de groupes d'homotopie de dimension r du couple (X, À). En parti- 
culier, quels que soient x € À et r > 1, il existe une action naturelle 
à droite du groupe sx (À, x) dans x, (X, À, x) qui est une action 
de groupe lorsque r > 1 et une action laissant sur place l’unité 
lorsque r = 1 

Il découle de l'existence de l'assemblage décrit que pour r > 1, 
tous les groupes d’homotopie sn, (X, À, x) de dimension r du couple 
(X, À) avec À connexe sont isomorphes entre eux. 

Un couple (X, À) avec À connexe est appelé r-simple lorsque 
l'assemblage de ses groupes d’homotopie de dimension r est simple ; 
dans ce cas tous les groupes d'homotopie n,(X, À, x), x € À, 
peuvent être identifiés à un seul groupe d'homotopie n, (X, À) de 
dimension r du couple (X, À) sans point de base dont les éléments 
sont les classes de sphéroïdes librement homotopes. Un couple qui 
est r-simple pour r > 1 est dit simple. Par exemple, un espace à point 
de base est simple. | 

5. Il est évident que, pour tout couple (X, À) et tout chemin 
s: T1 —- À, le diagramme 


mr (X, À, 5 (0)) — si (4, 8 (0) 


Te . | Ts 
| 4 
«  Ô ia ya 
1 (X, À, S(1)) —> 571 (4, S()) ! 
est . commutatif. Ainsi les - .bomomérphismes frontières 0 — 
<= 8 : TX) À, x) + 1,5 (Ai x) constituent avec id À un hoo- 


EP E 
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morphisme de l’assemblage des groupes d’homotopie de dimension r 
du couple (X, À) dans l’assemblage des groupes d’homotopie de 
dimension (r — 1) de l’espace À. 

Quelle que soit l'application continue f: (X, À) — (X’, À‘), 
les homomorphismes 


Je = Ou: nr (X, À, 2) + nm, (ZX, À”, f (x) 


constituent avec f un homomorphisme de l'assemblage des groupes 
d'homotopie de dimension r du couple (X, À) dans l'assemblage 
des groupes d'homotopie de dimension r du couple (X', 4”). De 
même que dans 3.6, indiquons trois cas particuliers importants : 
le couple (X, A) est r-simple, le couple (X’, À’) est r-simple, les 
deux couples (X, À) et (X”, À‘) sont r-simples. Dans les deux pre- 
miers Cas, les chemins s: [— A donnent lieu à des diagrammes 
commutatifs analogues aux diagrammes de 3.6; dans le troisième 
cas, les assemblages des groupes d’ homotopie de dimension r des 
couples (X, A), (X”, À‘) se réduisent à deux groupes nr, (X, À), 
7 (X', À’), tandis que les homomorphismes (/,). se réduisent à un 
seul homomorphisme 


fe: Tr (X, A) n, (X”, À‘). 


Si f est une équivalence d’homotopie, alors tous les homomor- 
phismes (f,), sont des isomorphismes. Ceci se démontre de même 
que dans le cas absolu (voir 3.7). 

6. Soit (X, À) un couple à point de base xs € À. Si les espaces X, 
À sont connexes, la irivialité de tous les groupes d’homotopie x, (X, À, xo) 
est équivalente à la o-connexité du couple (X, À), tandis que la tri- 
vialité des groupes d'homotopie n, (X, À, to), 1<r< k, est équi- 
valente à sa k-connexité. 

La démonstration est une modification évidente de la démonstra- 
tion de la proposition 3.8 (le renvoi à 1.3.3.7 est remplacé par un 
renvoi à 1.3.3.9). 


Le groupe 72 (X, À, æ) 


7. Si a, BEn:(X, À, to), alors a'Ba = To. 

Démonstration (une autre démonstration sera donnée 
dans 10.5). L'assertion à démontrer signifie que pour des sphéroïdes. 
quelconques ®, 4 € Sph, (X, À, xo) le sphéroïde % peut être joint. 
au sphéroïde @"p@ par une homotopie libre le long du lacet 8. 
Une telle homotopie est constituée par les applications %:: 1? — X 


(4 € J) définies de la manière suivante. Posons j (£) S: dt — 


1 
—7 | et divisons J? en huit morceaux de la manière indiquée Sur- 


la figure 14, où À, (t), À, (t), A; {, 4, (€) ont pour abscisses f (6); | 
t/4, À — (#/2), À =} (,” tandis que B;(t), B;i), Ba (t), By (t} 


24% 
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sont situés au-dessus d'eux à la hauteur 1 — f (ti). Soient ensuite 
Œ: Qi) — L?, a: Qt) —+ L?, as: Qa(t) — I? des applications 
affines, définies par les conditions 

a (A1 ()) = (, 0),  œ (42 ()) = (0, 0), où (BA ()) = (, 1), 
&3 (A2 (t)) = (0, 0), Ga (As (t)) = (1, 0), &a (Ba (t)) = (0, 1). 
as (43 (#)) = (0, 0), as (A5 (#)) = (6, 0), as (Bs (6)) = (0, 1). 
Posons 


X! loutt) — Po x, Xt [Qa(t) — po», X1 los) — P° 3 


et prolongeons l'application continue @, (ft) |J Q: (#) U Qa (t) > X 
d'abord en une application [J7Q, (t) > X constante sur les droites 


(0,1) 1,1) 
INBHE Qst) Bsfé) B,(t 
B;(t) s 


Q, ft) 
Q, (+) 
Q3(t) 


|. 


js A2 (+) 


@ nt ne. e Fo 
10,0) 4, (©) A:tt) Ajft) (10) 
Fig. 14 


horizontales de Q, (?) U Q5 (t) et sur les droites verticales de Q, (t) U 
U Q7 (t) et ensuite en Q (t) de sorte qu'elle soit constante sur ses 
horizontales. (Un tel prolongement est possible puisque l’ application 

;: ()— À déjà construite était constante sur l'intervalle 
8. (#), B, (t)] et prenait les mêmes valeurs aux points des intervalles 
TB, (#), (0, 1)], [B, (#), (1, 1)] situés à la même hauteur.) La conti- 
nuité. de l'application 7? X 1 — X constituée des applications 
X: {?— X découle de sa continuité évidente sur chacun des huit 
polyèdres User (Q: () X t). 
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Action du groupe x; (XÆ, %o) dans HT; (ZX, À, %) 


8. Si w un sphéroïde de Sph, (X, À, x) et s un lacet de Sph, (X 
Lo), alors le produit ws est défini ; ce produit est évidemment un sphé- 
roïde de Sph, (X, À, æo) et sa classe est déterminée par les classes 
des sphéroïdes w, s; ainsi pour © € n; (X, À, xo) et 6 Em (X, xo) 
le produit wo est défini. En utilisant de nouveau les homotopies 
de 1.1, nous voyons que © (60°) — (0) Oo" et Deni(x,xo) — © quels 
que soient © € 51 (X, À, x) et ©, o Em (X, m), i.e. la formule 
(©, 6)-> wo détermine une action à droite du groupe m1 (X, xs) 
dans 1 (X, À, &o). 

Lorsque À = %o, cette action coïncide évidemment avec l’action 
canonique à droite du groupe 7; (X, xo). Il est tout aussi évident 
que, dans le cas génére pour chaque chemin s: 7 — À, la transla- 
ion Ts: mm (X, À, s (0) — x (X, À, s (1)) est une Tinos : Ti X 

X (X, s(0))— 1, (X, s (1))]- “application, ie. T,(wo) = T,(w) x 
X Tinos (6) quels que soient © En, (X, s (0)}, w € nt: (X, À, s (0)). 
On voit également que, pour chaque application continue f: (X, 
À Zo) + (X”, À’, x), l’'homomorphisme f, : 1 (X, À, to) — mu X 

x (X’, À’, 1!) est une [fe 1m (X, to) —+ m1 (X”, x )]- “application, 
1.0. fx (00) = fx (©) fx (0) quels que soient & € ni (X, À, to), 
6 Em (X, xo). Appliquant ceci à rel = lin: (X, xo, o) —+ (X, À, 
zo)l, nous voyons que pour des ©, 6 € x (X, xo) quelconques 

(rel, w) o = rel, (wo). 


9. Quels que soient © Em (X, À, to) et G En (À, to), on a 
T;o = © (in, 6), 


où in = lin: (4, &o)— (X, æo)l. 

Démonstration. Soient w, s des sphéroïdes appartenant 
aux classes w, 6. Définissons le chemin &: Î— À pour tE I par 
la formule 5; (y) — 8 ({y) et posons w, = w (in o s;). Puisque s, est 
le chemin constant, le sphéroïde w, est homotope à w; il est clair 
que l’homotopie libre Z X 1 — X définie par la formule (y, t)- 
> W, (y) joint wo à w, = w(incs) le long du chemin s. 


5. Digression: suites de groupes 
et d’homomorphismes et 17-suites 


1. On appelle suite de groupes et d'homomorphismes toute suite, 
finie ou infinie, de groupes dont les groupes voisins G;, G;+, sont 
liés par un homomorphisme G; — G;+.. 

On appelle homomorphisme d' une suite de groupes et d'homomor- 
phismes {G;, h;: G; — G;:,} dans une suite de groupes et d’homo- 
morphismes (G, h: : G: — Gi} indexée par le même ensemble 
de nombres entiers, une suite d'homomorphismes {H;,: G; — G;} 
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telle que le diagramme 


h, h, h; 
i-1 ë+1 
Gia G; — Gis4 ——+ ,.. 


ue a La 


| LOT 


h; h; h; 
. Gi-1 Ti Gi — Gis1 REA .. 
soit commutatif. “Un homomorphisme constitué d’isomorphismes est. 
appelé isomorphisme. 

2. Une suite de groupes et d’ homomorphismes {G;, h;} est dite 
exacte Si pour chaque groupe G;, sauf le premier et le dernier, le 
noyau Ker h; de l'homomorphisme h; coïncide avec l’image [m h;., 
de l'homomorphisme h;_1. 

Les propositions suivantes sont évidemment valables pour toute 
suite exacte {G;, h;}. 

(i) Soit G; un terme intérieur (ni le premier ni le dernier) de la 
suite ; la trivialité de l'homomorphisme h;_, est équivalente à l’in- 
jectivité de h;, la trivialité de »; à la surjectivité de h;,, de sorte 
que la trivialité des deux homomorphismes h; ., h; est équivalente 
à la trivialité du groupe G:;. 

(ii) Soient G; et G;+, des termes intérieurs de la suite ; la trivialité 
des homomorphismes h;_. et h;21 est équivalente au fait que h; est 
un isomorphisme. 

(iii) En particulier, la trivialité des groupes G;_, G;+, implique 
celle du groupe G;, et la trivialité des groupes G;_,, G;4, implique 
que À; est un isomorphisme. 

3. Les suites exactes de la forme 1 — F G— H—1 sont 
dites courtes (1 désigne le groupe trivial). En guise d'exemple, on 
peut citer la suite 1 — F GTS GE 1, où F est un sous-groupe 


normal du groupe G. Cet exemple est universel en ce sens que chaque 
suite exacte courte est canoniquement isomorphe à une suite de 


ce type, à savoir la suite exacte 1—F+ GS H—+1 s'applique 
sur la suite 1 — Im [> G > G/Im f— 1 par l'isomorphisme 
{id 14, abf: F—Imf,idG, hr pr (g-1{(h)), id 1}. 


Scission 


4. On dit qu’une suite de groupes et d’homomorphismes {G;, h;} 
se sinde au terme G, à droite par l'homomorphisme GC: Gat1 > Ga 
si o Ü —= id Gin et que cette scission est normale si en outre 
Lo 4 est un sous-groupe normal du groupe G,. 

.. On dit que la suite {G;, h;} se scinde au terme G, à gauche par 
l'homomorphisme &: GG; Si Éoh, 1 = id Gr 
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5 (Lemme). Soient A, B des groupes et a: A —B, f: B— A 
des homomorphismes. Si Im B est un sous-groupe normal du groupe À 
et œo L — id B, alors À = Ker a X Im f. 

Démostration. Chaque élément a du groupe À peut être 
représenté sous la forme [a (Bo æ& (a))-1 (8° « (a)); il est clair que 
le premier facteur est contenu dans Ker &, le second dans Im $. 
Si l’on a a € Ker « f] Im B, alors & (a) = e, et il existe un b € B, 
p (b) = a, de sorte que b—aæcf(b) =a(a) —eset a — 6 (b) = 
= €A 

é. Si la suite exacte {G:, h;} se scinde normalement à droite au 
terme G, et se scinde à droite ‘au terme G, 3, alors elle se scinde à gauche 
au terme Gr et Go = Gai X Goti- ‘En détail: dans les conditions 
indiquées, he - est un monomorphisme, h, un épimorphisme et G, 
se décompose en un produit direct dont les facteurs sont le sous-groupe 
Im h,_, et un certain sous-groupe appliqué bijectivement sur Go+ 
par la restriction de h, ; dans ce Cas, chaque homomorphisme GC: Goi1 — 

—+ G, qui opère une scission à droite est un monomorphisme ; si cette 
scission est normale, alors Im © peut servir de complément direct du 
sous-groupe Im À, _:. 

Démonstration. L'égalité G, = Imh,_, X Im 6 décou- 
ie du lemme 5 et de l'exactitude de la suite {G;, h;}. La relation 

°6—=idG,+, implique que À, est un épimorphisme et © un 
mon onor his ss De la scission de la suite {G;, h;} à droite au terme 
G,-2 on déduit que ,_4 est également un épimorphisme, d’où, 
en se servant de son exactitude, on tire que 2, est un homomor- 
phisme trivial et À «1 UN monomorphisme. Enfin, en guise d'homo- 
morphisme scindant à gauche au terme G, on peut prendre l’homo- 
morphisme inverse de k,_, sur Im, et égal à un sur Im é. 

7. Si la suite exacte {G;, h;} se scinde à gauche aux termes G, et 
Gus, alors elle se scinde normalement à droite au terme G, et Ge == 
& G,_1 X Gy+1. En détail: dans ces conditions, h,_, est un mono- 
morphisme, h, un épimorphisme et G, se décompose en un produit direct 
du sous-groupe Im h,,_, et d'un certain sous-groupe appliqué bijecti- 
vement sur G,+, par la restriction de h, ; dans ce cas, chaque homomor- 
phisme scindant à gauche Ê: G, — G4-1 est un épimorphisme, et en 
guise de complément direct du sous-groupe Im h,-, on peut prendre 
Ker & 

Démonstration. L'égalité G, = Im, xX Ker & dé- 
coule du lemme 5. Le fait que À, est un monomorphisme et £ un 
épimorphisme découle de l'égalité £o h,_1 = id G,_,. Du fait que 
la suite {G;, h;} se scinde à gauche au terme G,+4+et de son exacti- 
tude, on déduit que h,, est un épimorphisme. En guise d'homomor- 
phisme normal à droite scindant au terme G&, on peut prendre 
l’homomorphisme composé Gy+1 = G./Kerh, = G/Imh,_, — 


= (Im hy X Ker €VImh,… = Ker 6 Ge. 


376 GROUPES D’HOMOTOPIE (CE. 5 


8. Pour la suite exacte 1 — F +, G> H —+1 la scission à gauche 
ainsi que la scission normale à droite au terme G sont équivalentes à 
l'existence d'un complément direct de Im f — Ker g. 

Ceci. découle du lemme 65. 


Le lemme des cinq 
9. Si 

Gi —$ Ga 5 Gs 5 Gi Ge 

LL LL Le 

t a Pe Ps Pa Ps 

| 

LA k, ? h, La h, ’ h, ’ 

G—G—+G—G — GG 
est un homomorphisme d'une suite exacte dans une autre suite exacte, 
où ?, est un épimorphisme, p, et qu des isomorphismes et ps monomor- 
phisme, alors ®:3 est un isomorphisme. 

Démontrons d’abord que ®, est un monomorphisme. Soit a € 
€ Ker w3. Alors Po hs(a) =h;o sa) = es et par conséquent 
ha (a) = eg, ie. aEKerh; = Imh,. Soit a —=h,(b), bEG:; 
puisque h; o p2 (b) = psc he (6) = Os (a) = eg, il existe un c€G 
tel que À, (c) =. (b) et par conséquent on peut trouver un dE G 
tel que hi o 1 (d) = 2 (b). D'autre part, ho @1 (d) = pic h, (d) 
et donc De @)= — Pe oh (d). Par conséquent, b—h, (d) et a — 
= h, 0h (d) = 

Déinontrons “aintenant que ; est un épimorphisme. Soit 
a € G. Alors @ohoqpgeoh, (a) = h,oh,(a) —ec et donc 
hu: o pro, (a) = egs,  i.e. ps ° h, (a) € Ker hy = Tm h3. Soit 
p;' 0 h: (a) — h3 (b), bEG3; puisque 


he (a (ps ()) 1) = (que gt 0 hf (a)) (hi o ps (b)) 1 = 
= pa ((ps* ° À, (a)) (Rs (b))7) = € 


il existe un c — G, tel que À, (c) = a QE QU) et donc il existe un 
d € G, tel que , » pa (d) = a (ps (b}}71 . D' autre part, À, o @2 (d) — 
— Po À, (à) et donc a (p2 (b))! = ps0 ho (d). Ainsi a — 
= Ps (a (à) b). 

x-suites 


10. Dans les sous-paragraphes suivants, nous aurons affaire à des 
suites dites hontotopiques des constructions très compliquées qui 
ressemblent à des suites de groupes et d'homomorphismes, mais 
sont munies de structures et de propriétés supplémentaires. De telles 
suites apparaissent dans diverses situations géométriques, mais se 
ressemblent du point de vue algébrique. Passons à leur description 
et à une étude préliminaire purement algébrique. 
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11. Une suite infinie à gauche 
DS IL ST SL SIL SI SI SI, (6) 
dans laquelle 

Ils, Il, 11: sont des ensembles à unité (à point de base), 

IL:, IL, Il des groupes, 

Ils, Il, . .. des groupes abéliens, 

O0: O1» P2 des homomorphismes au sens de 1.2, 

O3» P&, « . . des homomorphismes de groupes, 
est appelée n-suite si l’on se donne 

une action à droite du groupe IT, dans les groupes IL,4,, 4 > 2, 

une action à droite du groupe II, dans les groupes Il::4:, # > 2, 

une action à droite du groupe IT, dans les groupes Il::, £ > 2, 

une action à droite du groupe Il, dans l’ensemble Il, 
telles que 

(i) O3», 4 > 2, est un p;-homomorphisme ; 

(ii) Psx+1 À > 2, est un II,-homomorphisme ;: 

(iii) P3k-1) À > 2, est un Il,-homomorphisme relativement à 
l’action à droite du groupe IT, dans Il:,, cette action étant induite 
par l’action donnée du groupe II, dans IT;, suivant l’homomorphis- 
me O3; 

(iv) p, est un II,-homomorphisme relativement à l’action inté- 
rieure à droite du groupe IL, ; 

(v) la transformation du groupe II, effectuée par l’image p, (œ} 
de l'élément « du groupe IT, est un automorphisme intérieur f -- 
> Q7lBa ; 

(vi) sur p: (II:), la transformation de l’ensemble IT, effectuée 
par l'élément o du groupe IT, se détermine par la formule p, (&@) © -= 
= Po (00). 

On appelle homomorphisme de la n-suite {Il;, p;hi-o dans la 
n-suite {Il;, pikio une suite d’homomorphismes {h,: Il, — Il} 
telle que: pic h;}, = h;o p; pour chaque i > 0; Rs, Ronts Ron 1r 
k > 2, sont (respectivement) des h;-, h,-, h,-homomorphismes; 
h: (o) hs (o) — h; (wo) quels que soient w € IL, 6 E II, Un iso- 
morphisme se définit comme homomorphisme constitué d’isomorphis- 
mes. 

12. Parmi les conditions (i) à (vi) qui participent à la définition 
d’une n-suite, il y en a deux, à savoir (iv) et (v), qui se rapportent 
à 04. Il découle de (iv) que si II, agit dans IL, identiquement, alors 
Îm p, est contenu dans le centre du groupe IL,. D'autre part, il 
découle de (v) que si IL, agit dans IT, identiquement, alors le groupe 
IT; est commutatif ; la réciproque est vraie lorsque p, est un épimor- 
phisme ; enfin, dans le cas général Ker p, est contenu dans le centre 
du groupe IL. 

13. Nous dirons qu’une x-suite (6) est exacte si Ker p; = [Im p;+; 
quel que soit i > 0, et en outre les images inverses des éléments de 
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l’ensemble Il, par l'application p, coïncident avec les orbites de 
l’action du groupe II, dans IL. 

Si la x-suite (6) est exacte, alors il est évident que la trivialité 
de l’homomorphisme op; pour i > 0 est équivalente à la surjectivité 
de p;+1, tandis que la trivialité du noyau Ker p; est équivalente 
à la trivialité de l'homomorphisme p;:,. Dans le cas général, pour 
i > 3, la trivialité du noyau Ker p; signifie que l’homomorphisme p,; 
est injectif puisque c’est un homomorphisme de groupe. La trivialité 
du noyau Ker p, entraîne également l’injectivité de l'application 
P2: si p2(&) = p2 (B), alors 


Pa (aB 1) = pa (a) B = pa (B)B-1 = pe (BB) — Ge (em,) 


{voir la condition (vi) dans Z1) et « — 8. On ne peut déduire de la 
trivialité du noyau Ker p, l'injectivité de l'application p,, et. il 
en est de même pour l'application £1, pourtant dans le cas d’une 
x-suite exacte (6) l’ injectivité de l'application p, est garantie si le 
groupe Il, est trivial ou si son action dans IL, est l’ identité. 

[1 découle du précédent que dans le cas d'une n-suite exacte (6) 
la trivialité de p, et de p;4, pour à > À est équivalente à la bijecti- 
vité de p;+,; la trivialité de IT, et de Il,,, implique celle de Il;4, 
tandis que la trivialité de Il;., et de Il;4, implique la bijectivité 
de p; (voir à). 

14. Soit (6) une n-suite exacte. Si l’action du groupe II, dans IL 
induite par l'action du groupe Il; au moyen de l'homomorphisme 03 
est l'identité, alors Im Ps est un sous-groupe normal du groupe Il: 
La réciproque est vraie si p, est un épimorphisme. 

Démonstration. Supposons que Il, agit identiquement 
dans II,. Si &« €II,, B EIL,, alors p: (B) p3 (4) — p2 (B) et donc 


Pa (Pos (4) B71) = p2 (Bps (œ)) Br = [op (B) ps (œ)] Br! = 
— Pa (B) BP = pe (BB) = en, 


{voir la condition (vi) dans 71), de sorte que Bp: (&) B! € Ker p; — 

— Î[m p;. Ainsi Im 6; est un sous-groupe normal du groupe IL. 
Soient p, un épimorphisme et [m p;, un sous-groupe normal du 

groupe Il. Si &« € IL, y € IL, alors il existe un $ € IL, avec pe (B) = 

— y et puisque fps (a) BE Imo, — Kerps, on a ps (a) = 

= Pa (8) Pa (@) =0e (Bpa (@))-—0 (Bo (2) BB) Pa (Bos (a) 8-5) 6 = 

= en, B — fe (eus) B = p2 (8) — y (voir toujours la condition (vi) 
dans 21). Ainsi ui? agit identiquement dans IL. 

15. Toute suite de groupes commutatifs et d’homomor- 
phismes de groupes de la forme (6) peut être envisagée comme 
une n-suite dans laquelle les actions du groupe II; dans les groupes 
Il:2, 4 > 2, et les actions du groupe Il, dans les groupes Il:;4+, 
et Il:11, # > 2, sont les identités, tandis que l’action du groupe Il; 
dans le groupe II, se définit par la formule &o = wp, (6), © € 
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€ IL, 6 € Il. fl est clair alors que les suites, exactes au sens de #, 
le seront en tant que n-suites, de même les applications qui sont 
des homomorphismes au sens de Z le seront au sens de 11. 


Scission des 7-suites 


16. On dit qu une x-suite (6) se scinde au terme IT, à droite par 
l'homomorphisme GC: Il,_, — IT, si p,_,o & = id Il, .,; cette scis- 
sion est dite normale si & = 0, 1, 2 ou bien si Im & est un sous- 
groupe normal du groupe Il,. On dit qu'une n-suite (6) se scinde au 
terme II, à gauche par l'homomorphisme &: IT, —- Il,4, si Go p, = 
— id IT, ,,. (L'homomorphisme est entendu comme un homomorphis- 
me de groupe si cela a un sens, et comme un homomorphisme d’un 
ensemble à unité dans un ensemble à unité dans le cas contraire.) 

17. Dans les termes II,, « > », la scission à droite d’une n-suite (6) 
est toujours normale. Dans le terme IL,, la scission à droite est également 
normale si la suite est exacte et II, agit identiquement dans IL. 

Puisque les groupes Il,, &« >> 5, sont commutatifs, seul le cas 
des termes IL et IL, nécessite une démonstration. Supposons que la 
x-suite (6) se scinde au terme Il; à droite par l’homomorphisme 
É: I, — IL. Si «, BE IL, alors 


Bap" = [BE (où (BI LE (pa (B)) ap — 
= LE (ps (B)) 81 LBE (px (8-1) = € (où (B)) &6 (ps (871): 


on peut changer de place les facteurs car B& (p, (B-!)) appartient, 
comme on voit à partir de l'égalité p, ° 6 — id IL;,, au noyau de 
L'homomorphisme p, et par conséquent au centre du groupe Il; 
{voir 12). Cette représentation du produit Bæf-! nous montre que 
a € Im & implique Paf-t € Im & quel que soit B € Il. 

Supposons que la x-suite (6) est exacte et se scinde au terme Il, 
à droite par l’homomorphisme 6: [1, — II, ; supposons que Il, 
agit identiquement dans Il. Si «, B€ÏIIL,, alors 


BaB" = [BG (ps (BI LE (os (B)) a = 
= LE (pa (B)) m8 IE (p3 (BI = E (ps (B)) GE (pa (8-1); 


on peut permuter les facteurs puisque BE (ps (B-1)) appartient à 
Ker p; — Îm p, comme on voit à partir de l'égalité p30o © = id Ils 
et par conséquent au centre du groupe IL, (voir 72). Cette représen- 
tation du produit Baf-! nous montre que & € Im & implique fañ-* € 
€ Im 6 quel que soit fE Il. 

18. Supposons que la n-suite (6) est exacte, se scinde normale- 
ment à droite au terme II, et se scinde à droite au terme Il, +3. 
Pour « > 4, d’après 6, la suite (6) se scinde au terme Il, également 
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à gauche et IT, se décompose en un produit dont l’un des facteurs 
est un sous-groupe canoniquement isomorphe à Il,+. et l’autre, 
un sous-groupe isomorphe à Il... Pour «& = 1, 2, 3, la suite (6) 
se scinde également à gauche au terme II, (pour la démonstration 
voir 6), mais, comme nous montrent des exemples évidents, l’iso- 
morphisme II, æ I[,:, X Il, peut ne pas avoir lieu. 

Supposons maintenant que la n-suite (6) est exacte et se scinde 
à gauche aux termes II,, Il, Si &« > 6, alors en vertu de 7, la 
suite (6) se scinde normalement à droite au terme Il,, tandis que Il,, 
se décompose en un produit ayant pour facteurs un sous-groupe cano- 
niquement isomorphe à I[,+. et un sous-groupe isomorphe à Il, .. 
En reprenant les raisonnements de 7 on montre que tout ceci est 
vrai lorsque & = 4, 5; pour « = 3 on ne peut affirmer seulement 
que Îla suite se scinde à droite au terme Il. 

Par la suite nous rencontrerons souvent des situations où notre 
a-suite est exacte et se scinde tous les trois termes. Il découle du 
précédent que si la n-suite (6) est exacte et se scinde normalement 
à droite aux termes Il; +3», io + 8k > 1, alors elle s’y scinde égale- 
ment à gauche; si elle est exacte et se scinde à gauche aux termes 
Il;,+8x, alors aux termes Il;,+32, io + 34 Z 3, a lieu une scission 
à droite, tandis qu'aux termes Il; +2», io + 3k > 4, elle se scinde 
normalement à droite. 


r-variante du lemme des cinq 


19. Soient {Il;, 0;hi=o {IL, p5hi=0o des n-suites exactes et suppo- 
sons que {h;: Il; — Il;k=o est un homomorphisme de la première 
dans la seconde. Si hk, _., h,+. sont des isomorphismes et Ker h, =, = 
= €,» Im hors = JIL42, alors Kerh, = en et Imh, = IL 
(de sorte que h, est un isomorphisme de groupes si a = 3). 

Pour «a > 5, voir 9, pour « = 2, 3, 4 l’assertion se démontre 
de la même manière. 


6. Suite d’homotopie d’un couple 


1. Soit (X, À) un couple topologique à point de base xo € À. 
D’après les pp. 1, 4, pour r > 0 sont définis les groupes d’homo- 
topie x, (X, æo) et x, (4, &o) et pour r > 1 le groupe d’homotopie 
Hr (À, À, +o). En outre, d’après 4.3, on a les homomorphismes 
8: nr (X, À, to) —+ fr-1 (A, To). Ajoutons-y les homomorphismes 


in: Sr (À, Lo) —+ n, (X, to), relk : nn: (X, to) — Kr (X, À, Lo) 


induits par les inclusions 


in: A — À, rel: (X, to, &o) —> (X, À, æo). 
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Ces trois séries de groupes d'homotopie et Les trois séries d’homomor- 
phismes forment une suite infinie à gauche 


Ô in re] Ô in 
. + (À, 20) —+ %(X, 20) — m(X, À, 20) — 5 (4, 0) — 


ins ri (X, Lo) Te, T4 (À, À, Lo) , To (4, Lo) © To (Xo, Xo); (7) 


dont tous les termes, sauf les six derniers, sont des groupes commut:- 
tifs, tous les termes, sauf les trois derniers, sont des groupes, et les 
trois derniers sont des ensembles à unité; toutes les applications, 
sauf les trois dernières, sont des homomorphismes de groupes, tandis 
que les trois dernières sont des homomorphismes d’ensembles à unité 
dans des ensembles à unité. D'après 3.3 et 4.4, sont définies les 
actions à droite du groupe a; (X, xo) dans les groupes x, (X, x) 
et du groupe x, (À, xo) dans les groupes x, (4, x) et n, (X, À, x). 
Les homomorphismes in,, rel,, 0 sont compatibles avec ces actions, 
comme le requiert la définition 5.11 (voir 3.6, 4.5 et 3.4), et l’on 
a a7Ba = Ts pV a, BEn:(X, À, zxo) (voir 4.7). En outre, 
d’après 4.8 et 4.9, on se donne une action de groupe à droite de 
51 (À, 0) dans n, (X, À, xs) qui vérifie rel, (w) o = rel, (w06) 
Vo, oEn;(X, xo). Ainsi (7) est une n-suite. On l’appelle 
suite d'homotopie du couple (X, À) à point de base x. 

2. La suite (7) est exacte. 

La démonstration consiste en une vérification immédiate des 
six inclusions 


Im in, € Kerrel,, Ker rel, € Im in, ; Im rel, € Ker 6, 
Ker 0€ Imrel,; Imdc Kerin,, Ker in, € Im 


et du fait que pour les éléments «&, $ de l’ensemble x, (X, À, xo) 
on peut trouver un élément © En; (X, Zo) vérifiant ao = $B si et 
seulement si 04 = 0. 

3. Pour un chemin quelconque s:1— À les isomorphismes 
verticaux 


mm (4,5 (0) Sn, (X, s(0)) 25 n, (X, À, s(0))-% m1 (4, s(0)). 


| | 
Te Tinos Te Te 
| ins rels e) 

(4,5 (1)) — ñ.(X,s(1)) -— x, (X, 4, s (1)) — x, 1 (4, s(1))... 
constituent un isomorphisme de la première suite sur la seconde. 

La commutativité du premier carré a été établie dans 3.6, celle 
du second et du troisième dans 4.5. La compatibilité des homomor- . 
phismes verticaux avec les actions des groupes fondamentaux se 
réduit à la propriété 2.1 (i) des assemblages 


(4, {ns (4, x)}, {T}), (X, {mr (X, x)}, 
(Ts), (4, {a (X, À, x)}, {Th 
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et à l'égalité 
Ts (oo) = Ts (@) Tinos (6) Lo En (X, s (0)), © Em (X, À, s (0))I, 


établie dans 4.8. 
4. Les homomorphismes verticaux 


. fr (À, Lo) Ês Tr (X, %o) Ils Tr (X, À, to) = Hr-1 (À, To) ... 


| | | Pr | 
le b fe | Îe | fe L' D f}e (8) 


in rei nn Ô , 
° Jr (4’, Te) — Jr (X”, Ti) — Tr (X”, A’, Lo) > 4 (4’, Tç) 77 


induits par l'application continue f: (X, À, xo) — (X”, À’, &;) 
constituent un homomorphisme de la première suite dans. la seconde. 

La commutativité des deux premiers carrés découle de 1.7 et 
de 4.2, celle du troisième a été établie dans 4.3, tandis que la com- 
patibilité des homomorphismes verticaux avec les actions des grou- 
pes fondamentaux — dans 3.6, 4.5 et 4.6. 


Cas particuliers importants 


5. Si À est æ-connexe, alors tous les homomorphismes 4: :1, X 
X (X, À, &o) + Tr-x (A, Zo) sont des isomorphismes. Si X est 
k-connexe et k < co, alors les homomorphismes 0: n, (X, À, x) + 
+ Hr1 (À, Lo), r Lk, sont des isomorphismes, tandis que 
0: Hp+1 (X, À, Lo) — x (A, &o) est un épimorphisme. Dans les 
deux cas la réciproque est vraie si À est connexe. 

Si l’espace À est o-connexe alors tous les homomorphismes 
rel4: 1 (X, to) > n, (X, À, xs) sont des isomorphismes. Si À 
est k-connexe et £ < oo, alors les homomorphismes rel, : x, (X, to) 
—+ nr (X, À, to), r Lk, sont des isomorphismes et rel,: nz+1 X 
X (X, &o) —+ Tz+1 (À, À, to) est un épimorphisme. Dans les deux 
cas la réciproque est vraie si un des espaces À, À est connexe. 

Si le couple (X, À) est œ-connexe, alors tous les homomorphis- 
mes ins: tr (À, to) — 5, (X, x,) sont des isomorphismes. Si le 
couple (X, À) est k-connexe et k << co, alors les homomorphismes 
ing: Tr (4, Lo) —+ Tr (X, to) pour r << k sont des isomorphismes et 
ins: Nn (A, Lo) —+ fi (X, to) est un épimorphisme. Dans les deux 
cas la réciproque est également valable (sans hypothèses supplémen- 
taires). En particulier, si in: À — X est une équivalence d’homo- 
topie, alors le couple (X, À) est co-connexe (voir 3.7 et 1.3.3.9). 

6. Soit À un rétracte de l’espace X ; la suite (7) se scinde à gauche 
aux termes r (X, xo). En guise d'homomorphismes de scission on peut 
prendre les homomorphismes 04: nn, (X, zo) — sn, (À, xo) induits par 
une rétraction quelconque p: X — À. 

Démonstration. Puisque pc'in = id-A, on a p4oinx — 
= id nr, (4, to). 
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7. Si (X, xs) se contracte dans (À, to), i.e. l'application id X 
est xo-homotope à une certaine application h: X — X vérifiant h* & 
C À, alors la suite (7) se scinde à droite aux termes n, (A, x0). En gui- 
se d'homomorphismes de scission on peut prendre les homomorphismes 
(ab h)4 : ! Nr (À, Lo) + Tr (4, To). 

Démonstration. La composée in + ab k est x,-homotope 
à id X et donc in, o (ab h}), — id a, (X, x). 

8. Si(A, xo) se contracte dans (X, x,) au point xo, i.e. l'inclusion 
A — X est x,-homotope à l'application constante, alors la suite (7) 
se scinde à droite aux termes x, (X, À, x). En guise d'homomorphis- 
mes de scission on peut prendre les ‘homomorphismes Tr (À, To) + 
—+ ris (X, À, x) induits par les applications y,: Sph, (4, xo) —+ 
— Sph,+,1 (X, À, xo) définies par la formule 


Fr (p)] (£; . tr+1) = h (p (£, ee. .) dr) tr+1); P € Sph; (4, Lo); 


à l’aide d’une xo-homotopie h: À X 1 — X quelconque qui joint 
in: A — X à l'application constante. 

L’assertion découle de l’égalité évidente 9 + y, = id Sph, (4, x). 

9. Les remarques ci-dessous se rapportent non pas à la suite 
d’'homotopie d’un couple, mais à l’homomorphisme (8) induit par 
l’application f: (X, À, xo) > (X”, À’, x,) d'un couple à point de 
base dans un couple à point de base. | 

Il découle de la n-variante du lemme des cinq (voir 95.19) que: 

si tous les homomorphismes (ab f),: n,(4, zo) — n, (A’, x), 
r > 0, et tous les homomorphismes f4: 51, (X, À, xs) — n, (X’, 
A’, x), r Z 1, sont des isomorphismes, alors tous les homomor- 
phismes f,: n, (X, zo) + 1, (X”, x), r > 1, sont des isomorphis- 
mes ; 

si tous les homomorphismes f4: 1, (X, to) n,(X’, x),r > 1, 
et tous les homomorphismes f,: 1, (X, À, xo) — nr, (x", A’, Ta) 
r Z> 1, sont. des isomorphismes, alors tous les homomorphismes 
(ab jh: 77 (4, Zo) —+ 7 (4”, x), r Z 1, sont des isomorphismes ; 

si tous les homomorphismes fe: Tr (X, to) nm (X”, &),r > 0, 
et tous Les homomorphismes (ab f),: n, (4, %o) — n, (4’, x,),r > 0 
sont des isomorphismes, alors tous les homomorphismes Je: Tr X 
X (X, À, ty) — n (X’', À’, x), r Z 2, sont des isomorphismes et 
fa: T1 (X, À, to) > Tu (X”, À”, x) est un épimorphisme à noyau 


Dans le dernier cas l'application f4: 711 (X, À, xo) —+ ñ1 (X, 
A', x,) n’est pas nécessairement injective (voir 3.8.8). On peut 
néanmoins affirmer qu'elle le sera (et sera alors un isomorphisme) 
si l’on admet en plus que tous les homomorphismes (ab f)4: 7; (4, 
z) + :(4', f (x)) pour x € À sont des épimorphismes. En effet, 
soient @1, @o € 1 (X, À, &o) et fx (@1) = fx (w2) et supposons que 
wi, w, sont des sphéroïdes appartenant aux classes ©, @.. Puisque 
fx (@1) = fx (@2), on voit que les points f ° w, (1), f:°w, (1) peuvent: 
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être joints par un chemin s’: Z — À’ tel que le lacet 
(G w,) (Ein: 4°—+ X'To s°)) (fo wa)? (9) 
est homotope au lacet constant. Puisque 
(ab hs : 0 (As Lo) + To (A', Li) 
est un isomorphisme, tandis que 
(ab fe: 71 (4, 1 (1)) —> 71 (4”, f (ua (1))) 
est un épimorphisme, les points w, (1), w, (1) peuvent être joints 


par un chemin s: 7 — À tel que le chemin abfcs: 7 — A’ est 
homotope à s’. Pour un tel choix de s, le lacet 


(w, (lin: 4 + Xlos)) w;' (10) 
est envoyé par l'application f dans un lacet homotope au lacet (9) 
et donc homotope au lacet constant. Puisque 4: 11 (X, to) —+ 
— 1 (X”, x) est un isomorphisme, il en découle que le lacet (10) 


est homotope au lacet constant, i.e. que les sphéroïdes w,, w, sont 
homotopes. 


Suite d’homotopie d’un triplet 


10. Soit (X, À, B) un triplet topologique à point de base x, € B. 
D'après 4, pour r > 1 sont définis les groupes d’homotopie 
Tr (X, À, To); Tr (X, B, To); Tr (4, P, 7) 
æt les homomorphismes 
104 : Tr (4, B, To) TX Jr (X, B, To) rel, : Tr (X, P, Lo) + 
—+ Fr (X, À, &o) 
induits par les inclusions 
in: (4, B)—(X, B), rel: (X, B) + (X, À). 
Pour r > 2, nous définirons également l’homomorphisme 
9: Tr (X, À, To) + Ty 1 (4, B, To) 
comme la composée de l’homomorphisme frontière x, (X, À, xo) —+ 
—+ Fr-1 (À, To) et de l’homomorphisme n,_, (4, to) — 1,1 (A, B, 
%9) induit par l'inclusion (4, ts, Zo) —+ (À, B, to). Ces trois séries 


.de groupes d’homotopie et les trois séries d’homomorphismes forment 
‘une suite infinie à gauche 


rels 


> re B, 2) + 2 (X, B, 9) —-— 7e (2 À, %o) + 
5, ur (A, B, Lo) 5 T1 (X, BP, Lo) 2, JT: (X, À, Lo), (11) 


qui, de même que (7), est une x-suite : les actions à droite du groupe 
2 (X, À, to) dans les groupes x, (X, À, x;) et les actions à droite 
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du groupe x, (X, B, to) dans les groupes n, (4, B, x), n, (X, BP, 
z,) sont induites par les actions des groupes 1, (4, x,) et ru (B, xo) 
à l’aide des homomorphismes 


0: Jo (X, À, Lo) + Ti (4, To); 9: To (X, P, Lo) > TU (B, To); 


D 


tandis que l’action à droite du groupe n, (X, À, xzo) dans x, (4, 
B, x,) est induite par l’action du groupe n, (À, to) à l’aide de l’ho- 
momorphisme 4: m2 (X, À, &o) — T1 (À, to). Le fait que les con- 
ditions requises par la définition 5.11 sont satisfaites découle de 4.4, 
4.5, 4.7, 4.8. La suite obtenue est appelée suite d’homotopie du 
triplet (X, À, BP) à point de base x. 

La suite (11) est exacte (voir #). Pour chaque chemin s: 7? — B, 
les translations 


Tr (X,A,5(0)) —+ n, (X,À,s{(1)), n, (X, B,s(0)) —+ n, (X,B, s(1)), 
Tr (A, B, s(0)) + x, (4, B, s(1)) 

constituent un isomorphisme de la suite d’homotopie du triplet 
(X, À, B) à point de base s (0) sur la suite d'homotopie du triplet 
(X, À, B) à point de base s (1) (voir 3). Pour toute application 
continue f d’un triplet (X, À, B) à point de base x, € B dans un 
triplet (X”’, À’, B') à point de base x, € B’, les homomorphismes 
fat nm (À, À, to) + m7 (X7, A, Xi), fat m7 (À, B, to) + 

—+ Tr (X”', B", x), 

ab fa * Tr (4, BP, Lo) > Jr (A’, B", x) 

constituent un homomorphisme de la suite d'homotopie du premier 
triplet dans la suite d’homotopie du second (voir 4). 


7. Assemblages de groupes d’homotopie des fibres 
d’un fibré de. Serre 


1. Soient & un fibré de Serre, F,, F, ses fibres et xz,, x, des points 
de F,, F1. Les sphéroïdes 


Po € Sphr (Fos To)» Pi E Sphr (F1, di) 
sont dits hkomotopes par fibres si les sphéroïdes 
Cn: F5 tl 6] o po E Sph. (LE, xo), 
lin: PF, — tl 6] ° p, € Sph, (tl Ë, x) 
peuvent être joints par une homotopie libre constituée de sphéroïdes 
de l’espace tl £ qui appliquent /° dans des fibres du fibré Ë, i.e. s’il 


existe une application A: [7 X [1 —tlé, constante sur chacun des 
ensembles Fr /7 X t, tE I, et telle que 


hk (y, 0) = Po (y), k (y; 1) — 1 (y) 


25—0824 
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pour y € I", l’application pr £ © k étant constante sur chacun des 
ensembles 77 X t, tE€ I. On dit alors que À est une homotopie par 
fibres qui joint ®o à pi le long du chemin th (Fr I X t). 

&. Tout sphéroïide de la fibre F, d’origine x, admet une homotopie 
par fibres le long d'un chemin quelconque d’origine x, de l’espace tl E. 
Les homotopies par fibres de sphéroïdes homotopes le long de chemins 
homotopes de l’espace tl £ donnent toujours des sphéroïdes homotopes. 
Les homotopies par fibres de sphéroïdes librement homotopes le long 
de chemins qui recouvrent des chemins homotopes de l’espace bs £ donnent 
des sphéroïdes librement homotopes. 

Démonstration. Soit s: 1 —tlé un chemin d’origine 
TZ); supposons que € Sph, (Fo, to). Définissons les homotopies 
H: IX I—DsSE, G:Fri TX I—tl£é 

en posant 

H (y, t)=préos(t), G(y, t) =s(). 
Puisque À (y, 0) — pr Ë (q (y)) pour y € let G (y, 0) = p (y) pour 
y € Fr 7, il existe une homotopie A: F7 X [ +tlé ; qui recouvre {7 
et telle que À (y, t) = G (y, t) pour y € Fr I" et À (y, 0) = œ (y) 
pour y € I" (voir 4.1.3.6). Il est clair que À est une homotopie par 
fibres du sphéroïde œ le long de s. 

Pour démontrer la deuxième partie du théorème, il suffit d’éta- 
blir que les sphéroïdes @, 4 € Sph,(F,, x,) qui sont homotopes par 
fibres le long du lacet s: 7 —- tl Ë homotope au lacet constant, sont 
homotopes au sens usuel. Fixons une homotopie par fibres ©: 
I" X TI tl £ qui joint ® à + le long de s et une homotopie h: I X 
X Î—tlé qui joint s au lacet constant; définissons l’applica- 


tion f: ['*1—tlE et les homotopies 
H: FAX I—-bsËé, G:Fr IX TI—tl£Ë 
par les formules 
f (ss …..) tr+1) — D ((é1, es Ér) tre) 
H (Es, +. bp), à) = préos (t) 
et 
@ (£4, 5 tr) pour Lr+i = 0, 


G ((£4: ..., Lr44)) t) —= Ÿ (és " tr) Fpour loi — 1, 
hi (tr+1 t) pour (ti, ...,t,)EFr 7". 


Puisque Æ (y, 0) = pr E(f(y)) pour y EI'# et G(y, 0) — 7(y) 
pour y € Fr 1"#}, il existe une homotopie A: 17 X 1 —tl£ qui 
recouvre A et telle que A (y, t) = G(y, à) pour y EF Tr et 
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H (y, 0) = œ (y) pour y € I". Il est clair que la formule 


Yu cs hh D = Hit, ... 6, à), 1) 


définit l’homotopie W: 77 X 1 — F, qui joint (au sens usuel) les 
sphéroïdes œ, w. 

Démontrons la dernière partie du théorème. Supposons que les 
sphéroïdes œ, € Sph, (Fo, Zo)s Vo € Sph; (Fo; Yo) sont joints aux 
sphéroïdes ®, € Sph, (F,, x), w, € Sph, (F1, y.) de la fibre F, par 
des homotopies par fibres le long des chemins u, v: [ — tl & tels 
que les cheminspréou, pr éev: 1 — bs £ sont homotopes. Suppo- 
sons en outre que ®, est joint à %, par une homotopie libre le long 
du chemin w: 1 — F,. Ceci signifie que , est joint à Ÿ, par une 
homotopie par fibres le long du chemin w, = lin: F,— tl £] o w; 
il est clair que le lacet pr & + (u-! (wv)): I — bs & est homotope 
au lacet constant, de sorte que le chemin uw”! (w,v) est homotope 
à un certain chemin w,: 1 — tl & avec w, (1) € F, (voir 4.1.3.6). 
D'après la première partie du théorème, p, admet une homotopie 
par fibres le long de w, et, d’après la deuxième partie, le sphéroïde 
obtenu par cette homotopie est homotope au sphéroïde +, (auquel ; 
peut être joint par une homotopie par fibres le long du chemin 
u”t (w,v)). Ainsi ç, peut être joint à #, par une homotopie par fibres 
le long d’un chemin contenu dans F,, i.e. les sphéroïdes ®, et 1, 
sont librement homotopes. 

3. En vertu du théorème 2, les homotopies par fibres le long du 
chemin s: { — tl E définissent (pour chaque r > 0) une certaine 
application T,: n,(F,, s(0)) — a, (F1, s (1)), où F, = pré t x 
X (pr £é(s(0)))}, F, = pr ét (pr E(s(1))). Ces applications sont. 
évidemment des homomorphismes et possèdent les propriétés 2.1 (i), 
2.1 (ii), 2.1 (iii), de sorte que l’espace tl & se trouve muni de l’as- 


semblage 
(LE, {n, (pr 87 (pr E (x)), x)}, {T}) 


qui est pour r > Î un assemblage de groupes et pour r = 0 un 
assemblage d’ensembles à point de base. On l'appelle assemblage 
supérieur des groupes d'homotopie de dimension r des fibres du fibré E. 
En particulier, pour chaque x € tl & et r > 1, il existe une action. 
naturelle à droite du groupe n, (tl Ë, x) dans n, (pr &”! (pr Ë (x)), x). 

Il est clair que la restriction de cet assemblage à une fibre quel- 
conque du fibré £ coïncide avec l’assemblage des groupes d'homoto- 
pie de dimension r de cette fibre. On voit également, que les homo- 
morphismes 


inx: 1, (pr 8 (pr Ë (x)), 2) n (lé, x) 


constituent, avec l'application id tl £, un homomorphisme de cet. 
assemblage dans l'assemblage des groupes d’homotopie de dimen- 
sion r de l’espace tl Ë. 


25* 
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4. Si les fibres du fibré £ sont r-simples, alors pour chaque 
point b € bs Ë tous les groupes d’homotopie sn, (pr £-! (b), x) pour 
x Epré"!(b) peuvent être identifiés au groupe d’homotopie 
a, (pr 6-1(b)) (voir 3.5). Définissons dans ce cas, pour le chemin 
s: Î — bs Ë, l'application 

Ts: nr (pr ET (s (0))) — à, (pr ET (s (1))) 
comme étant la translation 
Tin (pr ET (s (0)), s (0)) —+ x, (pr ET (s (1)), s (1)) 

le long d’un chemin quelconque s: 7 —tl £ qui recouvre le che- 
min s; le fait que T', ne dépend pas du choix de s découle de 2. Les 
applications T', sont évidemment des homomorphismes et possèdent 
les propriétés 2.1 (i), 2.1 (ii) et 2.1 (iii), de sorte que bs Ë se trouve 
muni d’un assemblage (bs &, {n, (pr 6"! (b))}, {T.}) qui est un 
assemblage de groupes pour r > Î et un assemblage d’ensembles 
à un seul point pour r = 0. On l'appelle assemblage inférieur des 
groupes d'homotopie de dimension r des fibres du fibré £. En parti- 
culier, lorsque r > 1, pour chaque point b € bs £ il existe une action 
naturelle à droite du groupe n, (bs £, b) dans x, (pr £”! (b)). 

Il est clair que l’assemblage induit par assemblage donné sur tl £ 
par la projection pr £ est précisément l'assemblage supérieur défini 
dans $ 

5. Si est une application d’un fibré de Serre £ dans un fibré 
de Serre £,, alors les homomorphismes 


abtl'qx: x; (pr ET (pr É‘(x)), x) — 

—> ni (pr Ëi (pr E (tl @ (x)), tl @ (x))), x EL E, 
constituent avec ti ® un homomorphisme de l’assemblage supérieur 
des groupes d’homotopie de dimension r des fibres du fibré Ë dans 
l'assemblage supérieur des groupes d’homotopie de dimension r des 


fibres du fibré £,. Si dans ce cas les fibres des fibrés £, £, sont sim- 
ples, alors les homomorphismes 


abtlo, : n, (pr Et (b)) — x, (pr E7* (bs æ (b))), bEbs £, 
constituent avec bs ® un homomorphisme de l’assemblage inférieur 
des groupes d’homotopie de dimension r des fibres du fibré Ë dans 


l'assemblage inférieur des groupes d’homotopie de dimension r des 
fibres du fibré &. 


8& Suite d’homotopie d’un fibré de Serre 


1 (Lemme). Si € est un fibré de Serre à point de base x, Etl £ 
et B un sous-ensemble de la base bs & contenant le point b, = pr Ë (xo), 
alors l’homomorphisme 


pr Es: amUtlE, pré t(B), &)—n, (bs E, B, bo), 
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et en particulier l’homomorphisme 


pr Ex: Tr qu! Ë, pr cs (Do); Lo) > Nr (bs é, bo); 
est un isomorphisme quel que soit r > 1. 

Démonstration de la surjectivité de pr ë. 
Soit œ € Sph, (bs &, B, b,). Définissons l'application jf: 7-1 + 
—+ tl'E et les homotopies 

H: IX I—bsE, G:Frl-1X I—ætleë 
par les formules 


f (4-1) — Los H (CE, RE | tr 1); t) — 
= (e0) (&, . Lr 19 | — t), G (Fr I®-1 X D) — Lo: 


Puisque A (y, 0) =pr E (f(y)) pour y El et G (y, 0) = j (y) 
pour y € Fr J"-1, il existe une lhomotopie H: T1 X I—tlé qui 
recouvre } et coïncide avec G sur Frl'-1 X I (voir 4.1.3.6). La 
formule 


Ÿ (lis cos tr) =  ((ér “er tr) 1 —t) 
définit le sphéroïde 
 ESph, (lé, pr Ê (B), xo); 
et il est clair que pr Ë# (d) = op. 

Démonstration de l'injectivité de prEë,. 
Soit o € Sph, (tl E, pr é-1(B), x.) et supposons que le sphéroïde 
pr Ë# (b) € Sph, (bs £, B, b,) est homotope au sphéroïde constant. 
Fixons une homotopie D: 77 X 1— bs£ qui joint le sphéroïde 
pr ëx (y) au sphéroïde constant, et définissons l’application f: 77 —- 
— tl & et les homotopies À: I X TI bsE, G: Fr I X I tlE 
par les formules 


f (77) = Lo; H (C1 . dr), t) = D (CE ...) Lrey 1 — t), tr) 
et 
Lys...) lys 1 —t tr = 0, 
ACTE EE AR | ) pou 
Zzo pour (ts, ..., tr) EFrl7,t 0. 


Puisque A (y, 0) = pr £ (f (y)) pour y El et G(y, 0) = ÿ (y) 
pour y € Fr JT, il existe une homotopie AH: [7 X T[—tl£ qui 
recouvre À et coïncide avec G sur Fr 77 X Z. Il est clair que la 
formule 


P (nee. th D = H (tn eee tr À) 1 — À) 


définit une homotopie W: 77-X 71 — tl Ë qui joint Ÿ au sphéroïde 
constant. 
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Action du groupe x, (bs £, ds) dans comp (F5) 


2. Soit E un fibré de Serre à point de base b, € bs £. Posons 
F, = pr 6"! (b.)et définissons l’action à droite du groupe x, (bs EE, b,) 
dans l’ensemble comp (F,) en prenant en guise de Co, où CE 
E comp (Fi), o Es (bs Ë, b,), la composante de l’espace F, qui 
contient les origines des chemins qui se terminent dans € et recou- 
vrent les lacets de classe o. Cette description de Co est correcte en 
vertu du lemme J ; en effet, le chemin qui se termine dans C et recou- 
vre un lacet de classe o peut être interprété comme un sphéroïde du 
couple (ti E, F,) d'origine dans C qui est envoyé par l'application 
pr £# dans un lacet de classe ©; lorsque s, € Sph, (tl E, F,, x), 
Ss: ESph (tlE, F,, x,) sont deux tels sphéroïdes et w est un chemin 
de C qui joint x, à t,, alors les lacets pr &4 (sw) et pr Ëx (s.) sont 
homotopes, d’où l’on tire en vertu du lemme 7 le fait que les sphé- 
roïdes sw, 8 € Sph, (tlé, F,, x.) sont homotopes, ce qui implique 
que les composantes de l'espace F, contenant les points s, (0), s, (0) 
coïncident. Le fait qu'il s’agit d’une action à droite est évident. 

Cette action est compatible avec l’action du groupe fondamen- 
tal de l’espace tl £ dans les groupes d'homotopie des fibres (voir 7.3) 
en ce sens que C pr E, (o) = TC quels que soient € € comp (F,) — 
= Ho (Fo Lo), CO ETtLE, xo) et Zo € Fo. Il est également clair 
que si f est une application du fibré Ë dans un autre fibré de Serre, 
£', alors 


fact ab tlf: comp (F,) —+ comp (pr £'-1 (bs f (bo))), 


où abtlf = [abtlf: F, — pr E'-1 (bs f (b,))l, est une [bs f,: m1 X 
X (bs &, b4) — 5 (bs E”, bs f (b,))l-application. 

3. Si C E comp (Fi) et xo E C, alors le sous-groupe stationnaire du 
groupe 1 (bs £, b,) appartenant à C (voir 4.2.3.4) coïncide avec l’image 
de l’homomorphisme 


pr Ee: mitlE, to) —+ 1 (bs &, b;). 

En effet, l'égalité Co = C signifie qu'il existe dans tl £ un 
chemin d’origine et d'extrémité dans C qui recouvre un lacet de 
classe © ; or, si un tel chemin existe, il doit évidemment exister un 
lacet d'origine x, recouvrant un lacet de classe ©. 


Construction de la suite 


4. Soit & un fibré de Serre à point de base x, € tl &. Posons b, = 
= pr Ë (x), F, = pr &-! (b,) et transformons la suite homotopique 
du couple (tl &, F,) à point de base x, dans l'esprit du lemme 7, en 
remplaçant, pour chaque r > 1, le groupe d'homotopie x, (tl &, 
F;, xo) par le groupe d’homotopie x, (bs &, b,), l’homomorphisme 


rel,: nr (tlE, ro — nan (tlE, Fo, to) 
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par sa. composée avec l’isomorphisme 
pr £x: nr (UE, Fo Lo) + Tr (PS Ë, Do) 

et l’homomorphisme 

din, Fo, to) + %r-1 (For Lo) 
par la composée 

A =do(prEé) t: an, (bs E, bo) + 7-1 (Fos To). ? 

Puisque la composée de l'inclusion 

rel: (tl E, zo, to) + (tl E, Fos To) 
et de la projection | 

pré: (tlE, F5; to) — (bs €, Vo, Vo) 
est précisément la projection 

pré: (tlE, to, 20) — (bS E, bo, bo), 


la‘ composée [pr £,: n,(tl E, F,, xo) — 1, (bs Ë, b,)] o rel, est pré- 
cisément 


pr Ex: nr (il Ë, to) — n, (bs Ë, bo). 


Si l’on ajoute à droite de la suite obtenue le groupe d'homotopie 
Ro (bs Ë, b,) et l'homomorphisme pr &,: no (tl &, x0) — 50 (bs Ë, bi), 
on obtient la suite L 


+. 2 (F, Lo) +, To (t1 Ë, 2e) To (bs Ë, bo) _ 
A (Fo, Xo) À, T1 (tlE, x) TEE, T1 (Ds Ë, bo) = 


Le no (Fos to) — "> mo (tlE, 20) a (bsË, bi). (42) 


* 


D'après 3.3, 7.3 et 2, sont définies les actions à droite du groupe 
su (bs &, b,) dans les groupes x, (bs &, b;) et du groupe n, (tl £, x) 
dans les groupes x, (tl &, x) et n, (Fo, &o), ainsi que l’action du 
groupe 7, (bs £, b,) dans l’ensemble n, (F4, to). Les homomorphi- 
smes in,, pr 6, À sont compatibles avec ces actions exactement 
comme le stipule la définition 5.11 (voir 3.6, 4.5, 7.3 et 2) de sorte 
que. (12) est une n-suite. On l’appelle suite homotopique du fibré Ë 
à point de base xs. 

9. La suite (12) est exacte. | 

Ceci découle de l’exactitude de la suite homotopique du couple 
{til Ë, F,) et des deux faits évidents suivants: {1° le noyau de l’ho- 
momorphisme pr E.: ñno(tlé, to) — no (bs &, b,) coïncide avec 
l’image de l’homomorphisme in,: no (Fo, To) — to (tl E, xp); 2° 
deux éléments a, 8 de l’ensemble x, (F4, to) sont envoyés l'un dans: 
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l’autre par un élément du groupe x, (bs £, b,) si et seulement si 
in, (4) = inz (B). 
6. Pour chaque application f d’un fibré & dans un autre fibré de 
Serre, E', les homomorphismes verticaux 
in r A 
ne (Fos 0) an, (LE, 20) 5 a, (bs E, ds) > mt (Fos do) 
| Cab t1 fx Vtt fe bs fx | Cab t1 px 


, ’ in ? ’ PT Ex LA ’ À ’ ’ 
Tr (Po, Lt) —— nr (lé, 2) —— sn, (bsE,b)—n,1(#,,x)..., 


où x, = tlf(xo), b, = bsf(b,), F, = pr £’-1(b,), constituent un 
homomorphisme de la première ligne dans la deuxième. 

La commutativité des deux premiers carrés découle de 1.7, celle 
du troisième, de 4.2 et 4.3, la compatibilité des homomorphismes 
verticaux avec les actions des groupes fondamentaux a été établie 
dans 3.6, 4.5, 7.5 et 2. 


Principaux cas particuliers 


7. Si l’espace tl £ est o-connexe, tous les homomorphismes 
A: nr (bs Ë, bo) — r-1 (Fos To) sont des isomorphismes. Si l’espa- 
ce tl E est k-connexe, # << æ, les homomorphismes A: x, (bs &, b,)— 
— Hr.1 (Fo, Lo) pour r < À sont des isomorphismes, tandis que 
À: p+1 (bS Ë, bo) — Hz (Fos To) est un épimorphisme. Dans les 
deux cas la réciproque est vraie lorsque l’espace tl £ est connexe. 

Si l’espace bs £ est oo-connexe, tous les homomorphismes 
ing: Nr (Fo Lo) — Tr (til Ë, to) sont des isomorphismes. Si l’espace 
bs & est k-connexe, # << oo, les homomorphismes in, : 51, (F5, zo) —+ 
— TH (LE, zo) pou r < k sont des isomorphismes, tandis que 
ing: Net (F 0 Lo) > Ha (tl Ë, Lo) est un épimorphisme. Dans les 
deux cas la réciproque est vraie, à condition que l’espace bs & soit 
connexe. 

Si l’espace F, est oo-connexe, tous les homomorphismes 
pr EE: nr (tlE, zo) — sn, (bs Ë, b,) sont des isomorphismes. Si l’es- 
pace F, est k-connexe et £# < ©, les homomorphismes pr E,: nm, x 
X (LE, x) — x, (bs Ë, b,) pour r < k sont des isomorphismes et 
pr Ex: Ta+1 (tl Ë, To) —> Sa +1 (bs Ë, b)) est un épimorphisme. Dans 
les deux cas la réciproque est vraie sans conditions supplémentaires. 

8. Si Ë possède une section qui envoie b, dans x,, alors la suite (12} 
se scinde à droite dans les membres n, (tl Ë, x,). La scission peut être 
opérée par les homomorphismes s,: n, (bs &, b,) — n, (tl £, to) in- 
duits par une section quelconque s: (bs &, b5) — (til Ë, xo). 

Démonstration. Puisque précs—id bsé, on à 
pré, os, = id x, (bs 6, bo). 

Si F, est un rétracte de l’espace til &, alors la suite (12) se scinde 
à gauche dans les termes n, (tl &, xo). Les homomorphismes 04: 57 X 
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X (LE, zo) — 57 (Fo; To) induits par une rétraction quelconque 
o: tlE— F, peuvent servir d'homomorphismes de scission. 

Démonstration. Puisquepcin =idf,,onap,oin, — 

= id Tr (Fo; To). 

10. Si l'inclusion in: F,— tl & est x,-homotope à l'application: 
constante, alors la suite (12) se scinde à droite dans les termes n, (bs Ë, b,). 
La scission peut être opérée par les homomorphismes n, (Fo, xo) — 
—+ Hr+1 (bs &, bd) induits par les applications y,: Sph, (F5, xo) —- 
— Sph,., (bs Ë, b,) définies à l'aide de la formule 


[yr (p)1 (1, - 0. fs) = préoh(p (hi, ..., t), tr), O € 
€ Sph, (Fo, Lo}: 


d'après toute xÿ-homotopie h: F, X I — tl Ë qui joint in à l’applica- 
lion constante. 

Pour la démonstration, il suffit d'indiquer pour chaque sphéroïde- 
po € Sph, (Fo, Zo) un sphéroïde € Sph,4 (tl Ë, Fo, To) vérifiant. 
db = p, pr Ex (d) — Y-(p). Tel sera par exemple le sphéroïde: 
défini par la formule 


D Gus ces Ér4a) = RP (ns + + dr), tra). 


11. Si la projection pr Ë est xç-homotope à l'application constante, 
alors la suite (12) se scinde à gauche dans les termes n, (Fo, to). Des 
homomorphismes de scission sont, en particulier, les homomorphismes 
Tr (Fos Lo) + Tr+1 (hs Ë, bs) induits par les applications Y,: 
Sph, (Fo, Zo) — Sphr+1 (bs Ë, bo) définies par la formule 


[Yr (y)! (£, cr. ri) = h (p UT sr dr); tr+1) 


d’après toute x-homotopie h: tlE X 1 — bs £ qui joint pr & à l’ap- 
plication constante. 

Il suffit de démontrer que pour chaque sphéroïde 14€ Sph..: (tl &, 
Foy ïo) les sphéroïdes 7,0 0 (y), pr x (db) € Sph:+, (bs 6, bo) 
sont homotopes. L’homotopie nécessaire est définie par la formule 


((£ . Lr+i); t)r>h (ÿ UT  . l,, tlr4) (1 t) tr+1). 


12. Si Ë est un revêtement au sens large, alors pr &,: n,(tl Ë, zo) —- 
— 1, (bs Ë, b,) est un isomorphisme pour r => 2 et un monomorphisme 
pour r = 1. Si Ë est un revêtement au sens restreint, alors l'application. 
fact A: x (bs &, bo)/Im pr£é — F, définie par l'application 
A:n (bs E, bo) —+ 50 (Fos Zo) = Fo est en outre inversible. 

Ceci découle de l’exactitude de la suite homotopique du fibré 
ë et du fait que x, (Fo, to) = 0 pour r > 0 et nmo(tl E, xo) = 0 si 
ë est un fibré au sens restreint. 

13. Soit f une application d’un fibré de Serre £ à point de base 
zo € tl Ë dans un fibré de Serre Ë” à point de base x; € til &”. Il découle 
des propositions 6 et 5.19 que: 
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si tous les homomorphismes bs f,: n, (bs £, bo) — x, (bs £”, b:) 
pour r > 1 et tous les homomorphismes 


{abtl f)4: 7 (Fo = pr ET (pr E (xo)), To) —+ 7 (Fe = 
— pr £"-(pr Ë (x)), x) 


pour r =>.0 sont des isomorphismes, alors tous les homomorphismes 
tlf,: mn (lé, xo) —n. (LE, x) pour r > 1 sont des isomor- 
phismes ; 
si tous les homomorphismes tlf,: x, (tl 6, to) —+ n, (tl E”, x) 
pour r => 0 et tous les homomorphismes (ab tl f),: nt, (Fo, xo) — 
—+ n, (F,, x) pour r > 0 sont des isomorphismes, alors tous les 
homomorphismes bs f,: 1, (bs &, bo) — n, (bs Ë”, b) pour r>1 
sont des isomorphismes ; 
si tous les homomorphismes bs f,: n, (bs &, bo) — x, (bs Ë”, b,) 
pour r.> 0 et tous les homomorphismes tlf,: n,(tlé, x) — 
—+ n, (tl E", x) pour r > 0 sont des isomorphismes, alors tous les 
homomorphismes (ab tl f), : 1, (Fo, xzo) > 5, (F, x) pour r>1 
sont des isomorphismes, tandis que (abtl),: no (Fo Zo) —+ 
— To (F, x) est un épimorphisme à noyau nul. 
Remarquons que dans Le dernier cas  l’application 
(ab t1 f)4: To (Fos To) —+ To (F4, Æ,) est aussi un isomorphisme si 
tous les homomorphismes tlf,: mn (tl &, x) — n, (tl £”, tl f (x)), 
+ € F5, sont des épimorphismes. En effet, soient x,, x, des points 
de la fibre F, tels que les points tl f (x), tl f (x) sont situés dans une 
même composante de la fibre F, et soit s’: { —+ F° un chemin qui 
joint ti f (x) à ti f (x2). Puisque (tif): no (LE, xo) —+ mo (tl Ë”, x) 
est un  isomorphisme, tandis que (tlf),: nm (tl£é, æx,) — 
—+ 7 (tl E”, tl f (x.)) est un épimorphisme, on peut joindre les points 
Z\, & par un chemin s: { — tl £ tel que le chemin tlfos: [1 — tl £’ 
soit homotope au chemin lin: Æ° — tl EÉ’]o s. Pour un tel choix de 
S, le lacet pr Ë"  tl fc s est homotope au lacet constant, et puisque 
bs f,: 7 (bs &, bo) —+ x (bs &”, b,) est un isomorphisme, le lacet 
pr écs est également homotope au lacet constant. En appliquant 
le théorème 4.1.3.6 à l'application s, à une homotopie quelconque 
qui joint le lacet pr & o s au lacet constant et à l’homotopie constante 
de l'application s [r-r, nous obtenons une homotopie qui joint s 
avec le chemin d'origine x, et d'extrémité x, contenu dans F4. 


9. Influence d’autres structures 


1. Nous allons envisager les propriétés les plus simples des grou- 
pes d’'homotopie qui découlent de l'existence dans l'espace de 
structures supplémentaires qui ont une nature de groupe et sont com- 
patibles avec Ia topologie. La propriété la plus importante est la 
simplicité. 
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Le cas d’un groupe topologique 


2. Si X est un groupe topologique, alors pour chaque chemin 
s: [— X la translation n, (X, s (0)) —+ n, (X, s (1)) coïncide pour 
chaque r > Ô avec l’isomorphisme induit par la translation à gauche 
sur. [s (1)] Es (0)I-T. 

Il existe même une homotopie canonique libre F7 X [ — X qui 
joint le sphéroïde € Sph, (X,.s (0)) avec [s (1)] [s (0)1-t © le long 
de s: elle se définit par la formule ((£,, . .., t,), t)}]r— [s (t)] X 
X [s (0)]-lp (4, . .., £,). 

3 (Corollaire). Les composantes d’un groupe topologique sont des 
espaces simples. En particulier, le groupe fondamental d'une compo- 
sante d'un groupe topologique est commutatif. 

4. Dans le cas d’un groupe topologique X, il existe dans les 
ensembles Sph, (X,e—e.),en plus la multiplication définie dans 1.1, 
une multiplication obtenue à partir de la multiplication dans X (le 
produit des sphéroïdes ®, 1 € Sph, (X, e) est donné par la formule 
y @ (y) % (y)), et cette deuxième multiplication a un sens même 
lorsque r — 0, cas où la première est absente. 

Il est clair que la nouvelle multiplication munit l’ensemble 
Sph, (X, e) pour chaque r > 0 d’une structure de groupe et que les 
sphéroïdes homotopes aux sphéroïdes constants constituent un sous- 
groupe normal de ce groupe, le groupe quotient correspondant coïn- 
cidant, en tant qu’ensemble, avec x, (X, e). Pour r = 0, le groupe 
fo (À, e) coïncide avec le groupe quotient X/X,, où X, est la com- 
posante de l'unité, tandis que pour r > 1 la nouvelle structure de 
groupe dans x, (X, e) coïncide avec l’ancienne: quels que soient 
deux sphéroïdes ®, 4 € Sph, (X, e), l’homotopie 17 X 1 — X définie 
par la formule 


((£4, sir lt) 
2 ein 2) (me (OS) nn) 


joint le nouveau produit de ces sphéroïdes avec l’ancien. 

Ajoutons que la multiplication que l’on avait déjà dans À munit 
d'une structure de groupe également l’ensemble {J,6x Sph, (X, x) 
detous les sphéroïdes de dimension r de l’espace X. Les sphéroïdes 
homotopes à un sphéroïde constant constituent dans ce groupe un 
sous-groupe normal qui donne un groupe quotient canoniquement 
isomorphe pour r > 1 au groupe n, (X, e). 

5. Puisque chaque automorphisme intérieur d’un groupe topolo- 
gique X induit des automorphismes des groupes n, (X, e), l'action 
à droite intérieure du groupe À définit son action à droite dans tous 
les groupes n, (X, e). Les transformations effectuées par les élé- 
ments du sous-groupe X, (voir 4) sont alors l'identité : si w: [1 — À 
est un chemin] qui joint e à x, alors pour chaque sphéroïde € 
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€ Sph, (X, e) la formule (y, t) > lw (t)l-lo (y) w (t) définit une 
homotopie I X 1 — X liant ® au sphéroïde y + x7!® (y) x. Ainsi 
les groupes x, (X, e) sont munis d’une action naturelle à droite du 
groupe fo (X, e) = X/X5: 


Le cas d’un espace homogène 


6. Soient G un groupe topologique et H son sous-groupe connexe. 
Si (G, pr, X — G/H) est un fibré de Serre, alors pour chaque chemin 
s: Î[— X la translation n,(X, s (0)) — n, (X, s (1)) coïncide pour 
chaque r > O avec l'isomorphisme induit pour une transformation 
quelconque de l’espace X effectuée (pour une action canonique) par un 
élément du groupe G et appliquant s (0) dans s (1). 

Démonstration. Soient g un élément quelconque du 
groupe G tel que gs (0) = s (1) et s: 1 —+ G un chemin arbitraire qui 
recouvre s. Puisque les points s (1) et gs (0) sont situés dans une même 
classe d'équivalence du groupe G relativement à 7, et puisque les 
classes d'équivalence par un sous-groupe connexe sont connexes, 
on peut joindre ces points, à l’intérieur de leur classe d'équivalence, 
par un certain chemin w. La formule 


(Gé, ce. 1), the [s, (E)] Is, (0)]-1@ (4, . . ., #,), 


où 5, — sw, définit pour chaque sphéroïde € Sph, (X, s (0)) l’ho- 
motopie libre {7 X 1 — X qui joint œ à [s, (1)] [s, (0)]-1 le long 
d’un chemin homotope à s (à savoir le long du produit du chemins 
par le chemin constant). | 

7 (Corollaire). Si Æ est un sous-groupe connexe du groupe topologi- 
gue G et (G, pr, G/H) est un fibré de Serre, alors les composantes de 
l’espace G/H sont des espaces simples. En particulier, les groupes fonda- 
mentaux des composantes de tels espaces sont commutatifs. 

8. La condition imposée à (G, pr, G/H) dans les énoncés des 
théorèmes 6 et 7 (être un fibré de Serre) sera satisfaite automatique- 
ment par la suite: le groupe G et l’espace quotient G/H seront tou- 
jours des variétés fermées différentiables, tandis que la projection 
G— G/H sera une submersion, de sorte que la condition de Serre 
pour le fibré sera une conséquence des théorèmes 4.6.1.3 et 4.1.3.4. 


Le cas des H-espaces 


9. L'espace topologique À à point de base e est appelé H-espace 
et on donne une application continue um: À X À — XÀ telle que 
u (e, e) —e, les applications X — X définies par les formules 
Tr u(e, z)et xt u (x, e) étant e-homotopes à id X. L’applica- 
tion LU est appelée multiplication et e, unité. À la place de u (x, y) 
on écrit généralement xy. 
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H-espace X est dit homotopiquement associatif si les applica- 
tions À X À X À — X définies par les formules (x,, 2, Ta) > 
> (al) La, (Mis Lo, Ta) > di (tt) Sont homotopes, et homotopique- 
ment commutatif si les applications À X X — X définies par les 
formules (x,, Ze) + Zite, (1, To) > Z2t, Sont homotopes. 

Une application continue v d’un H-espace À dans X est appelée 
inversion homotopique lorsque les applications X — X définies par 
les formules x + xv (x) et x v (x) x sont homotopes à l’applica- 
tion constante de X dans e. A la place de v (x) on écrit générale- 
ment x’! | 

Les premiers exemples de Æ-espaces sont les groupes topologi- 
ques. Un groupe topologique (envisagé comme /-espace) est homoto- 
piquement associatif et admet une inversion homotopique, tandis 
qu'un groupe topologique commutatif est homotopiquement commu- 
tatif. 

10. Les espaces de sphéroïdes forment une autre classe importante 
de H-espaces. Pour chaque espace topologique X à point de base x, 
sont Æ-espaces les ensembles Sph, (X, xs), r > À, ayant pour topo- 
logie celle qu’ils obtiennent comme sous-espaces de l'espace & (77, X) 
pour point de base le sphéroïde constant et munis de la multiplica- 
tion usuelle : en effet, l’application ®-- (const) o se joint à l’appli- 
cation id Sph,(X, xo) par la const-homotopie Sph, (X, xs) X 
X 1 — Sph, (X, xo) définie par la formule (®, ft) m,, où ; est 
un sphéroïde dont la valeur au point (£,, . .., t,) € I” est égale au 
deuxième membre de la formule (3), tandis que l’application ®— 
> p(const) se joint à l’application id Sph,(X, ze) par une const-homoto- 
pie qui se définit de la même manière à l’aide de la formule (4). Les 
H-espaces Sph, (X, x,) sont homotopiquement associatifs et admet- 
tent des inversions homotopiques pour r > 1; ils sont homotopique- 
ment commutatifs pour r > 2; les homotopiques nécessaires pour 
démontrer ces faits s’obtiennent également des formules (2) à (5). 

De même, pour chaque couple topologique (X, À) à point de base 
x, les ensembles Sph, (X, À, x,), pour r > 2, sont des H-espaces 
homotopiquement associatifs, admettant des inversions homotopi- 
ques. Pour r > 3 ils sont homotopiquement commutatifs. 

11. Tout H-espace connexe est simple et possède, en particulier, un 
groupe fondamental commutatif. 

Démonstration. Si X est un M-espace connexe à unitée, 
alors la formule (y, t) > s (t) @ (y) définit pour le sphéroïde € 
€ Sph, (X, e) pour chaque r et chaque lacet s € Sph, (X, e) une 
homotopie libre 77 X [1 — X qui joint le sphéroïde y ep (y) 
homotope à æ avec le même sphéroïde y -- ec (y) le long du chemin 
tr s(t)je homotope à s. Ainsi le groupe n, (X, e) agit dans les 
groupes ft, (À, e) identiquement. | 

12. On peut transposer au cas des H-espaces X à unité e la deu- 
xième description des groupes d’homotopie n, (X, e) donnée dans 4 
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dans le cas des groupes topologiques. Quoique la multiplication 
qu'héritent alors les ensembles Sph, (X, e) à partir de X ne les 
munit pas d’une structure de groupe dans le cas général, elle définit 
dans x, (X, e) une multiplication qui coïncide avec la multiplica- 
tion usuelle lorsque r > 1. L'ensemble x, (X,.e) est alors un groupe 
dans le cas où X est homotopiquement associatif et admet une inver- 
sion homotopique. 


Assemblages de groupes d’homotopie 
de l’espace total d’un fibré principal 


13 (Lemme). Soient & un fibré principal à groupe structural G et 
u, v: Î = tl Ë des chemins vérifiant préou = préouv. Si £o £& 
sont des éléments du groupe G tels que u (0) g, = v (0), u (1) g, — 
— v (1) (il s'agit de l’action canonique à droite du groupe G dans til £; 
voir 4.3.2.10), le diagramme 


nr (tlE, u(0))—"% nm, (tlE, u(1)) 
Ÿ | 


my (tLE, u(0))—? x, (t1E, v (1), 


dans lequel les flèches verticales désignent les isomorphismes induits par 
les transformations x > 4£o, Tr 2g1, est commutatif. 

Démonstration. Rappelons que l’action canonique à droi- 
te tl E X G—+ tl Ë est libre et que ses trajectoires coïncident avec 
les fibres du fibré &. Puisque les points u (t}, v (t) sont situés dans une 
même fibre, il existe pour chaque t € T un élément et un seul g (4) € G 
vérifiant uw (£) g (t) = v (ft). Donc si h: [7 X 1 — tl £ est une homo- 
topie libre qui joint le sphéroïde , € Sph, (tl &, w (0)) avec un 
certain sphéroïde ®, € Sph, (ti &, w (1})) le long de uw, alors la formule 
(y, t)e h (y, t) g (t) détermine une homotopie libre qui joint le 
sphéroïde y ®o (y) £0 au sphéroïde y m1 (y) 81 le long du che- 
min . 

14. Les transformations effectuées dans l’espace total d'un 
fibré principal Ë par les éléments de son groupe structural pour l’ac- 
tion canonique à droite relient pour chaque point b € bs Ë et chaque 
r >> 0 les groupes d’homotopie x, (tl &, x) avec x € pr £"* (b) par 
un isomorphisme canonique composé qui permet de les identifier. 
Le résultat de cette identification (qui est un groupe pour r > O et 
un ensemble à unité pour r = 0) est appelé groupe d'homotopie de 
dimension r de l’espace tl & au-dessus de b ; on le désigne par n, (tl Ë, b). 

Pour un chemin s: 7 — bsË définissons l'application T,: 
:nLE, s (0)) — x, (tl 6, s (1)) comme la translation T- : n,(tlE, 


s(0))—> nr(tlé, ${1)) le long d’un chemin quelconque $ qui 
recouvre s; cette définition est correcte en vertu du lemme 73. 
Les applications T, sont évidemment des homomorphismes et pos- 
sèdent les propriétés 2.1 (i), 2.1 (ii) et 2.1(ïii), de sorte qu'on a sur 
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bs & un assemblage (bs Ë, {n, (tl Ë, b)}}, {T.}). On l'appelle assem- 
blage inférieur des groupes d’'homotopie de dimension r de l’espace total 
du fibré E. 

Il est clair que l’assemblage induit par cet assemblage sur tl £ 
au moyen de la projection pr ë coïncide avec l’assemblage usuel 
des groupes d'homotopie de dimension r de l’espace tl &. 

Si o: G— G’ est un monomorphisme, alors toute œ-application: 
d’un G-fibré de Steenrod dans un G'-fibré de Steenrod induit d’une 
manière évidente pour chaque r un homomorphisme de l’assemblage 
inférieur des zroupes d’homotopie de dimension r de l’espace totale 
du premier fibré dans un assemblage de même type du deuxième 
fibré. 

Suite homotopique d’un fibré principal 


15. Soit & un fibré principal à point de base x, € til &. Si l’on 
remplace dans la suite (12) la fibre F, à point de base x, par le groupe 
structural G à point de base e = e, qui lui est canoniquement homéo- 
morphe (par l’homéomorphisme £g-- x,g) et si l’on adjoint à droite: 
de cette suite une unité, on obtient la suite 


tte (G, 6) — + mo (El Es 20) 5 n3 (Ds Ë, do) —> 
= T1 (G, €) TT, Tu (tlE, x) ER ru (bs Ë, b,) = 


À m0 (6, 6) mttLE, 2) LS x (bS Ë, b)—>1. (13) 
Rappelons que x, (G&, e) est un groupe (voir 4) et que le groupe 
x. (G, e) est commutatif (voir 8). Une vérification immédiate montre 
que l’homomorphisme A: x, (bs Ë, bb) —+ 10 (G, e) est un homomor- 
phisme de groupe. Le groupe 51, (G, e) agit à droite dans les groupes 
Tr (G, e) (voir 5), tandis que le groupe x, (bs Ë, b,) agit dans les 
groupes xt, (bs &, b,) (voir 3.3) et n,(tl é, xo) = n. (tl Eé, bo) 
(voir 14). L'action canonique à droite du groupe G dans tl £ induit. 
son action à droite dans no(tlé, x) — comp (tl Ë) et par consé- 
quent une action à droite du groupe 1, (G, e) dans no (tl Ë, xo). 
(Nous envisageons 719 (G, e) comme le groupe quotient de G par la 
composante de l’élément unité — voir 4; cette composante agit dans 
To (til Ë, xs) comme identité.) Il est clair que les homomorphismes 
ins, pr &x, À sont compatibles avec les actions envisagées — comme. 
il est requis par la définition 5.11. Ainsi, (13) est une n-suite. On. 
l'appelle suite homotopique du G-fibré & à point de base x. 

Il est clair que pr &4: no (tl Ë, zo) — ño (bs Ë, bo) est un épimor- 
phisme et que la partition de l’ensemble x, (tl Ë, x,) en orbites de 
l’action du groupe no (G, e) coïncide avec zer (pr £,). Ainsi la suite 
(13) est exacte. 

Il est clair également que si œ: G° — G est un monomorphisme, 
alors toute œ-application f d’un fibré principal £’ à groupe structu- 
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ral G’ et à point de base x, € tl Ë” dans un fibré principal £ à groupe 
structural G et à point de base x, € tl & vérifiant tl f (x) = xo induit 
un homomorphisme de la suite d’homotopie du premier fibré dans 
la suite d’homotopie du second. 


10. Autres descriptions des groupes d’homotopie 


1. Le sphéroïde DS ° ID € Sph, (ST, ort;) (voir 1.2.8.9) est 
appelé sphéroïde fondamental de la sphère S', il est désigné par IS. 
L'élément du groupe n,{(S”, ort,) qu’il détermine est désigné par 
sph.. Le sphéroïde 1D € Sph, (D, ST, ort;) est appelé sphéroïde 
jondamental de la boule D, et l'élément du groupe d’homotopie 
Tr (DT, ST”, ort,) qu’il détermine est désigné par kug,. 

Il est clair que 0 (/D) = IS et par conséquent 9 (kug,) — sph,_…. 

2. Désignons par Sph; (X, xo) l’ensemble de toutes les applica- 
tions continues de l’espace à point de base (S”, ort,) dans l’espace 
à point de base (X, x,)et définissonsl’application ZS#: Sph; (X, x)-- 
— Sph, (X, x,) par la formule ZS# (@) = œo IS. Il est clair que 
cette application est inversible, et il découle de 1.5.7.6. que les 
applications , 4 € Sph; (X, x) sont homotopes si et seulement si 
les sphéroïdes ZS# (@) et ZS# (1) le sont. Aïnsi nous obtiendrons une 
description équivalente de l’ensemble a, (X, x;) en remplaçant 
nos sphéroïdes cubiques et leurs homotopies par des sphéroïdes 
.Sphériques appartenant à Sph; (X, x,) et leurs homotopies. 

Il est évident que le sphéroïde identique id S” appartient à la 
.classe sph,. Il est clair également que l’élément du groupe x, (X, x) 
défini par le sphéroïdef: (S7, ort;) —(X, xs) coïncide avec f, (sph,). 

Pour r > 1 l'application ZS# munit Sph; (X, x,) par la multi- 
plication qui existe dans Sph, (X, xo). La multiplication qui appa- 
rait ainsi dans Sph; (X, x,) peut facilement être décrite directe- 
-ment: le produit des sphéroïdes 


p, w: (S7, ort;) = (St, ort,) @ . . . ® (S1, ort;) + (X, &o) 
est le sphéroïde 

pp: (S”, ort,) = (S!, ort,) @ . .. @ (ST, orts) + (X, xo) 
-défini par la formule 
P(YS: Yar es Yr) Si imyi>0, 
D (Wis Y2s +. Ur) Si im y 0, 


OÙ Yy, . . ., Y, sont des nombres complexes égaux à 1 en valeur 
absolue, tandis que im désigne la partie imaginaire. Cette multipli- 
cation induit dans x, (X, x,) une multiplication qui coïncide avec 
celle. que cet ensemble possédait déjà. On peut étudier les propriétés 
homotopiques de la multiplication dans Sph; (X, xo) en se servant 
directement de la formulé (14), ce qui nous donne une description 


PY (Yi Yoe.., Yr) = (14) 


HEAR. 


indépendante des groupes d’homotopie tr (X, , To) dans’le langage des 
sphéroïdes sphériques. 

Jl est particulièrement simple de décrire en termes de sphéroïdes 
sphériques le sphéroïde q"! = (2S#)-? ([LS# (p)]-?) inverse du sphé- 
roïde @ € Sphz (X, xo): il est déterminé par la formule 


p=" (C2TE Los Lgs + +.) Lys) — (5 T3, Ta ; + Tr). 


3. Désignons par Sph° (X, À, ro) l’ensemble de ‘toutes ‘les 
applications continues du triplet (Dr, ST“, ort;) dans le triplet 
(X,: À, xo) et définissons l'application. 


ID#: Sph: (X, A,.%0) + Sph, X, A, To) 


par la formule ZD# (®) — + ID. Cette application est inversible 
et il découle de 1.3.7.6 que les applications y, W € Sph; (X, À, %o) 
sont homotopes si et seulement si lès sphéroïdes ZD*# (op), ID* (pb) 
le sont. Pour r > 2, l'application ZD# munit Sph; (X, À, to) de la 
multiplication définie dans Sph, (X, À, xo). Celle-ci peut être faci- 
lement décrite directement: pour les applications 


p, pb: (D”, orts) = (St, ort)®...®@ (S?, orts) @ (I, 1) + 
— (X, Lo) 


la formule (14) dans laquelle is es Yr= sont des nombres. com- 
plexes à valeur absolue égale à 1, tandis que y; € T7, détermine l’ap- 
plication hp: (D”, ort;) — (X, 9) qui appartient à Sph; (X, À, xo) 
pour p, YESph; (X, À, x). Le sphéroïde p*— (ID#)-1 X 

X (LID# (p)l”?) inverse du sphéroïde € Sph; (X, 4, xo) se définit 
de même que dans le cas absolu à l’aide de la formule 


p (a Lo, gs +.) Tr+1) = 6 (T1, Los Las °.9 Tr+1). 


Ainsi, en remplaçant les sphéroïdes cubiques par des sphéroïdes 
sphériques, nous avons obtenu une description adéquate des grou- 
pes d’homotopie n,;(X, À, x). 

Il est évident que le sphéroïde identique id D’ est de classe kug.… 
Il est également clair .que l'élément du groupe x, (X, À, %o) défini 
par le sphéroïde f:(D7, S7-1, ort;)-+ (X, À, xo) coïncide avec 
fx (kugr). ee : . 

Contrairement: aux énsembles cubiques Sph, (X, zo, zo), 
Sph, (X, 20), les ensembles Sph; (X, za, xo) et Sph; (X, x9) ne sont 
pas identiques, mais.sont seulement.liés par l' application canonique 
inversible 


(ID#) + (ISF): Sphz (X; xo) > Sph; Œ, Tor 20) | 
qui peut être décrite plus explicitement par la formule pr pe DS. 


La frontière 0 du sphéroïde sphérique plein o € Sph° (X, À, do) 
est un sphéroïde sphérique (appartenant à Sph°.3 (4,:x,)} qu’on 


26—0824 


402 GROUPES D’'HOMOTOPIE [CH. 5 


donne à l'aide de la formule 
8 = lab p: (S"-1, ort;) —+ (4, xo)l. 


Il est évident que ZS*# o 9 = 9 o ID*, de sorte que cette définition 
de la frontière du sphéroïde nous donne le même homomorphisme 
frontière 9: n; (À, À, to) + fr_1 (4, 0) que celui qui a été défini 
dans la théorie cubique. 

4. Soit une application continue f:(X, æo) > (X”, x) ou 

1: (X, À, to) + (X”, À’, To). Il lui correspond une application 
f#: Sph° (X, ro) Sph: (X”, a) (resp. fx: Sph°(X, À, zo)—+ 
— Sph; (X’, 4’, x)) définie par la formule fx (p) = f ° ®. Comme, 
évidemment, LS 0 o f# = Î# © IS# et /ZD#o o f# — {4 o ID*#, ces 
applications ‘/# donnent les mêmes homomorphismes induits 
faim (Xs do) + m7 (X', 2), fat mm (X, À, a) me (X', À’, &!) 
que les définitions correspondantes de la théorie cubique. 
._ L'homotopie libre qui joint les sphéroïdes ®4 € Sph; (X, x), 
1 € Sph:r (X, x) le long du chemin s: 7 — X se définit simplement 
comme l’homotopie S7 X 7 + X qui joint les applications 5, ® 
et qui applique (ort,, t) dans s (f) quel que soit £. Si À est une telle 
homotopie, alors évidemment %o (ZS X id 7) est une homotopie 
libre qui joint les sphéroïdes ZS# (os) € Sph, (X, xo), IS (m1) € 
€ Sph, (X, x.) le long du même chemin s, de sorte qu'avec les homo- 
topies sphériques le long de s nous retrouvons l'isomorphisme 
T,: a (X, to) +  (X, x;) que nous avons vu dans la théorie 
cubique. Tout ceci se transfère facilement au cas relatif. 


Une autre démonstration du théorème 4.7 


9. Les notions de sphéroïdes sphériques pleins et de suite homoto- 
pique d'un couple nous permettent de donner une deuxième démons- 
tration du théorème 4.7, moins directe, mais en revanche sans for- 
mules encombrantes. 

D'abord nous considérons le cas modèle: À = (D?, ort,) \/ 
\/ (D?, ort,); À = (ST, ort,) \/ (S*, ort.); x, est le centre des 
deux bouquets; «a — imm,., (kug:), B — imm.. (kug.). Puisque 
0 («-1Ba) — (0x)! (06) (da) — Ts,0B (voir 3.4) et T:,0B = 0Tab 
(voir 4.5), on a 94 (x -tPa) = 0TsP, et puisqu’en outre l’espace X 
est contractile, on voit que les à sont des isomorphismes (voir 6.5). 
Ainsi alfa = T;,f. 

Dans le cas général, nous fixons des sphéroïdes quelconques 
p, Ÿ € Sph, (X, 4, To) de classes «&, B et définissons une application 


f: ((D?, orts) V (D?, orts), (S2, ort:) V/ (St, ort;)) > (X, 4) 
par les formules. 
f (imm, (a) = p(), (mm, (6) = p(), & ED? 
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Puisque œq = fo imm;, ÿ —foimm;,, on a 
nu ( o imm:)+ (kug:), B = (f° imm,), (kug:) 
et par conséquent 
alfa = f, (fimm,, (kug,)]? [imm.., (kug,.)] limm., (kug2)}] = 


= f# (To o immia(kuge) IMM>% (kug:)) — Teab- 


Les sphéroïdes dans les espaces de sphéroïdes 


6. Soit X un espace à point de base x,. Chacune des formules 


[p (ë,  . t,)] (us, + Us) = @(£:,  . l,, U, . . Us), 
AT, UT + t,)] (Ua, 7 Us) —= (u,, es Us, Li; . L,) 


fait correspondre au sphéroïde œ@€ Sph,+, (X, z,) un. sphéroïde w. 
de dimension r de l’espace Sph, (X, x,) (voir 9.10) avec pour point 
de base le sphéroïde constant. Ceci nous donne deux applications 


Cub, Buc: Sph,+, (X, xs) — Sph, (Sph, (X, zo), const) 


qui sont évidemment inversibles et, de même que les applications 
inverses, appliquent les sphéroïdes ‘homotopes dans des sphéroïdes: 
homotopes. L'effet de l'application Cub est tel que pour r > 0 la 
multiplication que nous avons déjà dans Sph,:, (X, x) devient: 
multiplication usuelle dans Sph, (Sph, (X, x), const) (multiplica- 
tion des sphéroïdes). Quant à l’application Buc, elle transforme. 
pour s >> 0 Ia multiplication dans Sph,+, (X, x,) en la multiplica- 
tion qui apparaît dans Sph, (Sph, (X, 2), const) grâce au fait que 
Sph, (X, x) est. un A-espace à unité const (voir 9.11 et 9.10). Par 
conséquent, pour r +s>> 0, les applications Cub, Buc définissent. 
des isomorphismes de groupe 


cub, buc: 5,4, (X, xo) — n, (Sph, (X, xo), const) 


(la structure de groupe dans x, (Sph, (X, xo), const) pour s > Ô 
est décrite dans 9.12). Ainsi le groupe x, (X, xs) peut être décrit. 
comme étant n,-4 (Sphy (X, 0), const) pour tout q < r. 
Remarquons que l’isomorphisme cub: a, (X, zo) + 
— 7-1 (Sphs (X, 0), const) participe à la suite d'homotopie du 
fibré de Serre : : | 


E= (GUI, 0: X, xo), ab € (lin: Fr + I}, id), | 
X = €(Fr1, 0; X, xo)): 


(dont la fibre au-dessus du point x,-est Sph; (X, xo)) sous former 
d’homomorphisme : A: n, (X, xo) — 5, (Sphi (X, oh const). 
fait que £ est un fibré de Serre décounle:de 4.1.4.2. . 4 
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11. Théorèmes. d’addition 


1. Soient di, ..., dm des boules deux à deux disjointes de l'espace 
R’ contenues dans D)’, et soit g un sphéroïde appartenant à Sph: (X, 4, x) 
qui applique l'ensemble C — D'XUfA Int d; dans A Désignons par 
T; l'application de la boule D' dans D" définie par la formule x; (y) = 
= (centre de d;)+ (rayon de d;) y. Si les segments qui joignent les points 
Ta (OT), + + «+, Tm (Ort:) à ort, sont contenus dans C, alors pour r >> 2, 
on a 


= (Tan (Tavd à - : (Ton (15) 


où y et Y; sont les éléments des groupes sx (X, À, xo) et 
ar (X, A; govilort;)) représentés par les sphéroïdes g, got;€ 
€ Sph: (X, À, got; (ort.)), tandis que s; est le chemin dans A défini 
par la formule S, (t) = g((L —t)7; (orts) + tort:). Le même reste 
vrai pour r = 2 si les boules d,, : .., dn ont été numérotées de façon 
naturelle, i. e. si chacun des 2-repères —%; (ort:) — OTt Ti+1 (ort;) — 
— ort, détermine l'orientation naturelle du plan R*. 

La démonstration s'effectue par récurrence sur m. Nous la com- 
mencerons par deux remarques, dans lesquelles /; désigne le chemin 
(rectiligne) dans C défini par la formule /; (t) — (1 — t) t; (ort,) + 
+ tort... 

Première remarque: pour des boules d,, ..., d, données il 
suffit d'effectuer la démonstration dans le cas où (X, À, xo) = 
= (D7,. €, ort,), g = relid D'ets; = l;. En effet, l'homomorphisme 
La: Nr (D7, C, ort;) + nr, (X, À, xo) applique la classe du sphéroïde 
rel id D” dans y et la classe du sphéroïde +T;, transférée Le long de 
L, dans Tv: 

Deuxième remarque: pour un m donné, il suffit d'effectuer la 


démonstration pour une famille standard de boules d;, .-. ., dh, 
« . S . m — 
à savoir pour les boules de rayon 1/2m et de centres Orto, 
m—3 3—m : 1—m | . 

mn OTte, +. … = Orto, ort.. Pour nous en convaincre, con- 


sidérons, en plus des boules standards avec les C, t;, l; correspon- 
dants, des boules quelconques d, es dm vérifiant les hypothèses 
du théorème et les C”, t;, l qui leur ‘correspondent. Il est évident 
qu'il existe une application continue k: D'— D", S'-l-homotope 
à l'identité telle que h(C)= C', hot; = 7;, ho = di. Il est 
clair également que pour un tel À l'homomorphisme rel h4: 
nr (D’, C, ort;) — n, (D', €", ort,) applique la classe ‘du sphéroïde 
id D” dans la classe. du sphéroïde id D”, et les classes des sphéroïdes 
Ti transportées le long des chemins l; dans les classes des sphéroïdes 
w transportées le long des chemins l:. 

Commençons notre récurrence. Les cas m — 0, { sont triviaux ; 
considérons le cas m — 2. Nos remarques permettent de supposer que 
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(X, À, %o) = (D”, C, ort,), g = id et que les boules d,, d, sont 
les boules standards de rayon 1/4 et de centres ort,/2, —ort,/2. Dési- 
gnons par p, la rotation de la boule D’ d'un angle autour du sous- 
espacé défini par les équations +, = x, — 0 et considérons les homo- 
topies D" X 1 —+ D" définies par les formules 


(y, tr IG + à) Oxt/2 (y) — 2ort,l/4, 
@, tr [A + #)p -xie (y) + 2ort,1/4 


(y € D',tE€Ï)..Ces homotopies peuvent être considérées comme des 
homotopies libres des sphéroïdes du couple (2”, C) et en tant que 
telles elles lient T,, Tt, avec certains sphéroïdes C3, 0, d'origine 0. 
Désignons par u., u, les chemins le long desquels ces homotopies sont 
effectuées. Il est clair que chacun des chemins u,°l.,, u,"l, est homoto- 
pe au chemin rectiligne / qui joint 0 à ort.. 

Par conséquent, le produit des classes des sphéroïdes Tt,, t, trans- 
portées au point ort, le long des chemins L,, 4, coïncide avec le pro- 
duit des classes des sphéroïdes 0;, 6, transportées au point ort, le 
long de !, i.e. avec la classe du produit des sphéroïdes 0,, 0, trans- 
portée au point ort: le long de /. Il reste à remarquer que le produit 
610, peut être lié à id D” par une homotopie libre le long de {, par 
exemple, par une homotopie rectiligne. 

Soit enfin m>3. De même que pour m—2 nous pouvons sup- 
poser que (X, À, xs) = (D, C, orti), g — id et que les boules d;, ... 


«+ Am Sont standards (de rayon 1/2m et de centres 


m—3 3—mM . 1 — 
Ort», 9 m Ort», 


1 ort», 


Le ot) . Introduisons la boule d de 


rayon 3/2m et de centre 2m ort, (qui contient les boules d,,-s 
et dm), l'application t: D'— D" définie par la formule 
T (y) = (centre de d) + (rayon de d) y 

et les chemins rectilignes Z, u, et v qui joignent + (ort:) à ort:, 
Tm1 (ort) à T(ort.) et Tt, (ort,) à t (ort.). Désignons maintenant 
par 6 l’élément du groupe nr, (D”, C, 7% (ort:)) défini par le sphéroïde 
T. Il est évident que les produits ul, vi sont homotopes aux chemins 
Lm-1r /m €t donc 
Ti Vi .…. Ti Vm — TV ee 

… Ti Un- ,Ÿm ol (Tu Ym 17m). (16) 


En appliquant le théorème à démontrer d’abord au cas de deux 
facteurs’'et ensuite au cas de m — 1 facteurs nous voyons que 


0 TumaTém =, a 
Tuvs . Ti, Vm T0 =. Y- (18) 
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{Dans le premier cas l'hypothèse de récurrence s’applique à 
(X, À, to) = (D7, C, ta-1 (ort:)), g = + et aux boules T7! (4, _;), 
T-l(dh), tandis que dans le second elle s'applique à (X, 4,x,) — 
= (D, C, ort,), g = id et aux boules d,, ..., dm_», d.) La rela- 
tion (15) découle de (16), (17), (18). 

2. Soit X = lim (X:, pk), tous les X, étant des T,-espaces et 
supposons que EX, x € Xp 41 € X 1, - . . sont des points qui véri- 
fient imm, (x,) = x. Si pour un certain r tous les homomorphismes 
{Ox)xr : Nr (Xp LR) — Nr (XR+1s Th+1) Sont des isomorphismes, alors 
pour cette valeur de r tous les homomorphismes (imm;)4r: 1, (X2,22) — 
—+ Tr (X, x) sont également des isomorphismes. 

Pour la démonstration, remarquons qu’en vertu du théorè- 
me 1.2.4.5, tout sphéroïde 7° — X peut être représenté comme la 
composée d’un certain sphéroïde 77 — X, pour / suffisamment grand 
et d’un plongement imm,, tandis que chaque homotopie I X [1 — X 
est la composée d'une certaine homotopie 77 X 1 + X pour 
suffisamment grand et d'un plongement immy. Cette remarque 
implique que les homomorphismes (imm;),,. sont épimorphismes ou 
monomorphismes lorsque les composées 


(Pr_y)ær ° (Py_o)ær 2. ...9 (Par : Tr (Xp Lh) — Tr (A1, xi) 
le sont. 
12. Exercices 


1. Soient X un espace topologique à point de base x, et G un 
groupe quelconque muni d'une action à droite du groupe 5% (X, to). 
Montrer qu’il existe un assemblage de groupes (X, {G,}, {T.}), 
Gx, = G, qui détermine cette action. 

. à. Montrer que si À est un espace cellulaire dénombrable, À son 
sous-espace dans le sens cellulaire et x, un point de À, alors les grou- 
pes x (X, À, x)) sont dénombrables. 

3. Soit (X, À) un couple topologique à point de base x, € À tel 
que les groupes n, (X, xo), tr (A, to), r > 1, ont un nombre fini de 
générateurs. Montrer que si À est simplement connexe, alors les 
groupes 7; (X, À, to), r > 2, possèdent également un nombre fini 
de générateurs. 

4. Soient & un fibré de Serre et Æ un sous-espace de l’espace tl 
tel que (Æ, pr Ël», bs €) est également un fibré de Serre. Montrer 
que Vz€£E, les homomorphismes 


in: a (pré (pré (x), prEt(prE() NE, © —+ 
— 1 (LÉ, E, x), r > 1, 
sont des isomorphismes. 


5. Montrer que si la base d’un revêtement est k-simple, alors 
son espace total est k-simple. 
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6. Montrer que pour r> 0, s => 0 les homomorphismes 
cub, buc: 7,2, (X, %o) — n, (Sph, (X, xo), const) 


sont identiques au facteur (—1)"° près. 


$ 2 GROUPES D'HOMOTOPIE DES SPHÈRES 
ET DES VARIÉTÉS CLASSIQUES 


1. Suspension dans les groupes d’homotopie des sphères 


1. On appelle suspension d'un sphéroïide ® € Sph, (X, x) un 
sphéroïde appartenant à Sph,., (su (X, ,), bp) défini par la for- 
mule 


(éus + tr+1) > pr ( (is + - + Ér), ri) 


où pr = [pr: X X 1 su (X, x,)l. Notation: su ®. 

Une vérification immédiate montre que les suspensions de sphé- 
roïdes homotopes sont homotopes, la suspension d’un produit de 
deux sphéroïdes de dimension positive coïncide avec le produit de 
leurs suspensions et la suspension du sphéroïde constant est le sphé- 
roïde constant. Par conséquent, la correspondance :-- su y, déter- 
mine pour chaque r > 0 un homomorphisme x, (X, zo) — 
— Fr4 (su (X, æo), bp). Cet homomorphisme est également appelé 
suspension et noté su. 

Rappelons que nous avons déjà, à deux reprises (dans 1.2.6.2 et 
dans 1.2.8.5), donné la définition de la suspension d’une applica- 
tion continue : dans 1.2.6.2 il s'agissait de la suspension d’une appli- 
cation d’un espace dans un autre, dans 1.2.8.5, de la suspension d’une 
application d’un espace à point de base dans un espace à point de 
base. La troisième définition que nous venons de donner est encore 
plus spéciale, se rapportant aux applications du couple (77, Fr 7°) 
dans un espace à point de base et n’a rien à voir avec les deux défini- 
tions précédentes. Toutefois cette définition est compatible avec la 
deuxième définition en ce sens qu'elle s’en obtient lorsqu'on passe 
des sphéroïdes sphériques aux sphéroïdes cubiques. Plus précisé- 
ment: les Sphéroïdes de Sph; (X, xs), étant des applications d’un 
espace à point de base dans un espace à point de base, possèdent des 
suspensions dans le sens de 1.2.8.5. et le diagramme 


Sph° (X, z0) — Sph, (su (X, x), bp) 
L1S# ist 
Sph, (X, x) —> Sph;+1 (su (X, 0), bp) 
est commutatif. 


Nous ferons maïntenant deux remarques importantes. Première 
remarque : si / est une application continue d’un espace à point de 
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base (X, x) dans ‘un espace à point de base (Ÿ, yo), le diagramme 


Tr (X, To) _ Tr+1 (su (x, %o); bp) 
fu | (su f}x 


nr (Ÿ, Yo) — Mrs (SU (Ÿ, Yo), bp) 


(où su f doit être compris au sens de 1.2.8.9) est commutatif pour 
chaque r > 0. Deuxième remarque : puisque (su (S7, ort,), bp) = 

= ($**1, ort,), notre construction appliquée aux sphères donne 
l'homomorphisme Tr (S7, ort;) —+ 5,41 (S°*1, ort.). Le principal 
théorème du présent sous-paragraphe, le théorème 4, se rapporte 
justement à ce dernier homomorphisme. 

2. Une autre description de l’homomorphisme su: n, (X, to) —+ 
— H+1 (SU (À, to), bp) s'obtient de l'application Ip: (X, xo) —+ 
— Sph, (su (X, xo), bp) définie par la formule’ {Ip (x)] (4) = (x, t). 
À savoir, comme Le montre une vérification immédiate, chaque 
sphéroïde € Sph, (X, x) est appliqué par l'application composée 


; Ip# cub 
Sph, (4, to) —— Sph, (Sphi (su (X, x), bp), const) — 
> Sphy (su (X, x), bp) 
(voir 1.10.6) dans su, de sorte que l’homomorphisme su: 
Tr (X, Lo) —+ T7+1 (SU (X, Zo), bp) peut être défini par la formule 
su = cub o Ip, 

Une autre description de l’homomorpisme su apparaît en considé- 
rant la suspension su (X,x,) comme espace quotient du cône (X, 
T0) par la base (identifiée à X). A savoir, quel que soit le sphé- 
roïde @ ESph,(X, &), un sphéroïde de Sph,., (cône (X, x), À, to) 
défini par la formule 

UT * tr+1) > (p (és …. tr); Îr+1) 
est envoyé par l'application 

Pr# : Sph,+1 (cône (X, To); X, Lo) 7 Sphr+1 (su (X, To); bp), 
où pr — [pr: cône (X, x) + su (X, xo)l, dans su ®, tandis que 
l’application 

0: Sphr+1 (cône (X, to), À, to) > Sph, (X, to) 


l'envoie dans , de sorte que su: x, (X, To) —+ Hr+41 (SU (X, to), bp) 
coïncide avec l’homomorphisme composé 


se (X, 20) —— trs (cône (X, &o), X, 20) =" Arai (su (X,Wro), bp) 
(le fait que l’homomorphisme 4: 51,4: (cône (X, zo), X, zg) —+ 
— Tr (À, Lo) possède un homomorphisme inverse découle de la 
contractilité du cône; voir 1.6.5). 
Lorsque, par exemple, (X, Zo) = (S”, ort,), on a cône (X,.x0) = 
= Di, su (X, x) = S*1, pr — DS. 
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Théorème des suspensions 


"à (Lemme). Soient K, L des sous-ensembles fermés disjoints du 
cube I" tels que K se recouvre par un nombre fini de plans de dimen- 
sion k, tandis que L se recouvre par un nombre fini de plans de dimen- 
sion L'et la relation 


K NFr/2me I" x [0, 1/2), L NFr 1" I"-1 x (1/2, 1] 


est vérifiée. Si k+1< m — 2, alors il existe une Fr ["-homotopie 
F:IxXI-1I" telle que :. 

(i) les applications [M 7" qui constituent F sont des homéo- 
morphismes, et les applications inverses constituent également une 
homotopie ; 

(ii) F joint id 1” à l'application I" — I® qui envoie K dans 
I"-i X [0, 1/2] et L dans 1-1 x [1/2, 1]. 

Démonstration. Envisageons d’abord le cas où 
LE I-1. X [1/2, 1]. Puisque les droites qui coupent à la fois. 
K et L remplissent un ensemble qui peut être recouvert par un nom- 
bre fini de plans de dimension k# + Z + 1 << m — 1, alors on peut 
trouver dans l’ensemble Int 72"-1 X (0, 1/2) un point a qui ne soit 
contenu dans aucune de ces droites. Projetons à partir du point a 
les ensembles Æ, L sur Fr 7”. Leurs images seront des sous-ensembles 
disjoints fermés de l’ensemble Fr 77; nous pouvons construire pour 
eux une fonction d’Urysohn Fr 7"—-7, mettons «&. Fixons un 
nombre positif e tel que l’homothétie de centre a et de rapport € 
plonge le cube 7" dans 1"-1 X [0, 1/2] et l’homothétie de centre 
a et de rapport 1/(1 — &) applique l'intersection À N (77-11 X [1/2,11]) 
à l’intérieur du cube 77: désignons par @», € Fr", le chemin 
rectiligne 1 — 1” qui joint a à zet par W,t€ } — 1, 41, l’homéo- 
morphisme /—-7 qui applique linéairement [0, (1 + t)/2] sur 
0, (14 — #)/2] et [(1 rs t)/2, 1] sur [(4 — t)/2, 1]. La formule 


F (px, (u), t) = Px o Vici-catx) (WU); 


où æE Fri" et t, u€ I, nous donne évidemment l’homotopie F 
requise. 

Pour réduire le cas général à ce cas particulier, il suffit de cons- 
truire une Fr /"-homotopie F: I X [—/"® qui possède la 
propriété (i) et joint id 7” à une application qui envoie L dans 
mi x [1/2, 1]. Une telle homotopie peut être définie d'après un 
nombre quelconque & appartenant à l'intervalle ]0, 1[, à condition 
que Ô vérifie LE 1-1 X [(1 — 6)/2, 11, en posant 


F ((æ, u), t) = (x, Y-18 (u)), 
où El" Teti,uEl. 


4. L’ homomorphisme su: fr (S7, orts) — nr+ (S7**, orts). est 
un isomorphisme pour r. 2n — 2 et un épimorphisme pour r = 2n—1, 


410 GROUPES D'HOMOTOPIE [CH. 5 


Démonstration du fait que suest un épi- 
morphisme pour r<2n — Î. Il faut démontrer que pour 
chaque sphéroïde € Sph,4, (S"*!, ort,) il existe. un sphéroïde 
+ € Sph, (S”, ort,) tel que le sphéroïde su 4 est homotope à ®. 

La démonstration est particulièrement simple si œ (77 X [0, 1/21) 
est contenu dans l’hémisphère nord de la sphère St (là où la der- 
nière coordonnée x, +, est non négative), tandis que @ (27 X [1/2, 11) 
se trouve dans l'hémisphère sud de la sphère S”*1 (où la dernière 
coordonnée Z,+2 est non positive). Dans ce cas œ (77 X (1/2)) 
est contenu dans l'intersection des hémisphères, i.e. dans $” et le 
sphéroïde demandé 1 est donné par la formule 


Ÿ UT RL tr) — (Eu es Lr 1/2), 
tandis que l’homotopie qui joint œ® à su 1 est donnée par la formule 
((ta ...) lr+t)) t) > 
l 1— 1 
P (#, .) Lrs ) pour OL D 


…_ | pr(p (és, .. Ên +) ) tr+1) pour —t Lt St, 


lrsy1— | 1+i 
P (ta, -.. Êrs FR) pour . tri, 


1—t 


où pr = [pr: S® X 7 — su (S”7, ort,)l. 

Un cas plus général où l’ensemble @"} (ort,:.) est contenu dans 
I" X [0, 1/2), tandis que l’ensemble @-! (—ort,.,) est contenu dans 
I" X (1/2, 11, se réduit facilement à ce cas particulier. A savoir, fi- 
xons un £& >> 0 tel que pour chaque point y € I" X [1/2, 1] la dernière 
coordonnée du point œ (y) soit inférieure ou égale à À — & et, pour 
chaque point y € 1" X [0, 1/21, la dernière coordonnée du point 
œ (y) soit supérieure ou égale à —(1 — &); définissons ensuite l’ap- 
plication k: (S"+#1, ort,) — (S"+1, ort,) par la formule 


h (x, °°.) Tn+2) = 


(ts .., Tran Vaso —(1—e))/V1—(1—E) 


si [Tn+2| >Îl—e, 


CRE PU EEE NE 


si [anal LÂ—e. 


{Cette application « met » les calottes polaires déterminées par les 
inégalités Tire > 1 — €, Tnro  —(1 — €) sur les hémisphères 
nord et sud de la sphère S”*! et applique la ceinture équatoriale 
restante sur l'équateur S”.) Il est clair que l'application À est ort.- 
homotope à id S”+! (l’homotopie déplace uniformément chaque point 
z E S"+1 vers h (x) le long de l’arc le plus court du grand cercle 
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correspondant) et que la composée k © @ applique 7" X [0, 1/2] 
dans l’hémisphère nord et Z7 X [1/2, 1] dans l'hémisphère sud. 

Enfin, dans le cas le plus général, nous construisons une triangu- 
lation de la sphère S”*! dans laquelle ort, est un sommet, tandis que 
Oltn+es —0rt+, sont des points intérieurs de simplexes de dimension 
n + 1, et ensuite une triangulation rectiligne du cube 7” qui garan- 
tit l'existence d’une approximation simpliciale de l’application . 
Si ., est une telle approximation, il est évident que les ensembles 
K = @;" (ortu42), L = @; (—ort,+.) vérifient les hypothèses du 
lemme 3 pour m = r + À et k — [= r — n (dans ce cas les inter- 
sections À fFr77#t, LANFrl'#1 sont même vides); soit 
G: IT X I — IT une homotopie constituée des homéomorphismes 
inverses des homéomorphismes qui constituent l’homotopie Æ du 
lemme $. Il est clair que ®, est un sphéroïde homotope à œ et il ne 
reste donc qu’à remarquer que l’homotopie 


porel G: (IH X I, Fr IT# X TI) — (S"*1, ort.) 


joint , au sphéroïde pour lequel l’image inverse du point ort,+ 
est contenue dans Z" X [0, 1/2) et celle de —ort,:, dans I X 
x (1/2, 11. 

Démonstration dufait que suest un mono- 
morphisme pour r<2n +72. Il faut démontrer que le 
sphéroïde +: (77, Fr 77) — (S7, ort) à suspension su 4: (771, 
Fr 2741) — (ST, orts), homotope à un sphéroïde constant, est 
lui-même homotope à un sphéroïde constant. 

Soit D: (I X I, FrIT# X 1) — (S"®*l, ort,) une homotopie 
qui joint su Ÿ à un sphéroïde constant. Triangulons la sphère S” +1 
de manière à ce que l'équateur S” soit son sous-espace au sens sim- 
plicial, le point ort, soit un sommet, tandis que les points ort,…., 

—ort,+, soient des points intérieurs de certains simplexes de dimen- 
sion nr + 1. Prenons ensuite une triangulation rectiligne du cube 
[TX T = IT X T X I telle que l’ensemble 77 X (1/2) X O0 soit 
un sous-espace au sens simplicial et l'application ® soit une applica- 
tion simpliciale. Si ®, est son approximation simpliciale, alors 
D, (77 X (1/2) X 0) S® et la formule w, (y) = D, (y, 1/2, 0) 
détermine un sphéroïde w,: (77, Fr 77) — (S”, ort,) homotope à Y. 
Envisageons l'application perm: 77+2— J"+2 définie par la formule 


perm (és CCE L lr+o) — (ét . + +; Lo Lr+o; lp) 


Les ensembles Æ —perm (D: (ortr42)), L— perm (®;* (— ort,+2)) 
vérifient évidemment les hypothèses du lemme 3 pour m = r + 2, 
k=l—=r—n+1. Soit G: 1" X [I 1"*? une homotopie 
constituée des homéomorphismes inverses des homéomorphismes 
qui constituaient l’homotopie # dans le lemme 3, et soit 
p: S?HIK (ort,12 U (—orth+e)) + S" une rétraction. Une vérifi- 
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cation immédiate montre que la formule 
(ui te p (Do permoG (y, t, 1/2), 1) 


(où (y, t&, 1/2) EI XI x I) détermine une homotopie 
IT X 1 — S" qui joint +, à un sphéroïde constant. 


Les séries {xx (S7, ort:)} 


5. D’après le résultat principal du théorème 4, chacune des 
séries 


: s 
° Jr (S7 , ort ES NMr+1 (S"+1, orti) D Hrzo (S7+2, OTt1) ie ...) 


en lesquelles la suspension décompose les groupes d'homotopie des 
sphères, se stabilise. Plus. exactement, dans la k-série 
{fn+x (S”, ort.)} les groupes th+2 (S", ort.) pour n > 4 + 2 sont 
liés par l’isomorphisme composé induit par la suspension. Cet iso- 
morphisme canonique permet d'identifier les groupes n,42 (S7, ort:) 
pour n > k + 2 à un seul groupe. Ce dernier s'appelle groupe stable 
de la suite {ñn+x (S", ort.)}; on le désigne par Stab (k). 


2. Groupes d’homotopie des sphères 
dans les cas les plus simples 


1. Les groupes n,(S"), r n, sont triviaux. En particulier, 
Stab (4) — O lorsque k <0. | 
L'assertion découle de 2.3.2.2. et de 1.3.8. 


Groupe d’homotopie du cercle 


2, Les groupes n, (S1), r >> 1, sont triviaux, tandis que 5, (S*, ort,) 
est le groupe des entiers à générateur sph.. | 
Pour la démonstration, nous nous ser virons du revêtement 
(R, hel, S*) (voir 4.1.2.6). Remarquons d'abord que hel (0) — 
— ort, et hel-1(ort,) — Z. Puisque la droite R est contractile, 
ses groupes d’ homotopie sont triviaux, d’où l'on peut déjà tirer, 
conformément à 1.8.12, que les groupes nr, (S”, ort:), r > 1, sont 
triviaux, tandis que l'application A: 5 (S7, orts) + Ho (Z, 0) = 
— Z est bijective. En outre, (R, hel, S1) est dans un sens évident 
un libré principal à groupe structural Z d'où l’on tire que À est 
un homomorphisme de groupe (voir 1.9.19). Ainsi À est un isomor- 
phisme de groupe et il ne reste qu’à remarquer que À (sph,) = —1. 
3.. Dans la démonstration que nous venons d'exposer le calcul 
des groupes d’homotopie du cercle est une application ultrarapide de 
la théorie générale au revêtement (R, hel, St). Une telle approche 
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est naturelle, étant donné que la théorie générale a déjà été construi- 
te; néanmoins elle cache’ le fait important que le calcul direct est 
très simple. Comme le groupe fondamental occupe une position 
privilégiée dans la théorie, aussi bien historiquement. qu'intrinsè- 
quement, nous voudrions nous arrêter sur la démonstration élé- 
mentaire de. l'égalité x (S*, ort,) — Z, en mettant accent sur les 
deux faits de la théorie générale qui sont réellement nécessaires ici :: 
49 chaque chemin de S? d’origine ort, admet un chemin d'origine 0 
dans R qui le recouvre: 2° deux chemins de R d’origine O0 qui: 
recouvrent des chemins homotopes ont une extrémité commune. 
{voir 6.2.1). 

Considérons pour cela les degrés du lacet fondamental ZS : I — S! 
(avec l’ordre de multiplication naturel), et désignons paru, (nm EZ) 


le degré n-ième de ZS. Introduisons les chemins Un ©. TR d'origi- 


ne 0 qui recouvrent les lacets ,. Il est clair que Un (1) = n, d’où 
l’on tire que les lacets w, sont deux à deux non homotopes. En outre, 


quel que soit le lacet u: I — Sd’ origine ort,, le chemin U: TR 
d'origine O qui le recouvre nous amène à un point à coordonnée 


entière, d’où l'on tire qu'il est _homotope à à un des chemins ,, tandis 
que le lacet uw est homotope à un des lacets u,. Maïs cela signifie 
que. les classes des lacets u,, i. e. les classes (sph,)” pour n € Z, 
sont deux à deux distinctes et constituent à elles seules le groupe 
311 (St, ort,) tout entier. 


Conséquences 


4. Le couple (D?, SŸ est simple, les groupes d’homotopie x, (D?, ST), 
r 2, sont triviaux, T2 (D?, St, ort,) est isomorphe au groupe des 
nombres entiers à générateur kug.. 

Tout ceci découle du théorème 2 et du fait que le disque D? est 
contractile, d'où l’on tire que l’homomorphisme 4: rx, (D?, St, ort,)—- 
— Vie (S1, rt) est un isomorphisme, quel que soit r > 1 (voir 


3. Il découle de 1 et 2? que toutes les sphères S”, n > 1, sont 
des espaces simples. De même, il découle de Z et 4 que tous les cou- 
ples (D7, S7-1), n > 2, sont des couples simples. 

En particulier. md que soit le point y ES", n > 1, le groupe 
Fin (S”, y) peut être identifié à x, (S”, ort.,); quel que soit le point 
pes n = 2, le groupe x, (Dr, Sn- 1, y) peut être identifié 

à fn (D?, sr , Ort,). Par conséquent, pour r > À, une application 
continue :f de la ‘sphère S’-dans .un espace topologique X détermine: 
un élément du groupe n, (X, x) (pour chaque point x de f.(S”) et 
non seulement pour x = f (ort.,)) ; de même, pour r >.2, une applica- 
tion continue ÿ du couple (D7, S7-*) dans le couple topologique 
(X, À) définit un élément du groupe x, (X, À, &) pour chaque 
point x € f (S'-1) et, non, seulement pour x =. f (ort). 
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Les groupes 7n (S°) 


6. Quels que soient n > 1, la suspension su: n, (S", ort,) —- 
—+ Hnzs (S7*}, ort.} est un isomorphisme qui envoie sph, dans sph,,.. 

Démonstration. Le théorème 1.4 affirme directement 
que su: 7h (S”, ort;) + n,41 (S°*t, ort,) est un isomorphisme pour 
n > 2 et un épimorphisme pour nr = 1. Le fait que cet épimorphisme 
est également un isomorphisme peut être déduit des propriétés homo- 
topiques des fibrés de Hopf (S*, pr, S?) (voir 4.6.1.4): la partie de 
sa suite homotopique 


73 (S7) = 0 03 (7) — 71 (87) + m1 (S°) = 0 


(voir /) montre que ft: (S?) & n1 (S1) et ceci signifie que su: 
Ti (5° , Ort,) — 1, (S?, ort,) ne peut avoir de noyau non trivial 
puisque 7 (S1) — Z (voir 2). Le fait que su (sph,) — sph,:, est 
évident. 

7. Sin > 1, alors n, (S", ort,) est un ET OUPE abélien libre à géné- 
rateur sph,. Ÿ En particulier, Stab (0) — 

Pour n = 1 ce théorème répète une ie du théorème 2, pour 
n > À il découle de 2 et de 6. 

8 (Corollaire). Si n > 2, alors ny (D, S"-1, ort,) est un groupe 
abélien libre à générateur kug,. 

9. Pour n > 1, le théorème 7 établit un isomorphisme canonique 
Hn (S”) — Z et, en particulier, fait correspondre à chaque applica- 
tion continue f: S® — S° un nombre entier. Il est facile de vérifier 
que ce dernier n’est autre chose que le degré deg f défini au p. 4.6.5. 
Ceci découle des trois faits évidents: deg (su f) — deg f; la classe 
k sph, est représentée par le sphéroïde hel; (voir 4.1.2.6) ; deg (hel,) — 
— k, 

Exactement de même, pour n => 2, le théorème 8 établit un iso- 
morphisme canonique x, (D”;: 5®")— Z et, en particulier, fait. 
correspondre à chaque application continue jf: (D°, °S7 1) — 

— (DT, SP un nombre entier qui coïncide avec le degré deg f défini 
au p. 4.6.5, , 


Information supplémentaire donnée par les fibrés de Hopi 


10. Pour r > 3, l’homomorphisme pr.: 1, (S°) — x, (S?) induit 
par l'application de Hopf pr: S°—- S°? est un isomorphisme. En parti- 
culier, le groupe n3 (S?) est canoniquement isomorphe à Z; il est 
engendré par la classe pr, (sph;), i. e. par la classe de l'application de: 
Hop} elle-même. : 

On s’en convainc en considérant le fragment 


mr (7) = 0 — ne (5°) > me (ST) + m7 (87) —.0 
de la suite homotopique du fibré de Hopf (SŸ, pr, s?}, . 
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11. Pour tout r >1, l'homomorphisme prs: a, (S7) — x, (S*) 
induit par l'application de Hopf pr: ST —- S“* est un isomorphisme du 
groupe nt; (S') sur un sous-groupe du groupe x, (S“) qui possède un 
complémentaire direct isomorphe à n,_1 (S*). En particulier, nr (S*) = 
& Z® Te (SS). | 

Ceci découle du théorème 1.8.10 appliqué au fibré de Hopf 
(S7, pr, S“), 

12. Pour tout r >1, l'homomorphisme pr: nr(St5) — x, (S8 
induit par l'application de Hopf pr: SY — S$ est un isomorphisme du 
groupe 5 (S1) sur un sous-groupe du groupe nt (IS) possédant ur 
complémentaire direct isomorphe à x,_, (ST). En particulier, 45 (S°) &. 
eZ © T4 (S7). | 

Ceci découle du théorème 1.8.10 si on l’applique au fibré de 
Hopf (S'%, pr, S®). 

13. Les applications composées 


Hr_1 (191) 5 Tr (S2) — T4 (91), 
Tr_1 (93) 5 Tr (8°) = Tr_1 (S3), 
Tr_1 (S°) = Tr (5°) _ Tr_1 (57), 


où les homomorphismes À correspondent aux fibrés de Hopf, coïncident 
pour chaque r > À avec id n,., (S®), id x, (S°), id x, _, (S7) respec- 
livement. 

Démonstration. Soit qg un des nombres 2, 4, 8; envisa- 
geons l’application DT— S%-1 déterminée par la formule 


(x, a) (x, er Lg Vi—x—...—ai, 0, ..., 0). 


Sa restriction à S2-1 est évidemment l'inclusion S7-1—> S21-1 
tandis que sa composée avec l'application de Hopf pr: S#-1. S% 
est l'application DS : D1— ST; par conséquent, le diagramme 


Tr (s*77 S 9-1) 
relprs, à 


%r(S 7) æn(s7"} 


DR, : AT 
(2157) 


4 


dans lequel l’homomorphisme vertical est induit par la relativisation 
de l’application D1T-> S%1-1 indiquée, est commutatif. En outre, 
rel pr; et l’homomorphisme 0 inférieur sont des isomorphismes (voir: 
1.8.1 et 1.6.5) et il découle de cette commutativité que l’homomor- 
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phisme composé 


rel DS. (rel. pra) 


Tr (5°) ——— 
nr (8211, ST = 0, Tr (S?- 1) 


coïncide avec id 1 (S2). Il ne reste qu’à remarquer que la composée 
<es deux premiers homomorphismes est su (voir 1. 2) et la composée 
des deux derniers est A (voir 1.8.4). 

14. Il découle de 13 et 1.8.7 que les ‘homomorphismes 
su: 15 (S5)— 76 (S4) et su:.xs (S7) —> "x (S$) sont des isomor- 
phismes, i. e. que les séries {1,42 (S7)} et {in+6 (S")} (de même que 
ia série {nn (S”)}) deviennent stables au moins une “étape plus tôt 
que le garantit le théorème 1.4. 


1 
LL (ST 5) , > Fr ‘(D1, ST: ) - 


_‘rel pre 


3. Composition 


1. Soit À un espace à point de base zx. Pour des sphéroïdes quel- 


conques | | | h 
p € Sphs (X, to), 1 € Sphg (S?, ort:) 


la composée @ ° 4: (ST, ort,) — (x, z,) est un sphéroïde apparte- 
nant à Sph, &. Zo) ; la classe d’homotopie de ce dernier se déter- 
mine par celles des sphéroïdes p, vw. Ainsi pour des classes «à € 
€ Ap (X, Lo), B Era (S?) quelconques on peut définir leur composi- 
tion aopEns(X, zo). Définition équivalente: & of est px (B), 
où est uns phéroïde de classe &. 

On voit que: 

si «Exp (X, to), alors @ osph 

si & Ep (X, To), PE Ta (SP), VE ns (51), alors & ° (Be y) = 

= (œ op)o7y; | | 

si aEnp(X, to), BE (S?), alors fx (x o B) — (fx (x) of 
quelle que soit l’application continue f de l’espace À dans un autre: 
espace ; 

si a € ïp (X, To), PB Eng (S?), alors su (a + f) — su & o su f$. 

Il est clair également que.si & € np (À, xo) et 1, PB € x, (SP hs 
alors & o (B, + 8.) = œ ef, + &« ° $, (en particulier, & ©  sph, 
— ka quels que. soient « € x (X, &o), k E Z). On appelle générale- 
ment cette propriété distributivité à droite, contrairement à la distri- 
butivité à gauche qui consiste en ce que a, & € n5 (X, Zo) et PE 
€ Ta (S?) impliquent (a + œ)jeB = of +aef. La distribu- 
tivité à gauche n'a pas toujours lieu; voir 2 et 5, ainsi que 9.1. 

2. Quels que soient @, à: € Tp (X, To), PE Tai (SP-1) on a 


(a +a)osup=ue su f + a, o su f.. (1) 
En particulier, quels queoient $ € ta (SF?) et un entier k, on a 
(£ sphp) o'su B —4 su f. 
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Démonstration. Fixons les sphéroïdes ®,, p € 

E Sph, (X,zx,) et WE Spho-1 (SP-E, ort,) qui représentent 
on, &> et B et désignons les projections pr: SP-1 X 7 —+ 
— su (SP-1, ort,) = SP, pr: S1-1X I —+ su (S7-1, ort,) = S1 par 
Pas P+. Conformément à la définition (voir 1.10.2), la classe &; + œ 
est représentée par le sphéroïde 

QuoPalæ, À) pour 0<i<1/2, 

P1 (x, t) ue 
oo pa(x, 2—1) pour 1/2<t<1, 


et la classe su B par le sphéroïde p, (x, t) > p, (Wb (x), t) (voir 1.1), 
d’où l’on tire que les deux membres de l'égalité (1) sont représentés 
par le sphéroïde 


2,0 P1° Pa (D (x), 21) pour 0<i<1/2, 
Pa 20 pa(d(x), 24—1) pour 1/2<1<1. 


L’anneau Stab 


3 (Lemme). Soient k, l des entiers non négatifs et n un entier natu- 

rel. Si a E Tn+r (S7), $P E Tnixr (S7), alors 
su" o su" +#$ — (—1)* sur fo su" ta. 

Démonstration. Fixons deux sphéroïdes p € 
E Sphrzx (S7, ort,), € Sphzss (S”, ort.) de classes &, B et pour 
des nombres entiers non négatifs p, g désignons par perm (p, g) un 
autohoméomorphisme de la sphère S?*1 représentée comme 
(S?, ort;) © ...@ (S', ort;) voir (1.2.8.9), qui change de place les 


facteurs d’après la règle (1, ..., p+gqg) —(p +1,..., p+a, 
1,..., p). Une vérification immédiate montre que les composées 


sue perm(n, n—+k)esu"+kÿoperm(n+k,n<+li): Stat, s?, 
perm (n, ñn)°su"peperm (n, n + {) 0 su*+l: Sr+hk+I 5" 
coïncident; comme deg perm (p, g)—(—1)", il en découle que 
su” o L( — 1)+9 SPhon+n] ° SUTTAG o [(— 17048) +0 SPhonteH]= 
= [(— 1)" sphonle su"fo[(— 1)" sphonar] e su” "a. 


En se servant des deux distributivités (à droité et à gauche — 
voir Z et #), il est facile d'amener cette égalité à la forme 


(— 4)" RIE GER) GED su”« o su" * #8 — (— gp +70+ D) su"B o su” * la, 
et il ne reste qu'à remarquer que . 
mn + 8%) + (nr + k)(n + 01 [rt + n(n + D] = kl mod 2. 
4. Posons .Stab —.@;0Stab (k)- et identifions les. groupes 


Stab (4) avec leurs images par les plongements naturels: Stab (k) - 
270824 
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+ Stab. L'opération + munit Stab d’une structure d’anneau: si 
& € Tn+r (87), P € An+n+t (S7+*), alors su (& o B) — su à © su B 
(voir Z) et donc l’opération + est bien définie : c’est une multiplica- 
tion distributive des éléments de Stab (4) par les éléments de Stab (/) 
à valeurs dans Stab (4 + 7) (voir Z et 2) ; on peut la prolonger bidistri- 
butivement en une multiplication des éléments de l’ensemble Stab 
à valeurs dans Stab. Il découle de 7, 2 et $# que l’anneau Stab est 
associatif, possède l'unité sph — sph, — — sph, = ... et est anti- 
commutatif en ce sens que si «€ Stab (k), BE Stab (2), alors 
Boa— (—1}"la o G. 


Application 


ÿ (Lemme). La composée (—sph,) + pr, (sph:), où pr est une ap- 
plication de Hopf de la sphère S° dans S?, coïncide avec pr, (sph3). 
Ceci découle de la commutativité du diagramme 


S3— > 53 
fr Lr 
S2 > 52 


dans lequel les applications horizontales sont définies par les for- 
mules 


(lis Tor Las di) (ti, —ZLo, Ta, Hi), 
(lis Las La) > (lys —Tos La) 

et sont des sphéroïdes de classes sph:, —sph.. 

6. Le groupe Stab (1) contient au plus deux éléments. 

Puisque le groupe 1, (S*) est déjà stable tandis que su: n3 (IS?) —- 
— x, (S°) est un épimorphisme (voir 1.4), il suffit de montrer que 
Ker su contient le double de la génératrice 2 [pr: S%— S?], (sph;) 
du groupe. n3 (S*%) (voir 2.10). . 

Démonstration: puisque 


2 pr, (sphs) — pr, (sphz) + pr, (sphs) — | | 
= sph, » pr; (sphs) + (—sph;) » pr, (sph:) 
(voir 5), on a 
u (2pr, (sph:)) == sph; o su (pr (sph3)) + | 
+ (—sph3) ° su (pr, (sph;)) 


(voir 1) et il ne reste qu’à remarquer que le deuxième membre de la 
dernière égalité est: nul en vertu de-2. ° 
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4. Information: groupes d’homotopie des sphères 


1. Pendant une assez longue période, on portait une attention 
particulière à l'étude et au calcul des groupes d’homotopie des sphè- 
res. On espérait résoudre ce problème et pouvoir y réduire d’autres 
problèmes plus compliqués de la théorie de l’homotopie. Néanmoins, 
malgré d'importants résultats qui furent obtenus dans ces deux direc- 
tions, ces espoirs furent quand même déçus: on apprit progressive- 
ment que la sphère n’est pas un objet élémentaire du point de vue 
homotopique, mais plutôt un objet à constituantes multiples. D'autre 
part, l'information concernant les groupes d’homotopie des sphères 
trouva des applications inattendues — surtout en topologie diffé- 
rentielle. | 

Nous exposons ci-dessous une partie (assez peu importante) de 
cette information : dans 2 il s’agit de faits de caractère général, dans # 
nous donnons quelques tables. Pour une information plus complète 
(avec renvois aux travaux contenant les démonstrations) voir [7]. 

2. Parmi les groupes x, (S"),r => n, seuls les groupes s,» 1 (527) 
pourm = À, 2, ...sont infinis. Chacun de ces groupes est isomorphe 
à la somme directe Z ® (groupe fini). 

Pour un p premier impair, l’ordre du groupe Stab (2m (p —1)—1}, 
m = 1,2, ..., p — 1, est divisible par p mais n'est pas divisible 
par p°; l’ordre du groupe Stab (4) pour #4 << 2p (p — 1) — 1 n’est 
pas divisible par p si & = —1 mod 2 (p — Î). 

3. Parmi les groupes x, (S”) qui ont été calculés, il y.a tous les 
groupes Hn+x (S") pour k < 23-et tous les groupes: Stab (4) pour 
k & 33. Les groupes nh4+x (S”) pour n > 2 et 1 << k 7 sont réu- 
nis dans la table suivante: 


DECODRE 
n 
2 | 2 | & | 2 | 26 | 2 | 2/2 
Talalataleladle 
4 | | Z on Z:®'Z; Z:C Z5| Zi E Za Zis 
6 | 0 | z | Z, | Zoo 
E RASE 
= La fre 

| | 


.‘Egäv 


27% 
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Dans la table ci-dessous, où pr désigne toujours une des applica- 
tions de Hopf S3— S?, s? — S4, S15-> S8, nous avons indiqué 


les génératrices des groupes Stab (x) pour k = Î, ., 7: 
Groupe Génératrice 
Stab (1) = ra (S3) [= Z;] su (pr; (Sphs)) 
Stab (2) = 14 (54) [æ Z;] su? (pr, (Sph3)) o suÿ (pr, (sph;)) 
Stab (3) = 13 (55) [& Z) su (pr, (Sph;)) 
Stab (4) = 319 (S°) [—0] néant 
Stab (5) = M9 (S7) [ = 0] néant 
Stab (6) = n14 (9) [& 22] su“ (pr (Sph.)) o su? (pr, (sph:)) 
Stab (7)= 16 (S°) [Æ Z 240] Su (pr+ (SPh:5)) 


Notons encore que 
suÿ (pr; (sphs)) » su“ (pr+ (sphs)) + su (prx (sph)) = 
= 12 su (pr, (sphr)), 
su’ (prx (sphs)) + su (pr, (sphs)) + su° (pr (sphr)) — 
— 120 su (pr+ (sphs)). 


Avec la table précédente, ces relations donnent une description com- 
plète de la partie @i-1 Stab (k) de l'anneau Stab. 

Les groupes Stab (k) pour 4 = 8, , 15 sont réunis dans la 
table suivante : 


Stab (k) 


Z3 
Ze® 2» 
Z 480 () Z2 


5. Groupes d’homotopie des espaces projectifs 
et des lentilles 


I. Pour 2<n< oo, le groupe m (RP", (1:0:0:...)) se 
compose de deux éléments ; il est engendré par la classe du lacet rp 21 — 
— RP" défini par la formule rp.(é) =. (cos nt:sin nt: 0: 0: ...); 
le groupe d'homotopie ñr (RP?, (1: 0:0:. )), pour r Zi, est 
isomorphe à n, (S"} (en particulier, il-est trivial lorsque n-— oo), 
d'isomorphisme étant induit par la “projection S"—+ RP?. | 


nr ——— eee mp me ne nes meme sen 
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L’' espace RP" est simple pour n impair et n'est pas n-simpile pour 
n pair. 

(Le cas n — 1 a été déjà considéré dans 2.2.) 

Démonstration. Tout ce qui se rapporte aux groupes 
Nr (R2?, (1:0:0: ...)) eux-mêmes découle du théorème. 1.8.12 
appliqué au revêtement (S7, pr, RP"). La 1-simplicité de l’espace 
RP" découle de la commutativité de son groupe fondamental. 
Considérons l’automorphisme 


Trio: (RP, (4:0:0:...))— 

| —+ 7 (R27, (1:0:0:...)) 
pour r > 2. Soit rp un chemin d'origine ort, qui recouvre rp. Il dé- 
coule de la commutativité (évidente) du diagramme 


Tro e n 
Hr(SVort:) TP Tr(S-orti) DLLLORE, 
Poe (ps Pre 


Tr CRP",(1:0:0:..)) Tr, (RP"(1:0:0:..)) 


Tr (S3-ort:) 


que la transformation 7:, est l'identité ou non en même temps que 
la composée (—id 8°), ° T=, qui se réduit après les identitications 
Fr (S7, —ort,) = n, (57, orts) = Fr (S") (voir 2.5) à (—id S")4: 
Hr (87) —+ ñ, (S"). Il reste à remarquer que si n est impair, l’applica- 
tion —id S$” est homotope à id S” de sorte que l’automorphisme 
(—id S").,: n,(S$7) — n,(S") est l'identité pour r quelconque; 
lorsque n est pair, on a 


[(—id 5"): nn (97) — x, (S7)] — —id x, (S"). 


2. Pour 1<n< oo, le groupe sn, (CP", (1:0:0:...)) est 
isomorphe à Z ;il est engendré par la classe du sphéroïde in: S? — 
— CP1— CP" tandis que le groupe d’'homotopie n,(CP", (1:0:0: ...)) 
pour r Æ2 est isomorphe à n, (S**!) (en particulier, il est trivial 
lorsque nr — ), l’isomorphisme étant induit par la projection S+1 
— CP7. | 

(Pour n — 1 ce théorème répète le théorème 2.10.) 

Il y a ici deux assertions : d’abord on affirme que 


inx: %2 (CP*, :0:0: ...) +, (CP*, (1:0:0:...)) 
est un isomorphisme et ensuite que 
pré: 7 (8271, ort,) —+ 1, (CPT, (1: 0:0: ...)), 


r =2, est un isomorphisme. La première découle du fait que le 
couple (CP", CPS est 3-connexe (voir 2.3.2.2 et 2.1.3.5), la deu- 
xième s'obtient de la suite homotopique du fibré ($?**1, pr, CP”) 
et du théorème 2.2. 
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3. Pour 1<n < © et r > 1 l’homomorphisme induit par la 
projection S“*+3— HP* est un isomorphisme du groupe n,(S“"+3) 
sur un sous-groupe du groupe n, (HP", (1:0:0:...)) qui possède 
un complémentaire direct isomorphe à 1 (S*). En particulier, pour 
r > 1, le groupe x, (HP®, (1:0:0: ...)) est isomorphe à n,_1 (IS). 

(Pour r — 1 ce théorème répète le théorème 2.11.) 

La démonstration s'appuie sur le théorème 1.8.10 appliqué au 
fibré (4S“7+5, pr, HP", 

4, Les lentilles Lim; l,...,1,) et Lim; l,, L,, ...) sont 
simples. Les groupes n, (L (m; l,, ..., L))et an (L(m; ll, L,,...)) 
sont isomorphes à Zn. Les groupes n, (Lim; dl, ..., l,)) pour r > 2 
sont isomorphes à -n, (S?-1), l’isomorphisme étant induit par la pro- 
jection S®-1+ Lim; L, ..., L,). Les groupes n,(L(m; L, L,..)) 
pour r > 2 sont triviaux. 

La démonstration est une généralisation évidente du début de la 
démonstration du théorème 1. 


6. Groupes d’homotopie des groupes classiques 


1. L'homomorphisme d’'inclusion x, (SO (n)) + n, (SO (n + 1)) 
est un isomorphisme pour r Zn — 2 et un épimorphisme pour r — 
— n — 1. Le groupe n; (SO (n)) est isomorphe à Z pour n =2 et 
à Z, pour n > 3; il est engendré par la classe de l'inclusion S! — 
= SO (2) — SO(n). Le groupe x, (SO (n)) est trivial pour tout n. 
Le groupe 513 (SO (n)) est trivial pour n < 2, isomorphe à Z pour 
n — 3, isomorphe à Z ® Z pour n = 4 et isomorphe au groupe quotient 
du groupe Z® Z par un sous-groupe abélien libre pour n > 5. 

Démonstration. La trivialité des groupes nr, (SO (2)), 
3 (SO (2)), ne (SO (3)), n2 (SO (4)) et les isomorphismes 


1 (SO (2)) = Z, mm (S0 (3)) = Z:, 
13 (S0 (3) = Z, 1(50(4))=26872Z 
sont des conséquences des égalités 
SO (2) = S1, SO (3) — RP3, SO (4) = RP3 X S5 


(voir 3.2.1.2, 3.2.3.1, 3.2.3.3) et des théorèmes 2.2, 2.7, 5.1. Le 
reste s'obtient de la suite homotopique du fibré (SO (n + 1), pr, S”) 
décrit dans 4.6.1.4 à’ point de base id € SO (n + Î). 

2. L'homomorphisme d'inclusion sn, (U (n)) + n, (U (n + 1)) est 
un isomorphisme pour r < 2n — À et un épimorphisme pour r = 2n. 
Pour n > 1, le groupe sn, (U (n)) est isomorphe à Z ; il est engendré 
par la classe de l'inclusion S* = U (1) - U (n). Le groupe sn, (U (n)) 
est trivial pour tout n. Le groupe n3 (U (1)) est trivial et le groupe 
Ts (U (n)) isomorphe à Z pour n > 2. L'homomorphisme d'inclusion 
1 (U (n)) — su (SO (2n)) est un épimorphisme quel que soit n. 
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Ceci s'obtient des égalités 
lin: U (1) — SO (2)] = id, U (2) = St x 3 
et de la suite homotopique du fibré (U (n + 1), pr, S?*+1) décrit 
dans 4.6.1.4 à point de base id € U (n + 1). 

3. L'homomorphisme d'inclusion n, (Sp (n)) — n, (Sp (n + 1)) 
est un isomorphisme pour r < 4n + À et un épimorphisme pour r — 
— 4n +2. En particulier, pour r < 5 et tout n > 1, le groupe 
ñ- (Sp (n)) est isomorphe à n, (Sp (1) — S*). 

Ceci découle de la suite homotopique du fibré (Sp(n+1), pr, S“"+3) 
décrit dans 4.6.1.4 à point de base id € Sp (n + 1). 


Stabilisation 


4. Les théorèmes / à 3 montrent que pour tout r > 1 les séries 
de groupes 
nr (SO (1)) —+ x, (SO (2)) — x, (SO (3)) —+..., 
1, (U (1)) — 7 (U (2)) — x (U ()) —..., 
a (Sp (1)) — n. (Sp (2)) —+ n, (Sp (3)) +... 


se stabilisent: la première en commençant par n, (SO (r + 2)), 
la deuxième à partir de x, (U ([(r + 2)/21)) et la troisième à partir 
de x, (Sp ([(r + 2)/4))). Les groupes x, (SO (n)) pour n >r +2, 
a, (U (n)) pour n > [(r + 2)/21 et x, (Sp (n)) pour n > [(r + 2)/4] 
sont dits s{ables; on les désigne par x, (SO), x (U) et x, (Sp). Con- 
formément au théorème 1, n, (SO) = Z, n, (SO) = 0, n, (SO) = 
æ (Z® Z})/(un sous-groupe cyclique). D'après le théorème 2, 
M (VU)Z= Z, n (0) =0, nn; (U) Æ Z. D'après le théorème 8, 
su (Sp) = 0, ni (Sp) = 0, n (Sp) & Z. 

Les notations x, (SO), x, (U), x, (Sp) ont également leur signi- 
fication directe: ce sont les groupes d'homotopie de dimension r 
usuels des espaces limites SO — lim SO (n), U = lim U{(n), Sp — 
= lim Sp(n) (voir 1.11.2). 


Information 
5. Les groupes n, (SO), x, (U), x, (Sp) ont été entièrement cal- 
culés. À savoir, pour r > 1 on a les isomorphismes canoniques 
Ir (SO) — Tr +8 (SO), Nr (SD) —+ Hr+s (Sp), Tr (U) — Nr+a (U); 
les huit premiers groupes d'homotopie des espaces SO et Sp et les 
deux premiers de l’espace U sont donnés par les tables suivantes: 


| 


r Jilzfslalslelz)es r [17/2 
60] 2 [o[zlolololz|z x (U) Z | 0 
an | 0 |0|2z1|z,|2z1|01]7z1]0 
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On trouvera la démonstration dans [17]. 

De nombreux groupes d’homotopie non stables des variétés 
SO (n), Un), Spin) sont également connus; par exemple, 
Ton (Ù (n)) Æ Zn into (SP (n)) Æ Zian+ui pour n pair, 
Hant+e (Sp (n)) = Zotton+wuy Pour n impair. Pour les détails et les 


démonstrations voir 


7. Groupes d’homotopie des variétés 
et des espaces de Stiefel 


1 (Lemme). Pour k n, la variété V (n, k) est simple; l’homo- 
morphisme d'inclusion 


m1 (V(n, k)) + a, (Vin +1, k +1)) 


est un isomorphisme pour r in — À et un épimorphisme pour r — 
— n — 1; il est un isomorphisme également pour r — n — À lorsque 
n est impair et k = 1. 

Toutes les variétés CV (n, k) et HV (n, k) sont simples. L'’homo- 
morphisme d’inclusion 


n, (CV (n, k))— a, (CV (n +1, k+1) 


est un isomorphisme pour r << 2n et un épimorphisme pour r = 2n. 
L'homomorphisme d'inclusion 


17 (HV (7, k)) — x, (HV (n +1, & +1) 
est pa isomorphisme pour r << 4n + 2 et un épimorphisme pour r — 
La Enokicité découle du fait que 

V (n, k) = SO (n)/SO (n — k), CV (n, k) = U (n}/U (n — b), 
HV (n, k) — Sp (n})/Sp (n — k) 

(voir 4.2.3.12 et 1.9.7). Le reste s'obtient des suites homotopiques 

des fibrés 

(Vin +1, k+1), pr, S, (CV(in+1,k+1), pr, S?7+b, 
(HV (n +1, 4 +1), pr, S7*) 


décrits dans 4.6.1.4 avec pour points de base les inclusions R* — 
— R7, CF C', H*— H® respectivement. Dans le cas: réel, 
nous nous servons en plus du fait que pour un n impair le fibré 
(V (n + 1, 2), pr, S") possède une section (voir 3.1.4.7) grâce à 
quoi, pour n impair et # = 1, la première des suites homotopiques 
indiquées se scinde à droite dans les termes x, (V (n + 1, 4 + 1)) 
(voir 1.8.8). | 

2. Pour k n, la variété V (n, k) est (n — k — 1)-connexe. Le 
groupe nr (V (n, k)) est pour 0 m < n.abélien libre et est engendré. 
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par la classe de l'inclusion S"* = V(n —k +1, 1) — V (n, k); 
il est infini lorsque n — k est pair ainsi que dans le cas où k = 1. 

Ceci découle du lemme 7: sir n — k, alors 

na (Vin, k) Zn. (V(in—-1,k—-1)) = ... , 
. = Ty (V (n — k+1,1)) =, (S®-*) — 0, 
tandis que dans la suite 
Tan =k (S"-*) — Jn -k (V (n — k + {, 1)) 7 
+ nr (V(rn—k+2, 2))—+...— nn: (V (n, k)) 
toutes les flèches sauf la première figurent des isomorphismes, la 
première étant un isomorphisme pour nr — k pair et un épimorphisme 
pour ñn — k impair. 

3. La variété CV (n, k) est 2(n — kj)-connexe. Le groupe 
Non-on+1 (CV (n, k)) est isomorphe à 2, il est engendré par la classe 
de. l'inclusion S-2##41 = CV (n — k +1, 1) = CV (n, k). 

Ceci découle du lemme 7: pour r < 2n — 2k + 1 la suite 
ne (82-241) — n, (CV (n—k+1, 1))— x, (CV (n—k+2,2)) =... 

..—> 7; (CV (n, k)) est constituée d’isomorphismes. 

4. La variété HV (n, k) est (4n — 4k + 2)-connexe. Le groupe 
Tan -s2+3 (HV (n, k)) est isomorphe à Z et engendré par la classe de 
l'inclusion SRE — NV (n — k +1, 1) — HV (n, b). 

Ceci découle du lemme 1: pour r < 4n — 4k + 3 (même pour 
r LS 4n — 4k + 5) la suite 


nr (SRE) = 1, (HV (nr — k +1, 1)) — 
+ nn (HV (n—k +2, 2) —>...— 7, (HV (n, k)) 
est constituée d’isomorphismes. 

5. Les espaces V (oo, k) et CV (oo, k) (voir 4.5.3.9) ainsi que 
l’espace HV (oo, k)=lim(HV (n, 4), in: HV(n, 4) HV (n +1, 
k)) sont o-connexes. 

Ceci découle des théorèmes 2, 34, 4 et 1.11.2. 


8. Groupes d’homotopie des variétés 
et des espaces de Grassmann 


1. Dans ce sous-paragraphe nous réduisons le calcul des groupes 
d’homotopie les plus importants des variétés de Grassmann G (n, k), 
Gi (n, k), CGi(n, k), HG(n, k) et des espaces de Grassmann 
G (oo, k), G4 (oo, k) et CG (oo, k) (voir 4.5.3.2) ainsi que des espa- 
ces HG (oo, k) — lim (HG (n, k), in: HG (n, k) — HG (n +1, k)) 
au calcul des groupes d’homotopie des groupes classiques correspon- 
dants. 

Les variétés et les espaces de Grassmann sont considérés ici con- 
jointement, de sorte que nr peut prendre la valeur oc. 
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2. Pour k>œ 0 et Or <Ln—k, le groupe n,(G; (n, k)) est 
isomorphe à ñr-1 (SO (k)) et l’homomorphisme d'inclusion n,(G,(n, k))—- 
— 1, (G+ (n', k)) est un isomorphisme pour toutn' > n. 

La première assertion s'obtient des théorèmes 7.2, 7.5 et de la 
suite d’homotopie du fibré (Y (n, k), pr, G+ (n, k)) défini dans 
4.6.1.4 avec l'inclusion R°— R* en guise de point de base. La 
deuxième découle de la commutativité du diagramme 


a (C4 (n, #)) —— 7-4 (SO (#)) 


| h. 
in inx=—=id 
U 


n, (Gi (n’, )) — m1 (SO (k)) 


(voir 1.8.6). 

3. Pour 0 <k<netr > 2 le groupe n, (G (n, k)) est isomorphe 
à n; (G+ (n, k)). Le groupe sn, (G (n, k)) est isomorphe à Z sin = 2, 
k=1,età Z,;s0<k<netn > 3. 

L' isomorphisme T1 (G (2, 1)) = Z découle du théorème 2.2 
puisque la variété G (2, 1) est homéomorphe à S'. Le reste découle 
du théorème 1.8.12 appliqué au revêtement canonique à deux feuil- 
lets (G+ (n, k), pr, G(n, k)). 

4. Pour O0 r <2n — 2k + 1, le groupe n, (CG (n, k)) est iso- 
morphe à n,_1 (U(k)) et l'homomorphisme d’inclusion n, (CG (n, k))—- 
—+ Tr (CG (n', k)) est un isomorphisme quel que soit n' > n. 

La démonstration répète, avec des modifications évidentes, celle 
du théorème 2. 

9. Pour 0 r <4n — 4k +3, Le groupe n, (HG (n, k)) est 
isomorphe à nt (Sp(k)) et l’homomorphisme  d’inclusion 
17 (HG (n, k))— nn, (HG (n', k)) est un isomorphisme pour tout 
n'>n. 

La démonstration, là aussi, répète celle du théorème £ (avec des 
modifications évidentes). 


9. Exercices 


I. Soient g — 2, 4, 8 et pr: S%7-!—+ ST une application de 
Hopf. Montrer que pour chaque entier k on a 


(k sph,) » pr, (sphoos) = Æ*pre (Sphsg-1)- 


2. Montrer que pour chaque n naturel l’espace RP” est (n + 1)- 
simple. 

9. Montrer que l’espace G{n, k), pour n pair et À impair, est 
simple. 

4. Montrer que l’espace G(n, 2) n’est pas 2-simple lorsque 
Zn < ©. 
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5. Montrer que les homomorphismes d'inclusion 
nr (SO (3)) — an; (SO (4)), x, (SO (7)) —+ x; (SO (8)), 
a (U (1)) — nr (U (2)), 77 (U (3)) —+ x, (U (à)), 
17 (Sp (1)) —+ 7 (Sp (2)) 


sont des monomorphismes ‘pour chaque entier r. 
6. Montrer que l’homomorphisme 


Ton-on+1 (OV (n, k)) — Hon-on+1 (V (2n, 24 — 1)), 


induit par l'application CV (n, k) —+ V (2n, 2k — 1) qui fait 
correspondre au repère (v,, ..., v:) de l’espace C” le repère 
(Uy, iVy, . . ., Un _1 ÜUs 1) Ur) de l’espace C” envisagé comme R°?”, 
envoie le générateur du groupe Ton -or+1 (CV (n, k)) indiqué dans 7.3 
dans le générateur du groupe Te» -on+1 (VW (2n, 24 — 1)) de 7.2. 


$ 3. GROUPES D'’HOMOTOPIE DES ESPACES 
CELLULAIRES 


1. Groupes d’homotopie d’un espace cellulaire 
unidimensionnel 


1. Dans ce sous-paragraphe nous calculons les groupes d’homo- 
topie du bouquet B = VV ,em (S, — 87, ort,) construit à partir 
d'une famille arbitraire de cercles {S, — S'},em. Comme tou- 
jours, le point de base bp sera le centre du bouquet. 

Pour abréger les énoncés, nous désignerons le lacet défini par 
l'inclusion imm,: $'— B, i.e. le lacet imm,, e ZS: 1 — B, par 
u, et sa classe d'homotopie, i. e. la classe imm,, (sph,), par &. 
Les lacets de la forme (... ((v,ve) Us) . . « Un _1) Un, Où chacun des 
facteurs v,, ..., v, est un des lacets v, ou un des lacets u,! et où 
les éléments u,, u, ne peuvent pas voisiner pour un même nu, sont 
appelés lacets standards. Le cas n — 0 n'est pas exclu: on considère 
qu'alors le produit est un lacet constant d’origine bp. 

2 (Lemme). I! existe un revêtement (B, p, B) possédant deux 
propriétés: (i) l’espace B est contractile ; (ii) les chemins qui recouvrent 
les lacets standards et prennent leur origine à un point x, de la fibre 
F, — p”!(bp}) amènent à des points deux à deux distincts de la fibre 
Fo, et F, est entièrement contenue dans l’ensemble des extrémités de 
ces chemins. 

Démonstration. Convenons comme toujours de dési- 
gner par GE (M) le groupe libre engendré par l’ensemble M ; munis- 
sons GF (M) de la topologie discrète et composons le bouquet À — 
= \V,em (D, = D1, 0) et le produit À X GF (M). Désignons 
ensuite par Î la partition de ce produit en couples (imm,, (1), g), 
(imm,, (—1), gu), EM, ge GF (M), et en points qui ne sont con- 


"1 
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tenus dans aucun de ces couples; notons p l’application composée 


pr, Vy(DS,=DS) 
AXGF(M)—— A" B 


Une vérification immédiate montre que cette application est cons- 
tante sur les éléments de la partition f ; nous posons 


— [4 X GF(M)I/f, p=lfacto: B—B]l, zx, = pra, e), 


où a, est le centre du bouquet À, e — EGF(M)» tandis que pr = 
= [pr: A XGF (M) —+ B]. Il est clair que (À, p, B) est un revête- 
ment, Fo = pr (a X GF (M)) et x € F,. 

La contractilité de l’espace À découle du lemme 2.3.3.4: les 
hypothèses de ce lemme sont vérifiées par les sous-espaces 
pr (4 X[GF, (M)XGF, à (M))) de l’espace B, où GF, (M) est la 
partie du groupe GF (M) constituée des mots de longueur < n. Le 
chemin qui recouvre le lacet standard (.. (uiu) . . Jus 
Ep + + + En — +1, et a pour l'origine le point zx, mène au point 
pr (do, g) avec g = pfiuéz...m£êr. Le fait que les extrémités de 
tels chemins sont deux à deux disjointes et remplissent F, est évi- 
dent. 

3. Les groupes Tr (B), r > 1, sont triviaux, n, (B, bp) est un 
groupe libre à générateurs libres imm,,. (sph.). 

La démonstration est fondée sur le lemme 2 et emploie les nota- 


tions correspondantes. Puisque l’espace B est contractile, tous ses 
groupes d'homotopie sont triviaux et par conséquent les groupes 
a (B) pour r>1 sont triviaux, tandis que l’application 
A: (BP, bp) — 50 (Fo Zo) est bijective (voir 1.8.12). Comparant 
cette bijectivité avec la propriété (ii) du revêtement (P, p, B), 
nous voyons que les classes d'homotopie des lacets standards sont 
deux à deux disjointes et comprennent le groupe x, (P, bp) mais 
ceci signifie justement que x, (B, bp) est un groupe libre à généra- 
teurs libres imm,, (sph;). 

4. Le groupe fondamental d'un espace cellulaire connexe de dimen- 
sion 1 est libre, et ses autres groupes d’homotopie sont triviaux. 

Ceci découle du théorème 3, vu qu’un espace cellulaire connexe 
de dimension Î est homotopiquement équivalent à un bouquet de 
cercles (voir 2.3.3.6). 


2. L’effet du recollement de boules 


1. Soit X — À | o [LIuem (D, = D**#], où À est un’ espace 
topologique connexe ; Soit une application continue de l’espace 
Li uen (S, — S*) dans À (voir 2.3.2.1). Supposons en outre que x, 
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est un point de À. Dans ce sous-paragraphe nous indiquerons un 
système de générateurs pour le groupe ñnz+1 (À, À, xo), k > 1. 

Remarquons que les groupes d'homotopie x, (X, À) sont triviaux 
pour r<k (voir .2.3.2.1), tandis que pour r > k + 1 la situation 
se complique : dans le cas le plus simple, quand À est un point et 
la famille {D,} se compose d’une boule unique, x, (X, À) est 

nr (SR). 

Dans le théorème 2 ci-dessous nous désignerons par f, l’applica- 
tion composée 


Dis, LD, TE, X 
et par &, l'élément du groupe n:+1 (X, À, f, (ort:)) défini par le 
sphéroïde 
fa: (DH, SÀ, ort,) —+ (X, À, f, (ort;)). 


2. Soient w,: Î — À des chemins quelconques qui joignent le point 

fu (ort:) avec zo. Si k > À, le groupe nx+1 (X, À, xs) est engendré 

au-dessus de n1 (A, xo) par les classes $, — Ts a, (ceci veut dire 

qu'il est engendré au sens usuel par les classes T ff, avec w € n, (A, xo)). 

Nous devons montrer que chaque élément $ du groupe 
Fr41 (X, À, oo) admet une représentation sous la forme 


p= [Lure (B2,)1#t, meEM, ow Ex (4, x). (1) 


En vertu du lemme 2.3:2.1, il existe un sphéroïde £g€ 
€ Sphi+1 (X, À, x) de classe B et des homothéties 01, . . .; Om 
de la boule D**1 dans des boules dis + + + dm deux à deux disjointes 
situées dans sa partie intérieure tels que : le point de la boule d; 
à la plus grande valeur de la première coordonnée coïncide avec 
0; (orts) ; le segment qui joint ce point à ort, est contenu dans € — 
= DR UP Int d,; l’ PPeation composée 


pan > d; > + DH =" X 


coïncide avec un certain f,,; g (C)= A. Il est évident que X, À, x, 


g et di, ..., dm vérifient les conditions du théorème 1.11.1 si les 
boules du. «+. Am Sont numérotées de manière appropriée, de 
sorte que l’on a dans les notations de ce théorème y — [' us, (vi). 


Dans notre cas, y = B et y, — CT : la dernière égalité s obtient 
du. fait que «,, et y; sont définis comme des éléments du groupe 
Ha+1 (À, À, fu (ort:)) et sont représentés par-les sphéroïdes f,, 


et goT,; qui sont envoyés l'un dans l’ autre par les transformations 
orthogonales inverses 63° s ab t;, (ab t;) !° 0; de la “boule D*+1, 


Ainsi $. = [Fi T's. (on, ),. et pour représenter. le deuxième membre 
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sous la forme (1) il ne reste qu'à désigner par &; la classe du lacet 
WySi. 

3 (Corollaire). Dans les hypothèses du théorème 2, l'homomorphisme 
d'inclusion an, (4, to) — n; (X, to) est un isomorphisme pour r < 
< k — Let un épimorphisme pour r = k. Le noyau de cet épimorphisme 
est engendré au-dessus de 51 (À, xo) par les classes 0f, — Tu, (da ,) 


(i. e. par les classes des sphéroïdes de recollement 0f, transférées au 
point Zo). | 

4. Soit (X, À) un couple cellulaire à point de base x, € À. Si 
l’espace À est connexe et contient le squelette ske,X, k => 1, alors les 
groupes d'homotopie n, (X, À) pour r < k sont triviaux, tandis que 
le groupe n+1 (X, À, &o) est engendré au-dessus de 1, (A, xs) par les 
classes, transférées d’une manière quelconque au point x, des applica- 
lions caractéristiques correspondant aux cellules de dimension k + 1 
de XX À ; l’homomorphisme d’inclusion an, (A, x) — n, (X, x) est 
un isomorphisme pour r < k — À et un épimorphisme pour r = k; 
le noyau du dernier épimorphisme est engendré au-dessus de 51 (À, x) 
par des classes (transférées d'une manière quelconque au point x,) des 
Sphéroïdes de recollement qui correspondent aux cellules de dimension 
k + 1 de XX A. 

Tout ceci est contenu dans 7, 2, 3, lorsque XX AC ske,:, X. 
Le cas général se réduit à ce cas particulier grâce au théorème 2.3.2.4e. 


3. Groupe fondamental d’un espace cellulaire 


1. Dans ce sous-paragraphe nous indiquons une méthode efficace 
pour calculer le groupe fondamental d’un espace cellulaire à cellule 
de dimension nulle unique. Cette dernière condition n’est pas une 
restriction essentielle, étant donné que dans les cas les plus impor- 
tants elle est satisfaite et même si elle ne l’est pas, chaque espace 
cellulaire connexe peut être transformé (par passage à un espace 
quotient) en un espace homotopiquement équivalent pour lequel cette 
condition soit vérifiée (voir p. 2.3.3). La généralisation de cette 
méthode au cas d’un espace cellulaire arbitraire ne présente pas de 
difficultés de principe, mais complique les énoncés. 

2. Soit À un espace cellulaire à cellule de dimension nulle uni- 
que x,. Puisqu'elle est unique tout aussi bien pour le squelette 
ske, À, ce dernier est cellulairement homéomorphe à un bouquet 
de cercles. Par conséquent, x, (ske, À, x,) est un groupe libre en- 
sendré par les classes d’'homotopie des lacets caractéristiques, i. e. 
des applications caractéristiques qui correspondent aux cellules 
de dimension 1 (voir 1.3). 

D'après 2.4, l’homomorphisme in, : n, (ske, X, &o) — m1 (X, &o) 
est un épimorphisme et son noyau est engendré au-dessus de 
1. (ske, À, x) par les classes d’homotopie (transférées d’une manière 
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quelconque au point x,) des applications de recollement qui corres- 
pondent aux cellules de dimension 2. Puisque dans notre cas le 
groupe 11, (ske, À, x,) agit comme un groupe des automorphismes 
intérieurs, cela signifie que Ker in, est le plus petit sous-groupe 
normal du groupe x, (X, x,) contenant les classes d’homotopie indi- 
quées, tandis que le groupe fondamental x, (X, x,) que nous vou- 
lons calculer est canoniquement isomorphe au groupe quotient du 
groupe (ske, À, xs) par ce sous-groupe normal. 

3. I1 découle du précédent que pour calculer le groupe % (X, to) 
il suffit de connaître le squelette de dimension { de l’espace X et les 
applications de recollement qui correspondent aux cellules de dimen- 
sion 2. À partir de ces données, on établit la liste des générateurs 
et des relations du groupe nr, (X, &o) : à chaque cellule de dimension 1 
correspond un générateur, à sävoir la classe du lacet caractéristique 
correspondant, et à chaque cellule de dimension 2, une relation 
qui égale à l'unité le mot représentant en termes de générateurs la 
classe, transférée au point x,, de l’application de recollement corres- 
pondante. Simplifiant, on peut dire que les cellules de dimension 1 de 
l’espace X constituent le système des générateurs du groupe x, (X, x) 
et les cellules de dimension 2, le système des relations. 

Remarquons que le système de relations n'est pas tout à fait 
canonique: il dépend des chemins choisis pour transférer {es rela- 
tions au point Zo, de sorte que les premiers membres des relations 
sont définis à une conjugaison près. 

4 (Corollaire). Le groupe fondamental d'un espace cellulaire fini 
connexe peut être donné par un système fini de générateurs et de rela- 
lions. 


Théorème d’addition 
9. Si À, B sont des sous-espaces d’un espace topologique À avec 
les inclusions 


TR 


ANB 


et x, est un point situé dans À NB, alors la formule & x f —- 
—+ i! (æ&) j. (B) détermine un homomorphisme 


Ji (4, To) * JT (B, To) > JT (X, To) 


(+ désigne le produit libre) à noyau contenant tous les éléments de 
la forme i, (6) x j, (6-1), 8 € x (A NB, xe). Par conséquent, elle 
définit également un homomorphisme 


“Lx (4, 0) + m (B, o)/vk (X, 4, B, x) + (X; ä6){ (2) 
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où vk (X, À, B, xo) est le sous-groupe normal minimal du groupe 
71 (À, æo) * 31 (B, to) contenant les éléments indiqués (on l’appelle 
sous-groupe de van Kampen). L'homomorphisme (2) est naturel en 
ce sens que le diagramme 


[ru (A, Lo) * JT: (B, 2o)]/vK (X, À, BP, Lo) —+ T4 (X, Lo) 


| 


[ta (4”, x) a (B”, x)V/vk(X”, 4”, B", z)— mi (X", x), 


engendré par une application continue du quadruplet (X, À, B, xo) 
dans un quadruplet analogue (X”, 4”, B”, x;) est toujours commutatif. 

6. Soit (X, À, B) une triade cellulaire hi. e. X est un espace cellulaire, 
À, B ses sous-espaces vérifiant À |} B = X) et soit x, un point situé 
dans D = À NB. Si À, B et D sont connexes, alors l'homomorphisme 
(2) est un isomorphisme. 

(Le théorème sera généralisé dans 4.3.12.) 

Démonstration. Supposons tout d’abord que x, est l’uni- 
que cellule de dimension nulle de l’espace X. D’après #, le groupe 
fondamental de chacun des espaces X, À, B, D au point x, se donne 
par un système de générateurs qui correspondent aux cellules de 
dimension 1, et de relations qui correspondent aux Cellules de dimen- 
sion 2, de sorte que le système de générateurs et de relations du groupe 
Tu (À, to) et celui du groupe nr. (D, xo) sont respectivement la réu- 
nion ct l'intersection de tels systèmes des groupes x, (4, xo) et 
3 (B, to), tandis que les homomorphismes i,, j, et i:, j! de 5 sont 
identiques sur les générateurs. 

Le système de générateurs et de relations du groupe 7, (À, xo)* 
* Ti (B, zo) peut être également constitué à partir des systèmes de 
générateurs et de relations des groupes x, (4, xo), 1 (B, xo), Ssauî 
que les générateurs qui correspondent aux cellules de D doivent être 
comptés deux fois. Pour un tel choix de générateurs et de relations, 
l’homomorphisme a (A, xo) * 1 (B, xo) — 5 (X, xo) défini par 
la formule «& x B-> à, (&) j+ (B) sera également l'identité sur les 
générateurs et son noyau sera engendré par les identifications des 
générateurs qui correspondent aux cellules de D, ce qui termine la 
démonstration dans le cas considéré. 

Le cas général se réduit à ce cas particulier en transférant l’ori- 
gine du point x, en une cellule quelconque e, de dimension nulle 
sans sortir de D et en remplaçant le quadruplet (X, À, B,es) par un 
quadruplet (X”, 4”, B”, e) homotopiquement équivalent, qui vérifie 
A" U B° = X” et possède une cellule de.dimension nulle unique e;. 
On peut le faire par deux passages à l'espace quotient de l’espace x: 
tout d’abord on passe de X à son espace quotient par un sous-espace 
contractile de dimension 1 de l'espace D, qui contient toutes les 
cellules de dimension nulle de l’espace D (voir 2.3.3.5 et 1.3.7.7 et 
comparer à 2.3.3.6), ensuite on prend l'espace quotient de l’espace 
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obtenu, cétte fois par la réunion (le bouquet) des mêmes sous- “espaces 
de dimension 1 des espaces quotients des espaces À, B. 

7 (Corollaire). Si À, B sont des espaces cellulaires à points de base 
a, b, alors 


ru ((4, a) V (B, b), bp) & rs (4, a) * sm (B, b). 


4. Groupes d’homotopie des surfaces compactes 


1. Rappelons qu'une sphère à anses ou à bandes qui possède au 
moins un trou est homotopiquement équivalente à un bouquet de 
cercles : de 2g + 1 — 1 cercles dans le cas de g anses et Z trous et de 
h + 1 — 1 cercles dans le cas de À bandes et / trous (voir 3.5.8.9). 
Par conséquent, le groupe fondamental d’une telle surface est libre, 
le nombre des générateurs étant égal respectivement à 28 + EL — 1 
et à h + | — T, tandis que les groupes d’'homotopie supérieurs sont 
triviaux; voir 1.8. . 

Par la suite, nous nous occuperons des groupes d'homotopie des 
surfaces fermées, i.e. des sphères à anses ou à bandes sans trous. 
D'abord, nous calculons les groupes fondamentaux (en nous servant 
des partitions cellulaires indiquées au p. 3.5.3 et du théorème 3.3) 
et ensuite nous nous prenons aux groupes d'homotopie supérieurs, 
en laissant de côté la sphère et le plan projectif. Les'groupes d’Homo- 
topie des deux dernières surfaces ont été considérés en détail au 
paragraphe précédent (voir 2.2.7, 2.2.10, 2.4.3, 2.5.1). 


Groupes fondamentaux des surfaces fermées 


Di 


2. La partition cellulaire d’une sphère à g anses construite dans 
3.9.3.8 contient une seule cellule de dimension nulle e,, 2g cellules 
de dimension un, soit 4, b,,...,a,, b, et une seule cellule de dimen- 
sion 2; |” application de recollement correspondant à cette dernière 
cellule envoie justement ort, dans e,. La classe d’homotopie de cette 
application (envisagée comme un lacet) se représente en termes des 
générateurs &1, B1. . . ., &,. P7, Correspondant aux cellules a,, b;,,... 

+ Ag, 0. du groupe fondamental du squelette de dimension un 
de la surface, sous la forme : 


paf... aff. 

Ainsi le groupe fondamental d’une surface au 1 point eo peut être 
décrit comme le groupe à générateurs a,, b,,..., a, b, et à relation 
0,4; b54... ab,abz = 1 

La partition cellulaire de la sphère à k bandes construite dans 


3.0.9:8 contient une cellule unique de dimension nulle e,, h cellules 
de dimension un €, ..., c,. et une seule cellule de -dimension 2. 


28—0824 
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En répétant avec des modifications évidentes le raisonnement précé- 
dent, nous voyons que le groupe fondamental de la surface au point e4 
peut être décrit comme étant le groupe à générateurs c,, ..., cp 
et à relation 


Cil1 . + ChCh — À . 


3. IL faut remarquer que les groupes calculés dans Z sont deux à 
deux non isomorphes. Pour la démonstration, il suffit d'effectuer 
une commutation : cétte transformation fait du groupe fondamental 
de la sphère à g anses un groupe abélien libre de rang 2g et du groupe 
fondamental de la sphère à k bandes une somme directe d’un groupe 
abélien libre de rang À — 1 et d'un groupe d’ordre 2. En particulier, 
les surfaces modèles fermées ne sont pas homéomorphes entre elles. 

On ne déduit facilement que toutes les surfaces modèles compactes 
ne sont pas deux à deux homéomorphes: il suffit de recoller les trous 
par des disques. Que le nombre de trous est un invariant topologique 
découle du fait qu'il coïncide avec le nombre de composantes du 
bord (voir 3.1.1.4 et 4.6.5.12). 


Groupes d’homotopie supérieurs 


4. Soit P une sphère à g anses. Sig > letr > 2, alors x, (P) = ©. 
Démonstration. La surface P se recouvre d'une manière 


naturelle par une guirlande infinie P, obtenue du produit St X R 


®, 
® 77 (© 
®, O 


Fig. 15 (g — 3) 


® 
O 


en en éliminant les disques ouverts de centres (ort., 2k) (où 4 = O0, 
+1, ...) et en recollant à la place de chacun d’eux des sphères à 


g — À anses et à un seul trou (fig. 15). Désignons par P, la guirlande 
finie obtenue de la même manière du produit S! X [—2n — 1, 


On + 1]. Il est évident que P, est une sphère à (2n + 1) (g —-1) 
anses et à deux trous, de sorte que x, (P,) = 0 pour r > 2 (voir 1). 
Puisque P = lim (P,, in: P, — P,.,), on a également x, (P) = 0 
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pour r > 2 (voir 1.11.2). Par conséquent, on a aussi. x, Ge) = 0 
pour r > 2 (voir 1.8.12). 
ÿ. Soit P une sphère à.h bandes. Sih > 2etr > 2, alorsn, (P D) = 0. 
Ceci découle de 4, car il existe un revêtement de P par une sphère 
à h — 1 anses (voir 4.1.2.6). 


5. Groupes d’homotopie des bouquets 


1. Nous supposerons donnée une famille {(X,, x aug, de T.- 
espaces à point de base. Considérons le bouquet B — \. em (À y rs). 
Il est clair que la formule 


Imm ({au}uem) = Zuem immyx (x) 
détermine pour r > 2 un homomorphisme 
Jmm : PueEM Ir (À x u) + Rr (B, bp) 


qui est naturel en ce sens que si B° — \/ ;em (À, ay) est un 
autre bouquet de T,-espaces, « : M’ —- M une application quelconque 
et 

Ju : (XL ; Lu ) — (X cu) Tœtu") 


des applications continues, alors le diagramme 


LL , 
Pu'emTr (Xp; Zu) > Tr (B ; bp) 
| (3) 
Imm 
P EMI (X a Lu) >? Tr (B, bp), 


est commutatif. Dans ce diagramme la flèche verticale à gauche dé- 
signe l’homomorphisme 


Gihert> |, 2 Cure (airlueur 


et la flèche verticale à droite, l’'homomorphisme induit par l’appli- 
cation B° — B définie par la formule 
immy Yu) > IMMoçu) ° fu (Yu); Yur E N u' EM". 
2 (Lemme). Quel que soit a € n, (B, bp), r > 1, il existe un en- 
semble fini M" CMtelque:pr,, (a) =0suE€ MM": a appartient 
à l’image de l'homomorphisme T, (B”, » bp) — x, (PB, bp) induit par le 
plongement naturel du bouquet B° — \/ ,ew (X,, x,) dans B. 
Pour la démonstration, il suffit de remarquer que pour chaque 
sphéroïde € Sphr (B, bp) l’ensemble œ(/") se recouvre par un 
nombre fini d'ensembles imm, (X ,). (Ce dernier fait découle de la 
compacité de l’ensemble ar) et du fait que les ensembles consti- 
tués d’un seul point sont fermés dans les espaces À, : si l'on prend 
dans chaque intersection non vide q (/*) N imm,, (XN Ty) un point 


28* 
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quelconque, on obtient alors un ensemble qui est à la fois discret et 
compact et donc fini.) 
3. Définissons pour r > 2 l'application 


Pr : Tr (B, bp) —- Ouem Tr (X Ty) 


par la formule Pr (4) — {pry: (a)}uem (cette définition est correcte 
en vertu de 2). Il est clair que Pr est un homomorphisme et que le 
diagramme (3) reste commutatif lorsqu'on remplace les flèches 
MM bar les flèches 27. Si l’ensemble M est fini, alors il est évident 
que Pr coïncide avec la composée de l'homomorphisme 


Tr (B, bp) —- Tr (Xyem X h {t u}) 


induit par l'inclusion B —+ Xyem X, (voir 1.2.8.3), et de l’iso- 
morphisme canonique 


Tr (XuemX pu {n}) + Due Gr (Au Tu) 

{voir 1.1. 9). | 
‘4. La composée Pr + Imm coïncide avec l’automorphisme identique 
du groupe Œuem Tr (Xu Zu). En particulier, Pr est un épimorphi- 
sme, Imm un monomorphisme et x, (B, bp) = Ker Pr @ Im Imm. 

Démonstration. Puisque pr,cimm, = id À, et 
pr, °imm,(X,)= 7x, pour v = pu, alors quels que soient &, € x, "(X us 
z,), On à la relation 


Pr ° Imm ({a,}uem) = Pr à immu+ (au)| = 
= | >) (pr,oimm,),(@u) }vem — {av}vem. 
LEÊM 


5. Soient (X,, x.) des couples cellulaires et soient met k,, nu EM, 
des nombres naturels tels que k, + k, > m pour v Æ et pour chaque nu 


Ts (Xu Zn) = 0 si 1LsS<Lk,. 
Si2<r< m, alors les homomorphismes 
Im : Quem Tr (X,, Tu) + Tr (B, bp), 
Pr: Tr (B, bp) > Duem Tr (Xp Z j) 


sont des isomorphismes. 

(Le théorème sera généralisé dans 4.3.13.) 

Démonstration. Considérons d’abord le cas où M est fini. 
En vertu du théorème 2.3.3.2 et du fait que l’homomorphisme Imm 
est naturel (voir /}, on peut supposer que les squelettes skez, X , se 
réduisent aux points x, ; il est clair que dans ce cas B contient le 
Squelette ske,41 X du produit cellulaire X des espaces X,. D'après 
le théorème 2.3.2.2, on en tire que in, : nt, (B, bp) — x, (X, bp) est 
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un isomorphisme pour r  m, et conformément à 1.1.9 la composée 
in, o Imm: @uem nr (Âu Zu) = 17 (X, bp) 


est un isomorphisme pour chaque r. Par conséquent, Imm est un 
isomorphisme lorsque r << m. 

Dans le cas général, d’après 2, pour chaque « € n, (B, bp) et 
r Z m, il existe un sous- bouquet fini B° = \Vyen (X,, x,) du 
bouquet B tel que « appartient à l'image de l'homomorphisme 
x, (B', bp) — x, (B, bp) induit par le plongement naturel B° —+ B. 
D'après ZT, cet homomorphisme peut être inclu dans le diagramme 
commutatif suivant 


Im 
Tr (Xu» Tu) — (B", bp) 
1er 


| | 


@ a (Lu Zu) ——> 5 (B, bp), 
EM 


et puisque l’'homomorphisme Imm de la ligne supérieure est un 
isomorphisme (d'après ce que nous avons déjà démontré), il en 
découle que & appartient à l’image de notre homomorphisme (infé- 
rieur) Imm. Ce dernier est donc un épimorphisme, ce qui nous permet 
de conclure, en nous servant du théorème 4, que nos applications 
Imm et Pr sont des isomorphismes. 

6 (Corollaire). Soit B un bouquet de sphères de dimension n construit 
d'après la famille {(S, = S7, ort;}}Lem. Sin > 2, alors les groupes 
a, (B). pour r << n sont triviaux, tandis que n, (B, bp) est un groupe 
abélien libre engendré par les générateurs libres imm,, (sph;). 


6. Groupes d’homotopie d’un couple cellulaire k-connexe 
1 (Lemme algébrique). Si, dans le diagramme commutatif 


o 7 0 


| | 

O0 _8., Q 
composé de groupes et d'homomorphismes, «à, B,7y sont des épimorphismes 
et KerB<œa(Ker y), alors à est un épimorphisme et Ker B — 
= (Ker y), Ker ô = y (Ker a). 


Démonstration. Ô est un épimorphisme puisque & et f 
le sont et le diagramme est commutatif; les inclusions 


«(Kery = Kerf, y(Ker a) & Ker ô 


438 é GROUPES D’HOMOTOPIE it : : " :':: [CH: 5 


découlent également de la commutativité du diagramme. Démon- 
trons l'inclusion Ker 8 € y (Ker &). Soit dE Ker Ô. Si d — 7 (a), 
alors (toujours en vertu de la commutativité du diagramme) on a 

a (a) EKer B et par conséquent « (a) € « (Ker.y),. de sorte quil 
existe un cE Ker ytel que œ (c) = «& (a). La dernière égalité montre 
que ac" EKera; ainsi d=y(a) = (ac!) € y (Ker @). 

2..Soit (X, A) un couple cellulaire à point de base xs € À. Si À 
est connexe et n,(X, A) = 0 pour r<k, alors pr, : An41 (X, À, Zo) —+ 
— Tp+1 (X/ÀA, pr (xo)) est un épimorphisme : pour k= 1 le noyau 
Ker pr, est le plus petit sous-groupe du groupe nx+: K, À, %o) qui 
contient toutes les fractions (Ta) a”! vérifiant 


à Enr (X, À, Zo), © E Ti (À, To). 


Pour k = 0 la situation se décrit par le diagramme commutatif 


Hi(4, Lo). mi (X,%0) rels — 7 (X, À , Lo) 
abspry , pre 


H1(X/A, pr(æo)), 


(4) 


dans. lequel abs pr, et rel, sont ‘également des épimorphismes et 
Ker (abs pr.) est le plus petit sous-groupe normal du groupe 1 (X, &o) 
qui contient Ker rel, — Im in4. 

(Ce. théorème sera généralisé dans 4.8. 14.) . 

Démonstration dans le cas >. Supposons 
d’abord que toutes les cellules qui constituent X X te sont de dimen- 
sion & + 1, de sorte que X/A est un bouquet de sphères de dimension 
k +1. Pour chaque cellule e & X X À transférons au point x, la 
classe d’homoôtopie de l'application caractéristique correspondante, 
envisagée comme un sphéroïde du couple (À, À); désignons par «, 
l'élément obtenu du groupe n:+1 (X,'A, to) et posons Bi, = pr, (œ). 
D'après le théorème 2.4, les classes. Ta, o € m1 (A, xo), constituent 
le système de générateurs du groupe 7241 (À, À, to); d’après le 
théorème 5.6, les classes $, constituent un système de générateurs 
indépendants du groupe abélien x12+1 (X/A, pr (x)). En outre, il 
est évident que pr, (T@4) = pr, (@) quels que soient & E n3:+1 (X, À, 
to), 6 ET (À, To) et ces données suïfisent pour terminer la démons- 
tration dans la situation envisagée, 
. La projection pr, est un épimorphisme parce que les classes 
Be = pre (&,) engendrent le groupe a+ (X/A, pr (xo)).. L’inclusion 
(Ta) a”! € Ker pr, découle de l égalité pr, (Ta) = pry (&). Mon- 
trons que les quotients (T;a) & * engendrent Ker pr,. Si k > let la 
classe & — IT, (Ta.)Me0) appartient à Ker pr, (les À (e, o) étant 
des entiers différents de zéro seulement en nombre fini), alors 
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ZA (e, 6) — Ô pour chaque cellule e (puisque 
2, LZA (e, o)] Be = pre (a) — 0) 


et par conséquent 
Ë = [ec [(Tote) ae JA(e,0), 


Pour *X .— 1 ce raisonnement reste valable seulement si l’on effectue 
une commutation dans le groupe 1,4: (X, À, xo) et montre simple- 
ment que chaque élément du noyau Ker pr, s'obtient à partir d’un 
produit de la forme envisagée précédemment multiplié par quelques 
<ommutateurs. Mais puisque le commutateur y-*ôyô ! dans 
Te (X, À, xo) se présente comme (75,6) Ô -! (voir 1.4.7), nous obte- 
nons à nouveau pour £ la décomposition cherchée par fractions 
(Ta) a”t. 

Dans le cas général, nous pouvons rendre le couple (X, À) k-con- 
nexe, en éliminant les composantes de l'espace À qui ne contiennent 
pas x, (voir 1.4.6), et ensuite le remplacer par un couple homotopique- 
ment équivalent (X’, 4’) qui vérifie ske, X’ © A’ (voir 2.3.3.1); 
ainsi on peut supposer que ske; X € À. Posons Ÿ = À |) ske4:, X 
et considérons le diagramme 


i=inx 


Hn41 (YŸ, À, to) —+ np (X, À, %) 


| P'=—=pr+# | P=prx# 


| | 


nus (V/A, pr (xo)) =" au (X/A, pr (x0)). 


Il est commutatif et i,.i’, p’ sont des épimorphismes. Le fait que à 
en est un découle de l'inclusion ske;,+, À € Ÿ'; pour i’, de l’inclu- 
sion ske;+1 (X/AÀ) € Y/À, pour p', de la partie du théorème déjà 
démontrée. Montrons que ce diagramme vérifie également la dernière 
condition du lemme 7: Ker i € p’ (Ker i). 

Chaque cellule de dimension k +2 de (X/A)  (Y/A) est l'image 
d’une certaine cellule e de X XK Ÿ par l'application pr, tandis que 
l'application de recollement correspondante se présente sous la forme 
proatt.. En vertu du théorème 2.4, il en découle que Keri' & 
C pr, (Ker in,), où in, = [ins : ns (V, to) — aus (X, %o)] et 
Pre = Îprx: Tata (Ÿ, %o) + Tirr1 (N/A, pr (xo))l. Puisque le dia- 
gramme 


in % 
+1 (V, Lo) —— Tr (X, Lo) 


| rel+ fra 


Sn+1 (Ÿ, À, 20) —— Tru (X, À, %o) 
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est commutatif et que 
prs = p'olrel: ny (Ÿ, xo) —+ nx+1 (Y, À, æo)l, 


on en tire pr, (Ker in,) € p’ (Keri).et donc Ker i € p' (Keri}. 

En appliquant le lemme 7, nous voyons que p est un épimorphisme 
et que Ker p — i (Ker p'); mais d’après la partie du théorème 
déjà démontrée, Ker p" est engendré par les quotients (7x) a 
avec & € TE (Y, À, to), 6 ET (À, to). Puisque à ((T;a) & À) — 

— [Te (à (æ))] (à (a) et à est un épimorphisme, _on en tire qüe 
Ker p est engendré par les quotients (Tia) a avec à € ira (X ; 
À, to), O ET (A, Lo). | 

Démonstration dans le cas-k = 0. La commuta- 
tivité du diagramme (4) est évidente, rel, est un épimorphisme puis- 
que ‘A est corinexe et il ne reste qu’à établir que abs pr. est un épi- 
morphisme à noyau indiqué. Si x, est la cellule de dimension nulle 
unique de l’espace X, l’assertion découle de 3.3, vu que le système 
de générateurs et de relations: qui y était indiqué pour le groupe 
T1 (X/', pr (xo)) peut être obtenu à partir du système de générateurs 
et de relations du groupe (X, xo) en éliminant les cellules dé 
dimension 1 et 2 de l’espace À. Le cas général se réduit à ce cas par- 
ticulier par transfert de l’origine (à l’intérieur de A) en une cellule 
de dimension nulle quelconque es et remplacement du triplet (X, A, e5) 
par le triplet (X”, 4”, e) homotopiquement équivalent où e, est 
la seule cellule de dimension nulle. Ce remplacement peut "être 
effectué en passant deux fois à l’espace quotient à partir de l’espace 
X : d’abord on prend l’espace quotient de X par le sous-espace con- 
tractile de dimension 1 de l’espace À qui contient toutes les cellules 
de dimension nulle de A, et ensuite en prenant l’espace quotient dé 
l’espace obtenu par son sous-espace contractile de dimension 1 qui 
contient toutes les cellules de dimension nulle (comparer à da démons- 
tration du théorème 3.6). 

3. L'espace quotient d'un espace cellulaire X par son sous-espace 
simplement connexe A est k-connexe (0 << k << oo) si, et seulement si, 
le couple (X, À) est k-connexe. Si cette condition est satisfaite pour un 
certain k ©, alors l’homomorphisme 


Pl: Na+ts (À, À, To) —> Tri (X/A, pr (to)) 


est un isomorphisme. 

La deuxième assertion du théorème est une conséquence immé- 
diate des théorèmes Z et 1.4.6. La première se déduit de la deuxième 
par récurrence sur k. Rémarquons que pour déduire la k-connexité 
de l’espace X/A de la k-connexité du couple (X, À), il suffit déjà 
d'employer les théorèmes 2.3.3.1 et. 2.3.2.2. 
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4. Siun espace cellulaire X à cellule de dimension nulle distinguée 
Lo Est. k- -connexe, alors l’homomorphisme. 


SU: Nx+1 (X, Lo) T7 rt (su (X, zo), bp) 


est un isomorphisme. 
Ceci découle de 3 (voir 2.1.2). 


A 


7. Espace à groupes d'homotopie donnés 


.Î (Lemme). Soient x un groupe etn un nombre naturel. Si le- 
groupe x est abélien ou que n = 1, alors il existe. un espace cellulaire 
connexe .X pour lequel les groupes n, (X) pour r -£n sont triviaux,. 
tandis QUE Tn (X) = r. 

Démonstration. Nous construirons par récurrence des 
espaces cellulaires connexes. X,, X 1... à points de base ty, Zi, . . + 
et des plongements cellulaires @: Xo— X,, mi Xi Xo, ... 
tels que les points de base sont envoyés dans les points de base et: 
(i) les groupes 7, (X,, 2) aveer<netn<r<n<+k sont tri- 
viaux; (ii) le groupe n, (X;, xx) est isomorphe : à T1; (iii) Pas : 
Hn (X,, Tn) + Tn (XR+1r Th-+1) St un isomorphisme. L' espace À — 

— Jim (X,, ®2) sera alors: l'espace cherché (voir 2.1:5.6 et 1.11.2). 

Pour construire X, et xo, représentons x comme F/F’, où Fest. 
un groupe libre si r7 — 1 et un groupe abélien libre si n => 1. Soient. 
B, B' des bouquets de sphères de dimension n vérifiant x, (B, bp) — 
= F, sn, (B”, bp) — F” (voir 1.3 et 5.6); soit j: (B°, bp) — (B, bp} 
uné application continue telle que f, : nn (B”, bp) — x, (B, bp) coïn-- 
cide avec l'inclusion F—- F (une telle application peut être cons-- 
truite à l’aide de sphéroïdes qui représentent des générateurs libres. 
du groupe F' dans x, (B, bp) = F). Remplaçons dans B” chaque 
Sphère par la boule qu'elle limite et prenons en guise de À, le résul- 
tat du recollement à B par f du bouquet de boules obtenu. Il découle- 
des théorèmes 1.3, 5.6 et 2.3 que X,etxo — imm; (bp)[ = imm, (bp)L 
vérifient les conditions (i), (ii) avec k — 0. 

Supposons que pour un certain i > 1 nous avons déjà construit. 
X, et x, pour 4 <'i et p, pour À 'i — 1, de sorte que X, et x4. 
vérifient les conditions (i), (ii) et qz vérifie la condition (iii): Repré-- 
sentons fn+:; (À ;_1, Li 1) Comme groupe quotient du groupe abélien 
libre, ‘mettons G, et construisons un bouquet de sphères de dimension. 
n +i, mettons C, et une application continue g: (C, bp) — 

— (X 51» Li) telle que l’homomorphisme 


Le: Tn+i (C, Dp)—+ nt: (Xi Ti) 


coïncide avec la projection G— Hn+; (X 31, Li 1) (l'existence de tels 
C et g s'établit de même que nous venons d' établir l'existence de PB’ 
et f, sauf qu'il n’est pas nécessaire de sé servir du théorème 1.3). 

Remplaçons ensuite dans € chaque sphère par la boule qu'elle limite 
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€t définissons X; comme le résultat du recollement du bouquet de 
boules obtenu à € par g. Posons enfin x; = imm, (x;,) et ;_, — 
— imm,. Le fait que X, et x; vérifient les conditions (i), (ii) avec 
k = i, tandis que ®; _, vérifie la condition (iii) pour k — i — 1, décou- 
e de 2.3. 

2. Quels que soient le groupe n, et les groupes abéliens +, Has « .., 
il existe un espace cellulaire connexe X tel que n,(X) = n,, r — 
= {, 2, ... 

Démonstration. Soient X.,, X, des espaces cellulaires à 


cellules distinguées de dimension nulle x,, x2, ..., tels que les 
groupes n, (X,) avec r -£k sont triviaux et n3 (X:) = nx (voir 1). 
Définissons par récurrence les espaces cellulaires Y,, Ÿ:, . .. par les 


formules Ÿ, = D, Yh3, = Y X <X 24, et les plongements cellu- 
laires 3: Yr — Y:4+. par la formule 4 (y) = (y, xx+1). Il découle 
des théorèmes 1.1.9 et 1.11.2 que l’espace X — lim (Ÿ,, V;) possè- 
de les propriétés désirées. 


8. Huit exemples édifiants 


1. Pour r > 1, le groupe d'homotopie de dimension r d’un espace 
cellulaire fini connexe peut ne pas posséder de système fini de géné- 
rateurs (voir 3.4). Un exemple simple est celui du bouquet (S7, ort,) \/ 
\/ (S?, ort,) dont le groupe d’'homotopie de dimension r pour r > 1 
‘est le groupe abélien libre de rang infini. Ceci découle du fait que 
(ST, ort;) \/ (ST, ort:) possède un revêtement par un espace homoto- 
piquement équivalent à un bouquet infini de sphères de dimension r, 
à savoir par la droite à laquelle on a recollé un exemplaire de la 
Sphère S” en chaque point à coordonnée entière. 

Information. Les groupes d'homotopie d'un espace cel- 
Jlulaire fini à groupe fondamental fini possèdent un système fini de 
générateurs. On trouvera la démonstration dans [191]. 

2. Dans les hypothèses du théorème 1.6.6, le sous-groupe 
Ker rel,— Im in, du groupe n; (X, xo) peut ne pas être normal 
{comparer à 1.5.14). Exemple: X est le bouquet de deux cercles, 
À est le premier cercle, x, est le centre du bouquet, p applique 
le deuxième cercle dans x. 

3. Dans les hypothèses du théorème 1.6.7 la scission à droite 
de la suite homotopique du couple (X, À) au terme n, (X, x,) peut 
ne pas être normale (voir 1.5.17). Exemple: X — (D?, ort;) \/ 
\/ (S1, ort:), À = (S*, ort.,) \/ (S*, ort.), x, est le centre des deux 
bouquets i h = limm,: S1— X]o[pr,: X — S!]. 

4. Pour tout 4 => 0, il existe des couples (X, 4) k-connexes avec 
À connexe qui ne sont pas (4 + 1)-simples; qui plus est, dans les 
<onditions du théorème 6.2, pour tout Æ > 0, l’épimorphisme 


Ple: Nn+1 (À, À, Lo) —> Hxs (X/A, pr (to) 
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n'est pas nécessairement un isomorphisme.Exemple : X = (S*+1,ort,)\/ 
\/ (ST, ort.), À — imm, (S') (comparer à Z et 3). | 

5. Le groupe d’homotopie de dimension deux du couple (X, À), 
avec À connexe, peut ne pas être commutatif même dans le cas où 
le groupe nr, (4) l’est et l’espace X est simplement connexe. L’exem- 
ple le plus simple est À = St X ST, x, — (ort., ort,}, X s’obtenant 
de À par recollement de deux copies du disque D? par les applications 
St-> À définies par les formules y+-- (y, ort,), y (ort,, y). Ici 


m(A)=ZEZ, m(4)=0, m(X)=0, m(X)æZ 


{X est homotopiquement équivalent à la sphère S?), de sorte qu'on 
obtient une suite exacte 
OZ TE nm, (X, À, 20) > Z DZ 0, (5) 

qui montre, en particulier, que 9 est un épimorphisme. Si le groupe 
Fo (X, A,%o) était commutatif, alors, en vertu de 1.4.7, l’action 
du groupe ñ, (À, xo) y serait une action identique, et le théorème 2.2 
impliquerait l'inégalité rank 1, (X, À, x) 2 qui est en contra- 
diction avec l'exactitude de la suite (5). | 

6. L'’homomorphisme pr, : n3 (X, À, xo) — 13 (X/À, pr (xo)) peut 
ne pas être un épimorphisme même pour un couple (X, À) Î-connexe 
simple. Exemple: À = D?, À = St, x, = ort,. Ici n,(X, À) = 0 
pour r 2 et nn: (X/A) æ Z (l’espace X/A est homéomorphe 
à S?).. 

7. Pour tout À => 2, il existe des couples cellulaires (X, À) 
{k — Î)-connexes mais non k-connexes tels que À, À sont connexes 
et l’espace quotient X/À est contractile. Pour indiquer un exemple, 
désignons par © et « les éléments des groupes a ((St, ort,) \/ (S*, 
orts), bp), nz ((S1, ort;) V/ (S*, ort;), bp) définis par les sphéroïdes 


imm,: S1— (S1, ort;) \/ (SF, ort.), 
imm;,: S* — (S1, ort;) \/ (S*, ort;) 


et recollons à (S!, ort,) \/ (SÈ, ort;) la boule D**! en nous servant 
d'un sphéroïde quelconque S*— ($t, ort,) \/ (S#, ort;) de classe 
24 — T;a. L'espace cellulaire obtenu est justement X, tandis que 
A se définit comme le cercle ske, X. L’espace quotient X/A peut être 
décrit comme le résultat du recollement de la boule D**! à S* par 
l'application S* —+ S*, homotope à l'identité, d'où l’on tire que 
cet espace est contractile (voir 1.3.7.8). La connexité des espaces 
X, A et la (4 — 1)-connexité du couple (X, À) étant évidentes, il 
suffit: d'établir la non-trivialité du groupe xx (X). D'après 1, 
ta ((S4, ort;) \/ (S*, ort.), bp) est un groupe abélien libre à géné- 
räteurs libres &, — Ta, n — 0,+1,..., tandis que x, (X) s'obtient 
de nx ((S4, ort,) \/ (S*,:ort.), bp) en passant au groupe quotient par 
le sous-groupe engendré par les éléments 24, — @,+, (voir -6.2). 
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Par conséquent, le groupe nx (X) est isomorphe au groupe additif 
des nombres binaires. 

8. L’homomorphisme f, : 1 (X, À, To) —+ Ti. (X”, À’, To) induit 
par l'application f: (X, À, xo) — (X", r A”, x,) n'est pas nécessaire- 
ment un isomorphisme même dans le cas où “tous les homomorphismes 
fa T7 (X, to) > 1, (X”, x) et tous les homomorphismes (ab f), : 
Fr a, EDIre H (4, &,) sont des isomorphismes. Exemple: X — 

= (S”, ort:) \/ (TI, O0), — imm, (ort.) |] imm, (1), 4° — 
— nr, (s1) U imm, (1), zo = x, = imm, (1), f = rel id X. 


9. Exercices 


1. Considérons la partie de l’espace C? définie par l’équation 
x} —= 1 où p, g sont des nombres entiers premiers entre eux; pre- 
| nons son -intersection avec la 
sphère S%. Démontrer que le 

groupe fondamental du complé- 

mentaire de cette intersection 


dans S* est .isomorphe au groupe 
à générateurs Le 2 liés par la 
relation «} = 


(Les intersections décritessont 
difféomorphes à un cercle. Elles 
sont situées sur le tore | x; | — 
— | 2/2, |x, | — V 2/2 contenu 

Fig. 16 (p = 2, q = 3) dans S% et sont appelées nœuds 

| toriques. Sur la figure. 16 nous 

avons représenté le nœud torique et le tore correspondant situés 

dans R° — S°X bp.) 

2. Considérons la sous-variété de la variété CP? définie par 

l’ équation tt +2 + x = 0, où m est un nombre naturel (com- 

parer à 3.9. 4. 2). Montrer que le groupe fondamental du complémen- 
taire de cette sous-variété est isomorphe à Zm- 

3. Considérons la sous-variété de la variété des vecteurs tangents 

à une sphère à g anses constituée des vecteurs non nuls. Montrer 

que le groupe fondamental de cette sous-variété est isomorphe au 

groupe à générateurs G, . . ., Ags O1, + + +, y, A liés par les relations 


dba; "be ... abat br — de, 
aid —= da, ° + agd = düs; bd — db:, . Déd — dbs. 
4. Considérons la sous-variété de la variété des vecteurs tangents 


à une sphère à À bandes constituée des vecteurs non nuls. Montrer 
que le groupe fondamental de cette sous-variété est isomorphe au 
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groupe à générateurs c1,...., Ch, @ liés par les relations 
C1 + nn = A, 
Cid — dc, le. Cnd —= dc. 


à. Montrer que pour chaque groupe x qui peut être donné par un 
nombre fini de générateurs et de relations, il existe une variété dif- 
férentiable fermée de dimension 4 dont le groupe fondamental est 
isomorphe à x. 

6. Montrer que toute variété différentiable fermée orientable de 
dimension différente de 0 et de 3 est cobordante avec orientation 
à une variété simplement connexe. 

Information. Dans le cas tridimensionnel ceci est égale- 
ment vrai. “ 

7. Montrer que le groupe A (x, À, to) envisagé dans l'exemple 8.5 
est isomorphe au groupe à générateurs a, b, c liés par les relations 
ac = ca, bc = cb, abab1 = c. 


$ 4. ÉQUIVALENCE D’HOMOTOPIE FAIBLE 


1. Notions fondamentales 


1. Une application continue. f d’un espace topologique X dans 
un espace topologique Ÿ est appelée équivalence d’homotopie faible 
si l'homomorphisme f, : x, (X, x) — x, (Ÿ, f (x)) est un isomorphisme 
quels que soient r > 0 et x € À. Cette terminologie est justifiée 
par les considérations suivantes: une équivalence d’homotopie est 
toujours une équivalence d’homotopie faible ; la réciproque est faus- 
se. Le premier fait a été établi dans 1.3.7, pour le deuxième, voir 3.5. 

ILest évident qué la composée de deux équivalences d’ homotopie 
faibles est une équivalence d'homotopie faible. 

2. Sif: X —+ Ÿ est une équivalence d’ ‘homotopie faible, alors pour 
tout couple cellulaire (K, L) et des applications continues @: K —Y, 
p: L — X quelconques vérifiant f © D — @ |r, il existe une application 
continue x: K — X telle que % | = vet la composée fo zxest.L-homo- 
tope à @. La réciproque est également vraie ; qui plus est, si f: X — Y 
est une application continue et pour des applications quelconques @ : 
D'—+Y, pp: SL X (r>0) vérifiant fo = y lgr1, il existe 
une application continue x: D — X telle que % |sr-1 = Ÿ et la compo- 
sée fe % est S°-l-homotope à p, alors f est une équivalence d'homotopie 
faible. 

Pour démontrer la première partie, envisageons le cylindre Cyl 
(voir 1.2.6. 10). En vertu du théorème 2.3.1.3, il existe une homoto- 


Pie: PD:'KXI—- Gyl f de là composée des applications K © Y Le 
ES Cy1 f. telle que. D (, t) = imm, (Ÿ (2), 1.— t). pour 3 € L quel 
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que soit # € Z. Puisque rt fo [in: X — Cyl fl — f et jf est une équi- 
valence d’homotopie faible, tandis que rt f est une équivalence 
d'homotopie, on voit que in ést une équivalence d’homotopie faible, 
et par conséquent in, : nt, (X, æ) — x, (Cyl f, x) est un isomorphisme, 
quels que soient r > 0 et x € X. Ainsi le couple (Cyl X, X) est 
oo-connexe (voir 1.6.9) et puisque D (Z X 1) € X, il existe une 
L-homotopie ŸY: À X 71 — Cyl f telle que Ÿ (x, 0) = D (x, 1), quel 
que soit EE K, et V(K X 1) X (voir 2.3.1.6). Définissons l’ap- 
plication x: À — X en posant x (x) = Ÿ (x, 1). On voit que # |r — 
= 4 et que le produit des homotopies rt f ° ® et rt f° W est une 
L-homotopie liant f ° % à o. 

Pour démontrer la deuxième partie il faut prouver que l’applica- 
tion fe : Tr (X, x) —+ nt, (Y, f (x)) est épimorphe et monomorphe quels. 
que soient EX et r > 0. 

Démonstration de la surjectivité Posons 

(ST-1) = x et prenons en guise de @ un des sphéroïdes (D7, ST-1) + 
— (Y, f (x)) d’une classe arbitraire $ de x, (Ÿ, f (x)) ; le sphéroïde que 
l’on obtient y: (D”, ST-1) > (X, x) définit une certaine classe à € 
En, (X, x) et on a f4 (a) = $. 

Démonstration de l’injectivité: soit «€ 
En, (X, x) et fx (4) — 0; choisissons en guise de un sphéroïde 
quelconque de classe à et en guise de œ une application de la boule 
D'*1 dans Ÿ vérifiant q@ [sr = fo; l'application %: D'*t = X qui 
apparaît alors prolonge 1 et donc & = 0. 

3. Sif: À — Y est une équivalence d’homotopie faible, alors, pour 
tout espace cellulaire M, l'application x (id, f):n (M, X)— x (M, Y) 
est bijective. 

Démonstration. L'existence d'un élément à € x (M, X} 
vérifiant [x (id, f)l (x) — B pour chaque $ € x (M, Y) découle de la 
première partie du théorème 2: il suffit de poser K = M, L Z Get 
prendre pour q une application quelconque de classe B. Il en découle 
aussi que, pour des applications continues quelconques 5, 1: 
M — X, l’homotopie des composées f ° @o, f ° +. implique celle des 
applications ©, p, elles-mêmes: en guise de Æ et L il faut prendre 
M X Tet(M X 0) U(M X 1), en guise de  l’application (M X O)Ù 
U(M X 1) — X définie par les formules (x, 0) p, (x), (x, 1) > 
-æ p, (x) et, enfin, en guise de 1, l’homotopie M X 1 — Ÿ qui joint 
fo Po à f° Pi. 


Le cas des espaces cellulaires 


4. Si X, Ÿ sont des espaces cellulaires, alors toute équivalence d’ho- 
motopie faible X — YŸ est une équivalence d'homotopie. 

Démonstration. Soit f: X—Ÿ une équivalence d'ho- 
motopie faible. Conformément à 3, l'application x (id, f) : x (Y, À) —- 
— nr (Ÿ, Ÿ) est bijective; il existe donc une application continue 
g: Ÿ — X dont la classe est envoyée par l'application x (id, f) dans 
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la classe de l’application id. Cette dernière condition signifie que la 
composée jo g est homotope à id Ÿ, et il ne reste qu'à montrer que 
la composée g < f est homotope à id X. Or ceci découle du fait que 
l° application x (id, f}: mn (X, À) — n (X, Ÿ) est bijective, vu qu'elle. 
envoie les classes des applications g + f et id X dans une même classe 
(ceci grâce au fait que les applications f + g + f et f sont homotopes). 

5. Le théorème 4 dit que des espaces cellulaires connexes X, Y 
sont homotopiquement équivalents lorsqu'il existe une application 
continue À — Ÿ qui induit des isomorphismes des groupes d'homo- 
topie, mais ne dit pas qu'ils le sont lorsque leurs groupes d’homoto- 
pie sont simplement isomorphes. C'est d’ailleurs faux comme le. 
montrent des exemples simples. Posons X — S? X RP, Y — 
— $7 X RP?P et supposons que 1 p <q. D’après 2.5.1 et 1.1.9, 
fr (X) & x, (Ÿ) quel que soit r; montrons que À et Ÿ ne sont pas 
homotopiquement équivalents. Il est évident que l'application 
pri: SP X RPT— SP induit un isomorphisme du groupe n, (SP X 
X RP9) sur n;, (S?); nous montrerons qu'il n'existe pas 
d'application continue f: $7 X RPP —+ SP qui induise un isomor- 
phisme du groupe x, (S7 X. RP?) sur x, (S?). Si une telle applica- 
tion f existait, l'application composée 


X+-—> (OTt,, X) 


sr TE, Rpr "2", 59 X RP? /, sr (1) 


induirait un automorphisme du groupe n, (S?); or, d’après 2.3.2.4, 
toute application continue RP? — SP est homotope à une applica- 
tion qui envoie RP?P-1 dans ort,, et par conséquent l'application (1) 
est homotope à la composée des projections 


SP — RPP — RPP/RPP- I = SP 


avec une certaine application continue SP — S? et ne peut donc 
être de degré +1, puisque la projection composée indiquée est de 
degré O pour p. pair et de degré 2 pour p impair. 

L'exemple suivant montre le même phénomène dans le cas sim- 
plement connexe. Posons X — S% x CP”, Y — S?. D'après 2.2.10, 
2.9.2 et 1.1.9, x, (X) = n, (Ÿ) quel que soit r ; néanmoins ces espa- 
ces ne sont pas homotopiquement équivalents puisque l'application 
pr: $5 X CP”* —+ S$ n'est pas homotope à l’application constante 


(car elle induit un isomorphisme du groupe n,(S% x CP") — 
— Z sur n3 (S%) — Z), tandis que toute application continue S? — S° 
est homotope à l’application constante. 

6. Un espace topologique est appelé homotopiquement cellulaire 
s’il est homotopiquement équivalent à un espace cellulaire. Il 
découle du théorème 4 que si Les espaces X, Ÿ sont homotopiquement 
cellulaires, alors chaque équivalence d’homotopie faible X — Y est 
une équivalence d’homotopie. 
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Il découle du théorème 3.5.2.13 que toutes les variétés diffé- 
rentiables compactes sont homotopiquement cellulaires. 

Un exemple d’un espace qui n’est pas homotopiquement cellu- 
daire à déjà été donné dans 2.3.5.4: cet espace n’est pas connexe. 
Un exemple d’un espace connexe (même œ-connexe) qui n’est pas 
homotopiquement cellulaire figure dans 4.1. 

-[nformation. Tousles SCNR sont des espaces homotopique- 
ment cellulaires. Toutes les variétés topologiques (compactes aussi 
‘bien que non compactes) sont des espaces homotopiquement : cellu- 
laires. Le produit de deux espaces homotopiquement cellulaires est 
‘un espacé du même type. Si Ÿ est un espace homotopiquement cellu- 
laire, il en est de même pour l’espace € (X, Y ) quel que soit l’espace 
<ompact X. Si Ÿ est homotopiquement équivalent à un espace cel- 
Julaire dénombrable, alors @ (X, Ÿ ) est homotopiquement équiva- 
lent à un espace cellulairé dénombrable pour tout espace X à base 
dénombrable. On trouvera les démonstrations dans [16]. : 


k-équivalence 


7. Une application continue f d’un espace topologique À dans 
mn espace topologique Y est appelée k-équivalence si V x € X l’homo- 
morphisme f,:1,(X,zx) — n, (Ÿ, f (x)) est un isomorphisme lorsque 
r <k et un épimorphisme lorsque r = k. Ici £ est un entier non 
négatif ; .l’équivalence d’homotopie faible est parfois appelée co- 
#quivalence. 

Il est évident que la composée de deux k-équivalences est une 
k-équivalence. 

8. Sif: À —+ Ÿ est une k-équivalence, alors pour un couple cellu- 
laire quelconque (K, L) vérifiant K KL € ske, K et des applications 
continues @: K—+Y, 1%: L— X telles que fo = p |r, il existe 
une application continue y: K —- X telle que y [1 —= % et la composée 
fo x est L-homotope à œ@. La réciproque est également vraie; qui plus 
est, si f: À —Ÿ est une application continue et pour des applications 
continues quelconques @: D Y, D: S"1—+ X, 0O<Lr<k, véri- 
fiant fo d — @ [sr-1, il existe une application continue’ x: DT — X 
telle que y |sr-1 = 1% et la composée f ° % est ST-l-homotope à p, alors 
j est une k-équivalence. 

La démonstration répète celle du théorème 2 avec des modifica- 
tions évidentes : le couple (Cyl f, À) est maintenant k-connexe, tan- 
dis que pour la démonstration de la surjectivité il faut supposer que 
r < k et pour la démonstration de l’injectivité, que r <k&. 

9. Sif: X —+ Ÿ est une k-équivalence, alors l'application x (id, j): 

tn (M, X)—n(M, Ÿ) est bijective pour tout espace cellulaire M 
vérifiant dim M.<k et. a pour image l’ensemble x sa ) tout -entier 
pour tout espace cellulaire M vérifiant dim M — k.. 
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La démonstration répète celle du théorème # à condition de 
remplacer les renvois au théorème 2 par des renvois au théorème &. 

10. Si X est un espace cellulaire tel que dim X <k et Y un espace 
cellulaire tel que dim Ÿ < k, alors chaque k-équivalence X — Y est 
une équivalence d'homotopie. 

La démonstration répète celle du théorème 4, sauf que le renvoi 
au théorème & doit être remplacé par un renvoi au théorème 9, 


Le cas relati: 


11, Une application f d’un couple topologique (X, À) dans un 
couple topologique (Ÿ, B) est appelée équivalence d’homotopie faible 
si les applications abs f: X — Ÿ et ab f (— ab abs f): 4 — B sont 
des équivalences d’ homotopie faibles. 

Remarquons que si f: (X, À) — (Y, B) est une équivalence d’ho- 
motopie faible, alors l’homomorphisme j, : x, (X, A, zx) — n, (Y, B, 
f (x)) est un isomorphisme quels que soient r ‘1 et x € À ; pour la 
démonstration il suffit d'appliquer le lemme des cinq (voir 1.5.19) 
à l’ homomorphisme de la suite d’homotopie du couple (X, À) dans 
la suite d’ homotopie du couple (Y, B) induit par l'application f. 
Autre conséquence du même lemme des cinq: si fJ:(X, AZ DO) —+ 

—+ (Ÿ, B) est une application continue telle qu’une des applications 
abs f: X + YŸ, ab f: À — Best une équivalence d’ TS AS 
et tous les homomorphismes fa: Tr (À, À, t) >, (Y, B Î (x)), 


PE % (Xs %) + To (F, f (x)), (ab fe: To (4, t) + So 8, F (x)) 


pourr > Âet x € À sont des isomorphismes, alors f est une équiva- 
lence d’homotopie faible. 

12. Si f: (X, A) —+ (Y, B) est une équivalence d'homotopie faible, 
alors pour tout couple cellulaire (M, N) l'application n (id, f): 
n(M, N;X, A) nm(M, N; Ÿ, B) est bijective. 

Démonstration. Montrons d’abord que chaque applica- 
tion continue p: (M, N) — (Y, B) est homotope à la composée d’une 
application continue (M, N) — (X, À) avec f. D'après 2, il existe 
une application continue 1%: V — À dont la composée avec ab j: 
A — B est homotope à ab ®: N — B. D’après 2.3.1.3, l’homotopie 
qui joint ab @ à ab f © Ÿ se prolonge en une homotopie de l’applica- 
tion , de sorte qu’il existe une application œ’: (M, N) = (Y, B), 
ab @’ = ab fo, homotope à @. Enfin, toujours en vertu de à, il 
existe une application continue %: M — X qui prolonge w et telle 
que la composée f + x est N-homotope à p’. Il est clair que 4 (NW) = 
< BP et que les applications f + 4, o: (M, Nj —+ (Ÿ, B) sont homo- 
topes. 

I] reste. à démontrer que pour des applications continues. Ds, Ps : 
(M, N)—(X, À) le fait que les composées f °'@5,.f ° q, sont homo- 
29—0824 
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topes implique que les applications @,, ®, le sont aussi. Supposons 
que D: (M XI, N X [)—(Y, B) est une homotopie qui joint 
f ° Po à f ° p.. D’après 2, il existe une homotopie Y: N X 1 — À 
qui joint ab mo: NV — À à ab ®,: N —+ À, telle que la composée 
ab fo Y est [(W X 0) U(N x 1)] “homotope à l'application ab ©: 
N X TI -+ B. D'après 2.8.1.8, la [(N X 0) U (NW X 1)l-homotopie qui 
joint ab ® à abfceW se prolonge en une [(M X 0) U(M X 1)]- 
homotopie de l’application ® ; par conséquent, il existe une homoto- 
pie D’: (M XI,N X 1)— (Y, B) qui joint f o p, à f © y, telle que 
[ab D’: N X 1 + B] = ab fe Ÿ. Enfin, en appliquant toujours 2, 
nous voyons qu'il existe une application continue X: MX 1— X 
qui prolonge Ÿ telle que X (x, 0) = po (x), X (x, 1) = , (x) quel 
que soit x € M ; ce sera l’homotopie cherchée qui joint @, à 4. 

13. Si les couples (X, A), (ŸY, B) sont cellulaires, alors toute équiva- 
lence d'homotopie faible (X, A) —- (Ÿ, B) est une équivalence d'homo- 
topie. 

La démonstration répète celle du théorème 4, sauf qu'il faut 
remplacer les renvois au théorème 3 par des renvois au théorème 72. 


2. Autres constructions 


1. Nous avons vu que beaucoup d'opérations décrites au $ 41.2 
transforment les équivalences d’homotopie faibles en des équiva- 
lences d’ homotopie faibles. Il est clair, par exemple, que pour toute 
famille d’équivalences d’homotopie faibles {f,: Xy— Xyjuem 
l’application LI, fu: Liu Xi, —> LU, À est une équivalence d'ho- 
motopie faible et que pour des équivalences d'homotopie faibles 
quelconques jf: X,— X,, ..., fn: À, —> X, l'application 


HX KA EX. KE EX... KE 


est une équivalence d’homotopie faible. On voit également que la 
limite d’une suite d’équivalences d'homotopie faibles est une équiva- 
lence d’'homotopie faible. 

Des théorèmes analogues qui se rapportent à d’autres construc- 
tions nécessitent des hypothèses supplémentaires. Nous les exposons 
dans ce qui suit. 

2. Soit f une application d'une triade (X, À, B) dans une triade 
(X", A’, B') telle que ab jf: A — A’, ab j: B + B'. abf: A NB—- 
— À NB sont des équivalences d’homotopie faibles. Si Int À |] 
U Int B = X et Int À’ [} Int BP’ = X', alors absf: X — X' est 
également une équivalence d'homotopie faible. 

Démonstration. D’après le théorème 1.2, il suffit de 
construire, pour des applications continues données : D7— X”, 

: ST X vérifiant f ° 1 — op |sr-1, une application continue #: 
D' + X telle que % |sr-12 = vet la composée f + y est S”-T-homotope 
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à p. Il est évident que les ensembles 
= [gt (Int 4’) N Int D'] Jv-! (Int À), 
= [gt (Int B°) N Int D'] Uwy 1 (Int B) 


sont ouverts et recouvrent D’. Par conséquent, il existe un € positif 
tel que chaque sous-ensemble de D’ de diamètre inférieur à € est con- 
tenu dans U ou dans V. Prenons une triangulation de S7-! telle que 
les diamètres de tous ses simplexes soient inférieurs à € et prolon- 
geons-la, en conservant cette propriété, à D’. Soient K la réunion 
des simplexes situés dans U, et L Ia réunion des simplexes situés 
dans V. Il est clair que ÆÀ et Z sont des sous-espaces de la boule D? 
au sens simplicial et que Ÿ (K AS" HCInA,v(LNS HN 

GC IntB, (KA) Int 4’, ®(L)€ Int PB”. 

En vertu du théorème 1. o il existe une application continue Xo: 
K NA L—- À NB telle que Lo | knznsr-i = ab et la composée 
des applications %, et ab f: À NA B— A’ NB’ est (K NL AN ST-S- 
homotope à l'application ab ê. k NZ À4' N B'. D'après 2.3.1.3, 
la (K NZ NS"-h-homotopie qui joint ab: K NAL— A’ NB’ 
à ab fc, peut être prolongée en une .(X fN S’-!)-homotopie de 
l'application ab : Æ — A’ et en une (Z f S7-*)-homotopie de 
l'application ab ®: L— B'; les deux dernières homotopies défi- 
nissent une S"-Thomotopie qui joint œ à une application ': D — X’ 
telle que q’Ixnz = (lang) °%o et p'(K)C 4", g'(L)E B7. 
Enfin, toujours en vertu du théorème 1.2, il existe des applications 
continues Y%1: Æ— À, %,: L—- B telles que %9 = ab %1, %o — 
— ab y, et la composée de l’application %, avec ab f: À — À’ est 
(K MN L)-homotope à ab g': K — A’, tandis que la composée de 
l’application y, avec ab f: B — B' est (K fN L)-homotope à ab o': 
L—- B'. Ensemble, %, et x, définissent l'application cherchée %: 
DT — X. 

3. Soient (X, C), (X”, C') des couples de Borsuk, Ÿ , Y' des espaces 
topologiques, @: C => Y, p': C’— Y' des applications continues et f: 
Ce C) — (4, 7, C7), g: Y — Y' des applications continues telles que 

op@—=p'o ab f. Si £, g sont des équivalences d'homotopie faibles, 
lors RP F:Y US X —Y" Us À° définie par les formules. 


o [imm,: À + Y U, XI = limm,: X'— y’ [J X'T 0 f, 
Folimm,: Y—Y VU, XI = limm,: Y'=Y' Up X'log 


est également une équivalence d'homotopie faible. 
Démonstration. Recollons X, YŸ et C *X I en identifiant 
chaque point (c, 0) de C' X' Z avec.le point c de X.et chaque point 
(c, 1) de € X TZ avec le point (c) de Y. Désignons. l'espace ainsi 
obtenu par:Z et les immersions imm, : X — Z, imm, Wie Z, im mn ; : 
COX I Z; par a; $, y. Nous montrerons tout d'abord. que: 1 appli- 
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cation k: Z— Y |], À définie par les formules 
hoa=limm: X—+Y [Jo Xl, ho = limm,: Y + Y {, XI, 
hoy=limm,: Y—Y Ug Xlopefpr: € X 1—cC] 
est une équivalence d'homotopie. Pour cela prolongeons l’homotopie 
y: C X T1 Z en une homotopie l': X X 1 + Z de l'application « 


et _définissons l'application k: Y Uo À —+Z par les formules 
k (imm, (x)) = l'(x, 1), EX, koimm, — B. Les formules 


H (immi(x), 1) =h(T(x,t)) pour xEX, 1€lI, 
H(imm;(y),t)=imm(y) pour yEY, #+€lI, 


K (a (a), t)=T (x, 5) pour EX, 11, 
K (8 (y), t) = 6 (y). pour yEY, tEl, 
K (y(c,t},u)=Yv(c;,tu—u+1) pour cEC, €tE€I, uel 


définissent les homotopies 
H: (F Uo À) X T—Y Ur X, K: ZX I1—2Z 


qui joignent k o k avec id (Y Lo X) et ko h avec id Z, de sorte que 
l'application k est homotopiquement inverse de . 

Répétons toutes ces constructions en remplaçant les objets 
X,C,Y,®,...sans primes par les mêmes objets avec des primes. 
Nous obtenons l’espace Z’;, les applications a’: X’ — Z",f":Y'— 77, 
y: C" X I —Z" et l'équivalence d'homotopie k': Y' Ur X’ — 2”, 
Soit G:Z — Z'’ l'application définie par les formules G © & = &" 0 f, 
GoB—=$"°g,Go7y—=7Yy (ab f X id 7). Il est clair qu'elle appli- 
que la triade 


(Z, & (X) Uy(C X [0, 1/21), 8 (F) Uy(C x )) 
dans la triade 
(Z”, a" (X’) Uy'(C’ x [0, 14/2), B° (F7) Uy’ (C'xX 7) 


les hypothèses du théorème 2 étant conservées..En appliquant ce 
dernier théorème, nous voyons que G est une équivalence d'homotopie 
faible, d’où l’on obtient, en se servant de la commutativité du 
diagramme 


YUoeX— Y'Uo X' 
Va Le 
. G ; 


que F est une équivalence d’homotopie faible. 

4: Soit f une application de la triade (X, À; B) dans la triade 
{X', A', B') telle que ab f: A —+ A’, ab f: B — B'et abf: A AB— 
— A" N\ B' sont des équivalences d'homotopie faibles. Si(A, À NB), 
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(4', A’ N B°) sont des couples de Borsuk, alors abs f: X — X" est 
également une équivalence. d'homotopie faible. 

Ceci découle du théorème 3, puisque X = B Un A; X' 
— B' {in A’, où dans la première égalité in = lin: 4 f B— B) 
et dans la deuxième, in — [in: A’ NB'—- B']I. 

2. Si a À), (X’, A à) sont des couples de Borsuk et f: (X, À) —- 

— (X', A’) est une équivalence d'homotopie faible, alors fact f: 
x/À — X'/A' est également une équivalence d’'homotopie faible. 

Pour la démonstration, il suïfit d'appliquer le théorème 3 au 
cas Ÿ = D9, Y’ = DS. 

6. Si f: À — X' est une équivalence d'homotopie faible, alors il 
en est de même pour su f: su X — su X’. 

Pour la démonstration, il suffit d’ appliquer le théorème 5 à 
l'application rel cône jf: (cône X, À) — (cône À", X”). 

7. Sif: À — X', g: Y — y’ sont des équivalences d'homotopie 
faibles, alors il en est de même pour f * g: X x Y — X' + y". 

Démonstration. Désignons par À, B les images des 
ensembles X x Y x [0, 2/3], X x Y x [1/3, 1] par la projection 
XXŸY X[—X+Y et par A’, PB les images des ensembles 
X'xXY'X[0,2/3], X' X Y' x 1/3, 1] par la projection X' x 
X Y'XI— X’'+ ÿ’. Il est clair que f*g applique À dans 4’ 
et B dans B” et l’application 


rel(fsg): (X#Y, À, B)—(X'#Y', A’, B') 


vérifie les hypothèses du théorème £. Celui- Ci implique que f *g 
est: une équivalence d’homotopie faible. 

8. Si f: X —Y est une équivalence d'homotopie faible et K un 
espace cellulaire. localement fini, alors € (id, f): € (K, X) —- 
—+ 6 (K, YŸ) est une équivalence d'homotopie faible. 

Il suffit de démontrer que, pour des applications continues quel- 
conques 


p: D'G(K, Y), p: SL G(K, X) 


qui vérifient @ (id, f) o ® = @ lsr:1, il existe une application 
continue %: D’ 6(K, ZX) telle que % |sr-1 — Ÿ et la composée 
€ (id, f)°%x-est S"-homotope à æ (voir 1.2). Considérons les 
applications o: D x K—Y et w: SEX K—+ X (voir. 1.2. 7.6 
et 2.1.4.3), Elles sont continues et fe Ù = lsr-1, x Ce qui permet 
d'appliquer la première partie du théorème 1.2. D'après celui-ci, 
il existe une application continue & : D" X K — X et une (S7-! x K)- 
homotopie k:.(D° x K) X 1 Y telles que & [sr1,x = et À 
joint p à fo «&. Désignons par A la composée de l’homéomorphisme 
canonique (D7 X 1) X K— (DT X K) X TI avec h. Posons x — œ 
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(voir toujours 1.2.7.6). Il est clair que % |$r-1 — 1 et que À est une 
S"-lhomotopie qui joint @ à @ (id, f)e % 

9. Supposons que les espaces X, et X, constituent avec leurs points 
de base x, et x, des couples de Borsuk. Sif,:(X,, x.) — (X: Lu) SOnt 
des équivalences d’homotopie faibles, alors il en est de même pour 
Vufui Vu (Au Tu) + Vu (Au Zu): 


"L assertion découle de ÿ. 


3. Approximation cellulaire d’un espace topologique 


1. On appelle approximation cellulaire d’un espace topologique X 
tout couple (K, o@) constitué d’un espace cellulaire Æ et d'une équi- 
valence d’ homotopie faible o: À —- X. 

Exemple : si X est un espace de Hausdorff muni d’üne partition 
cellulaire telle que chaque sous-ensemble compact de l’espace X 
coupe un nombre fini de cellules, alors l’espace cellulaire obtenu de 
X par affaiblissement cellulaire de la topologie constitue avec id X 
une approximation cellulaire de l’espace X. En particulier, si 

++. À} Sont les espaces cellulaires, alors (X, Xc... Xe X mn» id) 
est une approximation cellulaire de l’espace À, X ... X Xh, tan- 
dis que (X, *c...+*e Xh, id) est une approximation cellulaire de 
l’espace À, * ... + X,. 

2. Tout espace topologique admet une approximation cellulaire. 

Démonstration. Vu que les approximations cellulaires 
des composantes d’un espace topologique constituent d’une manière 
évidente l’approximation cellulaire de l’espace tout entier, tandis 
que le cas de l’espace vide est trivial, nous pouvons nous limiter 
au cas où l’espace X est connexe et non vide. Soit zx, un de ses points. 
Nous construirons des espaces cellulaires connexes Æ,, K,, ... à 
cellules de dimension nulle distinguées yo, y1, . . ., des applications 
continues 


Pi: (Æ;, Yi) He (X, To); L — 0, T, 
et des plongements cellulaires 


Mi: (Ki Yi) + (Ki Yi = 1,2, ..., 


tels que ®; est une i-équivalence et ; °n; = ®;_. Le couple 
(lim X;, lim ;) sera alors une approximation cellulaire de l’espace X 
(voir 1.11.2). 

La construction s'effectue par récurrence. Posons K, = D, yo = 
= D, po (K,) = x, et supposons que K;, y;, M:, D: pour i <r ont 
déjà été construits et possèdent toutes les propriétés requises. Fixons 
pour chaque élément « du groupe x, (X, x) un sphéroïde f,, : S— X 
de classe & et pour chaque élément $ du noyau NW de l’homomorphisme 


(Prix: Try (Kr-1 Yr_1) — Tri (À, Xo) 
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un sphéroïde gg: S"-!— K,_, de classe et une application continue 
hs: D'— X vérifiant! hg [sr-12 = 1° gg. Les applications f,, gp, 
hs définissent les applications continues 


Ï : V'aer, (X, xo) (S'a — ST, ort:) — À, 
g. Llgen (Se == S7-1) — Ky-1 h : Lise (Ds = D") —+ XX, 
Posons 


Kr={(KrÙ g (Ligen D8)), imm: (yr-1)] V [(V'aexrtx, 0) (Sa bp)), bp] 
et définissons - comme la composée des applications 
imm, . imm, 

K?_4 TT? Ai pe Ü £ (Lise Ds) ——> K 1 
@,: K,—> X comme une application définie par @,, h et f, et y 
comme 1}r (ÿ-_1). En appliquant les théorèmes 3.2.3 et 3.5.5, nous 
voyons que œ, est une r-équivalence, , ° 1, = ®,._, et n, est un 
plongement cellulaire. | 

3. Si(K, y), (K”, q’) sont des approtimations cellulaires des espaces 
topologiques X, X', alors il existe, pour chaque application continue 
f: X — X",une application continue g: K —- K'"telle que le diagramme 

K< K' 

jo Vo 

x x 
est homotopiquement commutatif (i.e. les applications f ° @, ®’°£g 
sont homotopes). La classe d'homotopie de l'application g est uniquement 
déterminée par ces conditions. 

Démonstration. L'application x (id, ®’): x (X, K’) — 
— x (K, X') est bijective (voir 1.3) et donc x (X, K') possède un 
élément et un seul envoyé par l'application x (id, o’) dans la classe 
de l'application jf © +. 

4. Pour des approximations cellulaires quelconques (K, œ), (K”, ’) 
d'un même espace topologique, il existe une équivalence d’homotopie 
g: K — K" telle que la composée @' ° g est homotope à ®. 

Pour obtenir l'application cherchée g, appliquons le théorème 3 
au cas où À’ = X et f — id X. L'application g’ homotopiquement 
inverse s'obtient de la même manière si l’on change les rôles de 
{K", ') et (K, p) ; Le fait que les composées g + g’, g’ + g sont homo- 
topes à des identités découle à nouveau du théorème 8. 


Equivalence d’homotopie faible considérée comme relation 


5. Deux espaces topologiques sont faiblement homotopiquement 
équivalents s'ils possèdent des approximations cellulaires (X, o), 
{L, 1) telles que À = L. Il est évident que cette relation est une 
équivalence dans le sens usuel. 
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Si, pour des espaces X, Ÿ, il existe une équivalence d’homotopie 
faible f: X — Y, alors X et Ÿ sont faiblement homotopiquement 
équivalents ; en effet, si (X, œ) est une approximation cellulaire de 
l’espace X, alors (ÆX, f ° ®) est une approximation cellulaire de 
l’espace Ÿ. La réciproque est fausse: on peut indiquer des espaces 
X, Ÿ, qui sont faiblement homotopiquement équivalents, pour 
lesquels n'existent ni. équivalence d’homotopie faible X — Ÿ, ni 
équivalence d’homotopie faible Y — X. Un exemple est donné plus 
loin dans 4.2. 

Si deux espaces sont homotopiquement équivalents, ils sont évi- 
demment faiblement homotopiquement équivalents. La réciproque 
est fausse ; par exemple, chaque espace topologique est faiblement 
homotopiquement équivalent à un espace cellulaire (voir £Z), mais 
il est faux que chaque espace topologique est homotopiquement 
équivalent à un espace cellulaire (voir 1.6). D'autre part, il découle 
du théorème 1.4 que, dans le cas cellulaire, des espaces faiblement 
homotopiquement équivalents sont homotopiquement équivalents. 


Equivalence d'homotopie faible des fibres 
d’un fibré de Serre 


6. Deux fibres quelconques d'un fibré de Serre à base connexe sont 
faiblement homotopiquement équivalents. 

Démonstration. Soit & un fibré de Serre à base connexe 
et b,, b, des points de la base. Fixons un chemin s: 7 — bs £ qui 
joint b, à b, et une approximation cellulaire (Æ, œ) de la fibre pr £*(b5). 
L'application f = [in: pr é-1(b,)— tl Elo et l’homotopie F: 
K X T1 bsË définie par la formule F (x, t) —s(t) vérifient la 
relation F(x, 0) = précf(x), xE K, de sorte qu'il existe une 
homotopie F: K X [—tl£ de l'application f qui recouvre F 
(voir 4.1.3.6). Définissons l’application #: K —- pr £-t(b,) par la 
formule x F (x, 1) et montrons que 1 est une équivalence d’homo- 
topie faible. 

Notons pour cela que, quels que soient le point x € X et le sphé- 
roïde g € Sph, (K, x), la formule (y, t)--- F (g (y), t) détermine une 
homotopie par fibres (voir 1.7.1) entre les sphéroïdes p+# (8), Pa (8) 
le long du chemin s : J —+ tl Ë donné par la formule &-> # (g (ort:), #). 
Par conséquent, le diagramme 


Tr (K, &) 
gp, ÿ, 


ar (pré (bo), pla) ro (b),w(x)) 
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ést commutatif (la translation 7', a été définie dans 1.7.3). Puisque 
T, est un isomorphisme, la bijectivité de ©. implique celle de 1... 


Approximation cellulaire d’un couple topologique 


7. On appelle approximation cellulaire d'un couple topologique 
(X, À) tout couple [(K, L), œl constitué d’un couple cellulaire 
(Æ, L) et d’une équivalence d’homotopie faible œ: (X, L) —(X, À). 
_ Dans le cas où À et ZL sont des points, l’approximation cellulaire 
[(K, L), ol du couple (X, À) est appelée approximation cellulaire de 
l'espace X à point de base. 

8. Tout couple topologique (X, À) possède une approximation cel- 
lulaire. Qui plus est, pour chaque approximation cellulaire (L, 1%) du 
sous-espace À, il existe une approximation cellulaire [(K, L), ol du 
couple (X, À) telle que % = ab ®. 

Démonstration. Soient (, x) une approximation cel- 
lulaire de l’espace X (voir #) et g: L— M une approximation cel- 
lulaire telle que la composée % + g est homotope à lin: À — X] ° Ÿ 
(voir 3 et 2.3.2.4). Posons X — Cyl j et définissons @ comme la 
rélativisation de l'application À — X formée de y et d’une homo- 
topie quelconque L X 1 —+ X qui joint lin: A—- XlowŸ à Y%og. 
Il est. clair que @ est une équivalence d’ homotopie faible et que 
ab o = Ÿ. 

9. Si I(K, L), œl, [(Æ’, L'}, œ’] sont des approximations cellulaires 
des couples topologiques (X, À), (X’, À'}, alors pour chaque application 
continue f: (X, A) —- (X', À‘) il existe une application continue g: 

(K, L)— (K', L'), unique à une homotopie près, telle que le diagramme 


(K, L)(K"',L') 
Lo Vo 
(X, 4) (X", A) 


est homotopiquement commutatif. Pour deux approximations cellulaires 
quelconques Î(K, L), œl, [(Æ’, L'), œ'] d'un même couple topologique, 
il existe une équivalence d’ homotopie g:(K, L) = (K", L') telle que la 
composée ®' ° g est homotope à 

La démonstration répète celle des théorèmes 3 et 4 sauf qu’il 
faut remplacer le renvoi à 1.3 par un renvoi à 1.12. 


Approximation cellulaire et construction 


10. Il est clair que si (K,, @,) est une approximation cellulaire 
des espaces X ,, u € M, alors (LluemÂ », Lluem@n) est une appro- 
ximation cellulaire de l’espace | ]JemX .. Il découle du théorème 2.9 
que si les espaces À, forment avec leurs points de base x, des couples 
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de Borsuk et JE us Yu), Pul sont leurs applications cellulaires, alors 
\ÿ (Ky, Yu), V u Pul est une approximation cellulaire du bouquet 
, T 
Si "Si (Ka, Q), …...r (Kh, Ph) Sont des approximations cellulaires des 
espaces X,, ..., À,, alors, comme on peut déduire de 2.1 et 1, 
(Ki Xe... Xe Kn, Pi X ... X Ah) est une approximation cel- 
lulaire du produit X, X ... X X,. Sous les mêmes conditions, on 
déduit de 2.7 et de Z que (Ki x%e . .. *e Kh, @1 * . . . + @,) est une 
approximation cellulaire de l’espace X; x...x« X,; en particulier, 
si (X, œ) est une approximation cellulaire de l'espace X, alors 
{su À, su o) est une approximation cellulaire de l’espace su X. 
Si [(X, L), œl est une approximation cellulaire du couple de 
Borsuk (X, À), Nr (K/L, fact o: K/L — X/A) est une approxima- 
tion cellulaire de l’espace X/A ; ceci découle de 2.5. 


Application: généralisation 
des théorèmes 3.3.6, 3.5.5 et 3.6.2 


11 (Lemme). Si (X, À, B) est une triade telle que Int À et Int B 
recouvrent X ou bien (A, À NB) est un couple de Borsuk, alors il 
existe une triade cellulaire (K, L, M) et une application j : (K, L, M) —- 
—+ (X, À, B) telles que les applications abs f: K — X, abf: LA, 
abf: MB, abf: LAM- A NB sont des équivalences d'homo- 
topie faibles. 

Démonstration. D'après 2, l'espace À fB possède 
une approximation cellulaire, mettons (N, %), tandis que d’après 8, 
cette dernière se prolonge en des approximations cellulaires 
[(L’, N), ol, [(W", N), y] des couples (4, 4 NB), (B, A NB). Recol- 
lons à L’ [1 M” le cylindre N X J en nous servant de l'application 
(N X O)U(N X 1) ZL Lj M formée des applications (x, 0) 
> in, (t), (x, 1) in, (x) et désignons l’espace cellulaire obtenu 
par À. Identifions ensuite N, X I, L', M" avec leurs images dans K, 
posons L = (N X 1) L’, = (N X I ) U M et constituons l’ap- 
plication f: (X, L, M) — 4 , À, B) à l’aide des applications com- 
posées 

Pr: 


NXISN HAN X, 
L'YASX, M'SBSX. 
IL est clair que Int L |j Int M = K et que 
abf: LA, abf: M—Betabf: LAM—A/NB 
sont des équivalences d’homotopie faibles. Par conséquent, abs f: 


K — X est également une équivalence d’ homotopie faible (voir 2.2 
et 2.4). 
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12. L’'homomorphisme 
ELA (À, Lo) * JT (B, zo)vk (X, À, P, Zo) — 1 (X, Lo) (2) 


défini dans 3.3.5 est un isomorphisme non seulement pour une triade 
cellulaire (X, À, B) avec À, B et À NB connexes (comme l’aïfirme 
le théorème 3.3.6), mais également pour toute triade (X, À, B), 
avec À, Bet À fN\ B connexes, pour laquelle [nt À et Int B recouvrent 
X ou (4, À f\B) est un couple de Borsuk. Ceci découle de 3.3.6 
et du lemme 71, puisque l’homomorphisme (2) est naturel. 

En particulier, le groupe fondamental d’un bouquet de deux 
espaces est canoniquement isomorphe au produit libre des groupes 
fondamentaux de ces espaces sous la condition unique que l’un 
d'eux constitue avec son point de base un couple de Borsuk (cf. 3.3.7). 

13. Dans le théorème 3.5.5 au lieu d'exiger que le couple (X ,,, x) 
soit. cellulaire, il suffit de supposer qu'il soit un couple de Borsuk, 
Ceci est autorisé par le théorème 8, par ce qui a été dit sur les bou- 
quets dans 70 et par la commutativité du diagramme (3) dans 3.5.1. 

14. Le théorème 3.6.2 et son corollaire 3.6.3 restent valables 
non seulement pour les couples cellulaires, mais également pour des 
couples de Borsuk quelconques. Ceci découle du théorème 8 et de 
ce qui a été dit sur les espaces quotients dans 70. 


4. Exercices 


1. Considérons la réunion du graphe de la fonction 2-- sin (1/x) 
sur l'intervalle 0 << x & 1/x et de la ligne brisée qui joint les points 
successifs (1/71, 0), (1/5, 2), (—1, 2), (—1, 0), (0, 0). Montrer que cette 
réunion est oo-Connexe mais n’est pas homotopiquement cellulaire 
(cf. 1.6). 

2. Désignons par À le sous-ensemble de la droite R constitué 
du point 0 et des points 2° avec n € Z (cf. 4.2.4.2). Montrer que les 
espaces 


X=ZU(AXS), Y=AL(Z X S° 


sont faiblement homotopiquement équivalents, mais il. n'existe 
aucune équivalence d’homotopie faible À —- Ÿ et aucune équivalence 
d'homotopie faible Y — X (cf. 3.5). 

3. Prenons en guise de X la partie de l'espace R$ constituée du 
segment 1 et d’une suite de segments à extrémités n ort., ort,; + 
+ orta/n (n = 1, 2, ...). Montrer que (X, (x,, z2, ts) 21, D) est 
un fibré de Serre et que les fibres de ce fibré ne sont pas homotopique- 
ment équivalentes entre elles. 

4. Soient X, Ÿ des espaces topologiques à points de base xs, yo et 
Z un espace cellulaire localement fini à cellule de dimension nulle 
distinguée z,. Montrer que si f: X — YŸ est une équivalence d’'homo- 
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topie faible et f (xo) = Yo, alors 
ab 6 (id, Î) : 6 (Z, 20 ; X, To) — 6 (Z, Zo ; Y, Uo) 


est une équivalence d’homotopie faible (cf. 2.8). 


$ 5. MULTIPLICATION DE WHITEHEAD 


1. La classe wd (m, n) 


1. Dans ce paragraphe nous définissons et étudions en partie une 
opération sur les éléments des groupes d’homotopie qui généralise, 
dans un certain sens, l’action du groupe fondamental dans les grou- 
pes d'homotopie. La définition suppose donné un couple de nombres 
naturels m, n. u 

Nous commençons par une construction préliminaire très concrè- 
te. Rappelons (voir 2.1.3.2 et 2.1.5.2) que la partition cellulaire 
du produit S% X S7 définie par les partitions à deux cellules stan- 
dards des sphères S, S® se compose de quatre cellules, la cellule 
de plus grande dimension ayant la dimension m + n et les trois 
autres constituant le bouquet (S”, ort,) \/ (S?, ort.,). Ce bouquet sera 
désigné par B (m,n) ou plus brièvement par B. L'application caracté- 
ristique standard qui correspond à la cellule de dimension m + #n 
est la composée de l” homéomorphisme canonique D+#t — D" X D" 
(voir 1.2.6.9) et de l’application-DS X DS. Elle applique la sphère 
S®#?-1 jans B et le point (ort; + ortm+1)/V 2 dans bp = (ort;, ort;), 
définissant ainsi un élément du groupe fm+n (S* X S®, B, bp} 
(voir 2.2.5). Nous désignerons cet élément par Wd (m, n) ou plus 
brièvement par Wd, tandis que l'élément 9 (Wd) du groupe 
Hm+n1 (BP, bp), i.e. la classe du sphéroïde de recollement S7+-1 
— B, sera désigné par wd (m, n) ou plus brièvement par wd. 

Nous aurons également besoin de deux notations: l’homéomor- 
phisme B(m, n)— B(n, m) qui change de place S® et S° sera 
désigné par n, le produit des sphéroïdes mms, imm; : (S", orts) —- 

— (B (m, n), bp) pour m = nr par u. 

2. L'ordre de la classe wd est égal à oo. 

Il suffit d'établir que l’ordre de la classe Wd est infini et que 


0: Tim+n (ST X S?, B, bp) + m+tn-1 (B, bp)— 
est un monomorphisme. La première assertion découle du fait que 
l’homomorphisme 
Pret Hmin (S® X 8%, B, bp) —+ Tmazx ((S X S7)/B = 
= S7*?, pr (bp)) = Z 


applique Wd dans le générateur du groupe indiqué à droite. La 
deuxième découle de l’exactitude de la suite homotopique du couple 
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(S® X S7; B) à point de base bp puisque ins: fm+tn (B, bp) — 
—+ min (5 X 87, bp) est un épimorphisme .(voir 3.5.4). 

3. L' isomorphisme Ty: Mmtn-1 (B(m, n), bp) — ñm+n-1 (B (7, 
m) bp) envoie wd (m, n) dans (— 1) wd (n, m). 

Ceci découle de la commutativité du diagramme 


SM+N-1 — SMtn-1 
| | 
B(m,n)— Bin, m) 
dans lequel les flèches verticales désignent les sphéroïdes (indiqués 
dans 1) qui représentent wd (m, n) et wd (n, m), tandis que l’applica- 
tion horizontale supérieure se définit par la formule 
(x, . + °7 Tmtn) > (Tm+1 +. 3 Tm+n: Li . * °9 Lm). 
(Le degré de la dernière application est’ égal à (--1)"7.) 
4. Sim —1, alors 
wd(m, n)—imme.(sph,) Fimm(eph Ï O0 10 24 (sph,)F*. 


En particulier, wd (1, 1) = ao; 'a;t où «, «, désignent (comme 
au D d. 1) les éléments imm,, (sph.), immo (Sph.:). du groupe 

émons tration. D’ après Z, wd (1, n) peut être représenté 
par le sphéroïde S? — B (1, n) défini par la formule 


(ae. Et) 
: immo DS (V2x:) pour |[z1<1/V2, 
immyo DS (V2 (x ..., &nw)) pour [x1>1/V 2. 
Ce sphéroïde est évidemment homotope au produit du sphéroïde 
(tn +. Apr 
-{ bp pour ti <1/V 2, «) 
immo o DS (V2 (x, ..., &nu)) pour 1>1/V2 | 
par le sphéroïde que l'on obtient du sphéroïde 
AUTRES Tn41) > 
_. { immo o DS (V 2(x, ..., nxs)) pour << — 1/V2, eo) 
_ Ubp pour æ>—1/V2 


-par. translation le long du chemin t--> imm,. DS (4 — 21). I] ne 
reste qu'à remarquer que le sphéroïde (1) appartient. à Ia classe 
imm,4 (sph;);, le sphéroïde (2), à la classe [imm,, (sph,)l-! et le 
schemin, à la classe imm,, (sph.). 
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5. La classe wd (m, n) appartient au noyau de chacun des trois 
homomorphismes suivants 


PTig: Mm+n-1 (B, bp) 7 mn -1 (ST, ort1); 
Plex : Tm+n-1 (B, bp) > Hm+n-1 (S?, ort1); 
IDg: Hmtn-1 (B, bp) T7 mn 1 (ST X 157, bp). 


Pour le troisième homomorphisme ceci découle de l’exactitude 
de la suite homotopique du couple (S® X S7?, B) à point de base bp, 
pour le deuxième et le premier — des égalités [pr,: B — S"] — 
— [pri SX S$7—+ SMloin, [pr,: B— 857] = [pr,: S" x 57 + 
> S"] o in. 

6. L'homomorphisme ‘(id S® \/ Le: Tmin-1 (B (m, n), bp) — 
+ nmin (S", orts) V (B (n, »), bp), bp) applique wd (m, n) dans 


[(id S7 \/ imm,), (wd (m, n))] [id S” \/ imm.), (wd (m, n))l. 


Démonstration. Pour m — 1 ainsi que pour nr = 1 ceci 
découle de 4 et $; supposons que m > À et n > 1. Le bouquet 
(S", ort;) \V (B (n, n), bp) étant simplement connexe, tandis que 
le produit $® X B(n, n) s’en obtient par adjonction des cellules de 
dimension m + n aux sphéroïdes de recollement S"+-1 
— (S%, ort;) \/ (B(n, n), bp) des classes (id S® \/ imm.), X 
X (wd (m, n)), (id S7 \/ imm.), (wd (m, n)), le noyau de l'homo- 
morphisme 


iNny : Tm+n 1 (ST, ort:) NV (B (n, n), bp), bp) — 
7 Mmtn-1 (ST X B(n, n), bp} 


est engendré par les classes indiquées. Ce noyau contient également 
la classe (id S® \/ u}4 (wd (m, n)), puisque wd (m, n) appartient au 
noyau de l’homomorphisme induit par l'inclusion B (m, n) — 
— S7% X S7% (voir 6), tandis que id S” \/ x est l’abréviation de 
l'application id S® X up: SX S7— S% X B(n, n). Par consé- 
quent 
(id S7 \/ u)x (wd (m, n)) = 
= [(id S7 \/ imm,), (wd (m, n))lm [(id S® \/ imm.), X 
X (wd (m, n))]F2 (5} 


lorsque k,, k, € Z et il ne reste qu’à démontrer les égalités k, — 


— k3 = 1. 

Il est évident que les composées (id S® \/ pr.) (id S7 \/ u} 
et (id S% \/ pr.) (id S7 \/ u), où pr;, pr. sont les projections du 
bouquet B (n, n}) sur S", sont homotopes à id B (m, n), les composées 
(id S7 \/ pri)o (id S® \/ imm,) et (id S® \/ pro) o (id ST \/ imm,) 
coïncident avec id B (m, n), tandis que les composées (id S® \/ pri) c. 
° (id S® \/ imm,) et (id S® \/ pre) o (id S7 \/ imm,) coincident. 
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avec l'application composée B (m, n) = sm ES B(m, n). En 


appliquant aux deux membres de l'égalité (3) les homomorphismes 
(id S® V pri)., (id S7 \/ pr.), et en nous servant de la proposition 
3, nous obtenons les égalités 


wd (m, n) = wd (m, n)hi, wd(m, n) = wd (m, njh2 


qui impliquent, en vertu de ?, que k#, = 1, ko = 1. 

7. La classe wd (m, n) appartient au noyau de l’homomorphisme 
SU: Hm+n-1 (B (m, n), bp) 7 Nm+n (su (B (m, n), bp) — B (m + 1, 
n +1), bp). 

Démonstration. D'après 2.1.1, le diagramme 


sm _ B(m, n), bp) —* s" 
Hmn-1 (Ts OTts) —— Hmtn-1 (B(M, n), bp) —— nin-1 (ST, orti) 


| | | 
su su su 
| Prix | Pr | 
Hm+n (SF, Ort4) <—— Hmtn (BP: (M4 1, 241), bp) -— min (ST, orti) 


est commutatif. Il découle de cette commutativité et de la proposi- 
tion $ que su (wd (m, n)) appartient au noyau de chacun des homo- 
morphismes Prix, Plox, ie. au noyau de l’homomorphisme somme 


Hm+n (B (m +1, 2 +1), bp) — man (ST, ort,) 
8 Tm+n (S®*Lort;) ; 


il reste à se rappeler que ce dernier homomorphisme est un isomor- 
phisme (voir 3.5.5). 


2. Définition et principales propriétés 
du produit de Whitehead 


1. Soient À un espace à point de base x, et &, 6 des éléments des 
STOUPES Fm (À, Lo) Tin (X; To). Il est évident que la classe d’homoto- 
pie de l’application »: (B, bp) — (X, x) formée par les sphéroïdes 
(ST, ort,) —+ (X, zo), (S7, ort:) — (X, zo) des classes «, B ne dé- 
pend pas du choix de ces sphéroïdes. Par conséquent, l'élément 
h4, (wd (m, n)) du groupe fym+n-1 (X, æo) est défini par les classes. 
@, B. On l’appelle produit de Whitehead de ces classes et on le note 
&, | 

‘Remarquons qu'en vertu de cette définition la classe wd (m, n) 
elle-même sera le produit de Whitehead des classes des sphéroïdes. 
imm,: (S®, ort;) — (B, bp}, imm,: (S*, ort;,) — (B, bp), i.e. on 
a wd(m, n) = limm,, (sph,), imm., (sph,)l. 

Il est clair que f4 (lx, BI) = [fx (a), fx (B)] quels que soient 
à E Fm (X, To); B € Fin (X, To) et l'application continue f: (X, xo) — 
— (Ÿ, ya). Ïl est clair également que T, (la, Bl) — {T.x, TB] quels 


464 GROUPES D'HOMOTOPIE [CH. 3 


que soient & € Tim (À, To), B E Tin (X, Lo) et le chemin s: 1 —+ X 
d'origine Zo. 

2. Sia € fm (X; To): B € %n (X; Zo), alors [B, aj = (—1)* La, BI. 

En effét, si l’application hk: (B, bp) — (X, %o) est formée des 
sphéroïdes (sm, ort) —> (X, xo), (S°, ort,) — (X, xo) appartenant 
aux classes &, $, on a . 
B, a] = (ko n)4 (wd (n, m)) = kg (re (wd (n, m))) = 
= hy ((—1)rn wd (m, n)) = (—1}rr la, BI 
{voir (1.3). | 

3. Si AE THm(X, Lo) et Ê Bz Enn (X, Zo), n>1, alors 
La, B, + Bel = La; B1l + Lx, Bel. Si cu, &o E Tim (X, Lo), M > 1, et 
BEñ» (X, &o), alors los + >, BI = La, BI + la, B] 

D'après 2, il suffit de démontrer la première égalité. Envisageons 
l'application 

h: ((S7, orts) \/ (B (n, n), bp), bp) — (X, to) 


‘formée de sphéroïdes quelconques j : (IS, ort:)— (X, xo) et 81, Lo: 
{S®, ort;) + (X, xo) appartenant aux classes & et f,, B,. L’applica- 
tion (B (m, n), bp) — (X, to) formée des sphéroïdes f, g, coïncide 
évidemment avec la composée he (id S* \/ imm,), l'application 
-constituée par jf, g,, avec ho (id S" \/ imm.), enfin l'application 
constituée par f et par le produit des sphéroïdes g,, g2, avec Ro 
e (id S7 \/ u). Par conséquent 


Los Bi+Bel= ho (id 8 \/ pu), (wd (m, n))= 
= h, ((Gid S7 \/ imm;), (wd (m, n))+ (id ST \/ imm,), (wd(m, n)))=s 
= (ho (id S7 \/ immi)),(wd(m, n))+ 
+ (Ge (idS® \ imm)), (wd (m, n))=1{a, ji] + a, Fe]. 
4. Sia Es (X, Zo) et B E An (X, Zo) pour n > 1 quelconque, alors 
La, B]l = 6 (Ta B)-!. En particulier, si a, 6 € X. %o), alors La, 'B] — 
= affa” 
Ceci découle de 1.4. | 
5. Le produit la, Bl des classes à E nm (X, xo); B En: (X; to) 
appartient toujours au noyau de l’homomorphisme 
SU: Hm+n1 (X3 Lo) + Tm+n (su (X, to), bp). 
Ceci découle de 1.7. | 


6. Quels que soient à € Tim (X, Lo), B En (Ÿ, Yo). le produit 
-[imm,, (œ), imm,. (B)l appartient au noyau de chacun des trois 
homomorphismes 


Prix ! Am+n-1 ((X, Zo) V Y, Yo)». bp) 7 Mm+tn1 (X, Lo); 
Prog: Wm+n-1 ((X, To) V (Ÿ, Yo) bp) > Tmtnei (7, Yo)s 
in, : Tm+n-1 ((X,.Zo) \/ Y, Yo); bp) —+ Tmn-tn -1 (X X Y, bp). 
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Ceci découle de 1.5. | 

7. La multiplication de Whitehead n'est pas, en général, asso- 
ciative. Ceci découle déjà de 4: si l’on désigne (comme au p. 93.1) 
Par Œ, Us, 3 les éléments LES (sph.), imme, (sph,), imm 3% (sph,) 
du groupe 7 (ST, ort,) \/ (S” ,  0t) \/ (S° , ort1), bp), il s'avère que 
[Lcs, Gel, Gsl — = as, "x lala ot et Îa, Îæ, as = 
= Aston A Hit OS OT. Un autre exemple est envisagé plus 
loin dans 4.2. 


Le cas d’un H-espace 


8. Si X est un H-espace, alors Îa, B] — 0 quels que soient x, € X 
ei € Tm (X, Lo); 6 € Tn (X, To). 

(Ceci généralise le théorème 1.9.11.) 

Il suffit de considérer le cas où x, est l’unité. Soient 


Ï : (S7, ort) 7 (X, To); & : (S?, ort) + (X, To) 
des sphéroïdes appartenant aux classes &, B. Définissons l'application 


h: (SX S7, bp) + (X, xo) par la formule h (x, y) = f (x) £ (y) 
et les sphéroïdes 


f1: (ST, orts) —+ (X, xo), 81: (S7, orts) — (X, xo) 


par les formules f, (y) = f (y) to, 81 (y) = £ (y) xo. Il est clair que 
les sphéroïdes f,, g, sont homotopes aux sphéroïdes f, g et que l’ap- 
plication (B, bp) — (X, xo) définie par f. et g, coïncide avec À |3 — 
— holin: B— S® X S*]; par conséquent, [a, Bl — (ko in),.X 
X (wd (m,n)) = h,4 o in, (wd (m, n)) et, puisque in, (wd (m, n)) — 
= 0, on a La, PB] = 0. 


3. Applications 


1. Soient X; Y des espaces à points de base xo, yo et k, L des entiers 
non négatifs. Si X est k-connexe, Y est l-connexe et (X, to), (Ÿ, Yo) sont 
des couples de Borsuk, alors le noyau de l'homomorphisme 


ins? r+i+1 ((X, Lo) V (Ÿ, Yo): bp) —+ Tr+i+s (X X Y, bp) 


est engendré (comme sous-groupe du groupe appliqué) par les produits 
limm;y (a), iMM (B)l, où «€ TR +1 (X, Zo); B € JU +1 (, Yo) (ci 
9.0.9 et 4.3.13). 

Démonstration. Le fait que tous les produits sont con- 
tenus dans Kerin, découle de 2.6; montrons qu'ils engendrent 
Ker in,. En vertu de 4.2.1, 4.2.9 et 2.3.3.2 on peut se limiter au 
cas où (X, æo), (Ÿ, Yo) sont des couples cellulaires et ske; À — %,, 
ske, Ÿ — y,. Dans ce cas ske,141 (X X Y) © (X, zo) V (Ÿ, yo) et 
_les classes des applications de recollement des cellules de dimension 
(k + l + 2) appartenant à (X X Y)XI(X, zo) V (Ÿ, yo)l sont, comme 
on voit immédiatement d’après la définition 2.1, les produits de 
Whitehead des classes des applications caractéristiques qui corres- 
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pondent aux cellules de dimension # + 1 appartenant à imm, (X) 
par les classes des applications caractéristiques qui correspondent 
aux cellules de dimension ! + 1 appartenant à imm, (Y). Par consé- 
quent, pour 4 > 0 et {=> 0, Ker in, est engendré par les classes 
limm;, (&), imm,x (B)l, où & € nz+1 (X, to) et B € +1 (Ÿ, Yo) (voir 
3.2.4); si k > 0 et ! = 0, alors Ker in, est engendré par les classes 


T imm (0) [imm,. (œ), immsx (B)}, 


où à E Tri (X, to) et B, 6 Em (Ÿ, Yo) (voir 3.2.4); si 4 = 0 et 
L= 0, alors Ker in, est engendré par les classes 


Timm (0) immi, (œ), immx (B)1, 


où à, 0 Em (X, to) et B E +1 (Ÿ, Yo) (voir 3.2.4); pour k4 = ! = 0, 
Ker in, est engendré par les classes 


T'immy4(o immouto,) .…. immya(o imme,(o,) lim (&), immzx ($)], 
où «, Ou, Oo EX, Lo) et B, ©, : .., ©a ET (Ÿ, Yo) (voir 
p. 3.3). Il reste à remarquer que quels que soient «, 6 € 51 (X, 0), 
B E su41 (Ÿ, yo) avec [> 0, on a 
T'imm,,(0) [imm1+ (œ), immzx (f)] — 
= —{[immu (0), immox (B)] + [immu+ (a0), immex (f)] ; 


quels que soient à € ny: (X, o), B, G Emi (Y, yo) avec k=0 


Timmo, (0) [immix (a), immz+ (P)]= 
— —[immi, (œ), immo (6)] + [immix (@), immo (BO)] ; 
quels que soient a, 6 Em (X, æ9) et B, © — m1 (Ÿ, Yo) 
T(immieoXimm,.o) Limm,,4@, imm,,f] = [immi,0,imm,.of}*{[imms,0c, 
imm,.,.@f] [imm,,0@, imm,,.ow]"![imm;,0, imm;,0)] 
(voir 2.4). 
© 2. Pour n entier pair et positif quelconque, la classe [sph,, sph,l 
est d'ordre infini dans Ton 1 (S"). En particulier, les groupes rx -1 (S?*) 
sont infinis lorsque k > 1. 
(Cf. pp. 2.2 et 2.4.) 
Démonstration. Puisque 
us [sph,, sph,]=[n,(sph;), n4 (sph:)]= | 
—[imm;, (sph,)+imm.., (sph,), immi, (sph,) +imm,, (sphà)] — 
= [imm, (sph,), immy, (sph,:)]-+[imm,, (sph.), imm, (spha)]+ 
+2 [immyx (spha), imm (Spha)] = 
= immys [sph», sph,] —+ IMmMos [sph,, sph;,| + 2wd (n, n); 
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2wd(n,n)=u4[sphh, sph,]—imm,.{[sph,, sph,] — 
— immo,[sph,, sph,]l. 


Si la classe [sph,, sph,l avait un ordre fini, alors la classe 
wd (x, n), contrairement à 1.2, aurait également un ordre fini. 

3. Pour chaque n pair positif, le noyau de l'homomorphisme 
SU: Hon-1 (9°) —> Ton (ST) est infini. 

Ceci découle de Z et de 2.5. 


4. Exercices 
1. Calculer le groupe d’homotopie de dimension 3 d'un bouquet 
de sphères de dimension 2. 
2. Montrer que 
[la, B]l, y! la, [B, vi] 


a = imm,, (sphi) LE st (B (1, 2), bp)l, 
B.— y — imm,, (sph:) [E no (B (1, 2), bp)l. 


3. Montrer que pour des & E nm (X, xo), B Eñn (X, to), Y € 
€ Sp (X, to) quelconques, m>œ1,n>1,p>—1,0ona 


(—1}7 (lo, 8], yl + (—19m7 [IB, vl, al + (—1jee [ly, al, BI = 0. 


si 
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1. Equivalence d’homotopie faible et fibré de Steenrod 


1. Deux fibrés de Steenrod E,, £, de même fibre standard F 
sont appelés k-équivalents s’il existe un espace cellulaire B et des 
k-équivalences ®,: B—- bs &,, w:: B— bs &, tels que les fibrés 
Dé: plE: soient F-équivalents. Dans cette définition 0< 4 < co. 
Le cas À — est le plus important. Les fibrés de Steenrod c-équi- 
valents sont également appelés fibrés faiblement homotopiquement 
équivalents. 

. [Il est clair qu'un fibré induit par un fibré dé Steénrod au moyen 
d’une k-équivalence est k-équivalent à ce fibré. On voit également 
que les bases de deux fibrés de Steenrod faiblement homotopiquement 
équivalents le sont aussi, et l'application du lemme 1.5.19 nous 
montre qu'il en est de même pour leurs espaces totaux (il faut appli- 
quer le lemme 1.5.19 aux homomorphismes des suites homotopiques 
des fibrés ql£,, pl£: dans les suites homotopiques des fibrés E£;, 6: 
induits par les applications ad q,: q'E, — STE ad Ps: Plée —+ Éo). 

2. Soient Get & des fibrés de Steenrod de même fibre standard F. 
Si le fibré & est universel, alors le fibré &, est également universel si, 
et seulement si, il est faiblement homotopiquement équivalent à &:. 
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Démontrons d'abord la suffisance de cette condition, i.e. démon- 
trons que pour chaque fibré de Steenrod Ë à fibre standard F et à 
base cellulaire, pour tout sous-espace (au sens cellulaire) B de l’espace 
bs £ et pour toute application continue : B — bs &, qui induit le 
fibré o'&, F-équivalent à Ë |», il existe une application continue w: 
bs £ — bs €, telle que 4 |: = vw et le fibré W'&, est F-équivalent à £ 
(voir 4.4.2.2). D'après 7, il existe un espace cellulaire Æ et des équi- 
valences d’homotopie faibles f,: À — bs &, et f,: K —- bs &, tels 
que les fibrés jf}, et f;6 sont F-équivalents ; d'après 4.1.2, il existe 
une application continue g: B — K telle que la composée f, 0 g 
est homotope à 

Dans la chaîne de F-fibrés 


(faog) = g'(fi bu), g' (fie) = (fo) Los P'És CB 


qui apparaît alors, les fibrés voisins sont F-équivalents et par consé- 
quent le fibré (f, ° g)' &, est F-équivalent à & |,. Le fibré &, étant 
nniversee, il existe une application continue À : bs E— bs C1 telle que 
— fn og, le fibré h'£, étant F- équivalent à Ë (voir à nouveau 
ñ 4. 2. 2). Puisque j est une équivalence d’homotopie faible, il existe 
une application continue 4: bs E —+ K telle que k |» = g, la com- 
posée f, + k étant homotope à À (voir 4.1.2). La er l’ap- 
plication f,°k: bs 6 — bs €, à PB coïncide avec f, ° g;.elle est 
donc homotope à o: par conséquent, il existe une application Ÿ : 
bs £— bs &, homotope à f, + # qui coïncide avec q sur B. Comme 


dans la chaîne 
Vo (fook) bo = k' (fil), k' (IE) = (faok)lEi, h'hs, E 


les fibrés voisins sont F-équivalents, le fibré V!E, est F-équivalent 
à €. 

La déduction de l’équivalence d’homotopie faible des fibrés 
& et & de leur universalité est basée sur la partie du théorème déjà 
démontrée. Soient (K, v,), (K, @.) des approximations cellulaires des 
bases des fibrés &,, C2. Puisque les fibrés p@, ii sont faiblement 
homotopiquement équivalents, ils sont universels, et par conséquent 
les espaces X.,, K, sont homotopiquement équivalents (voir 4.4.2.4). 

3 (Corollaire). Si deux espaces sont des espaces classifiants pour un 
même groupe topologique, alors ils sont faiblement homotopiquement 
équivalents. 

4. Pour tout groupe topologique G il existe un G-fibré universel à 
base cellulaire. 

Ceci découle de 4.4.3.4, 4.3.2 et 2. 

5. Un fibré principal est universel si, et seulement si, son espace 
total est œ-connexe. 

Démonstration. Supposons d’abord que Ë est un G-fibré 
universel. En vertu de 2, Ë est faiblement homotopiquement équiva- 
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lent à MiG, mais l’espace tl Mi G est oco-connexe (voir 2.3.3.10, 
4.2.7 et 1.11.2), donc l’espace tl E est également o-connexe (voir 1). 

Supposons maintenant que 6 est un G-fibré de Steenrod tel que 
l’espace tl £ est o-connexe. Fixons une approximation cellulaire 
quelconque (X, æ) de l’espace bs Ë et envisageons le G-fibré q'E. 
Puisque le fibré Mi G est universel, q'é est G-équivalent au fibré 
induit du fibré Mi G par une certaine application continue p: Æ — 
—+ bs Mi G. Les espaces tl Mi G et tl (@'Ë) étant oo-connexes et la 
oo-connexité de tl (@'£) impliquant celle de l’espace tl (p! Mi G), 
l'application du lemme 1.5.19 montre que w est une équivalence 
d’homotopie faible (il faut appliquer le lemme 1.5.19 à l’homomor- 
phisme de la suite homotopique du fibré w!' Mi G dans la suite homo- 
topique du fibré MiG induit par l'application ad v: 1! Mi G —- 
— Mi G). Ainsi le fibré & est faiblement homotopiquement équiva- 
lent à Mi G; il est donc universel (voir 2). | 

6. Si X est un espace classifiant d'un groupe topologique G, alors 
pour tout r > 1 le groupe n, (X) est isomorphe à n,_1 (G) | 

En effet, d’après le théorème 5, les homomorphismes À de la suite 
homotopique du G-fibré universel de base À sont des isomorphismes 
(voir 1.8.7). 

7. Si X.,, X, sont des espaces classifiants des groupes topologiques 
G:, Go, alors À, X X, est un espace classifiant du groupe topologique 
G; X Ga. 

Démonstration. Il suffit de vérifier que si &, est un 
G;-fibré universel et £, un G;:-fibré universel, alors &, X &, est un 
(G, X G2)-fibré universel. Or ceci découle de $ et 1.1.9. 

8. Les théorèmes 2 et 5 restent valables pour les fibrés k-univer- 
sels: si un des deux fibrés de Steenrod à, même fibre standard est 
k-universel, alors l’autre est k-universel si, et seulement si, il est 
k- équivalent au premier ; un fibré principal est k-universel si et seule- 
ment si son espace total est k-connexe. La démonstration est une 
modification évidente de celles des théorèmes 2 et 5. 


Application: fibrés universels principaux 
pour les groupes abéliens à système de générateurs finis 
9. Quels que soient n et m1, . . ., nu, Le fibré 
(RX...XRXS®X...xS", helx...xhel X pr x ... x pr, 
_ ne nn, net nn es ee” te men, ne men mn” 


n l 
TX: LXE X E (ra) X ... XL (nu)) 


est un (Z" D Zm, ® ® Zm,) fibré universel. En particulier, 
ST est un espace classifiant pour le groupe Z et L(m) l’est pour le 
groupe Zm. 

Les espaces R et S®% étant o-connexes, ceci découle de 5 et 
1.1.9. 
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2. Théorie des revêtements 


1. Dans ce sous-paragraphe nous passons en revue les principaux 
revêtements d'un espace connexe non pathologique et donnôns une 
condition d'équivalence de deux revêtements donnés. L’exposé, 
axé sur le groupe fondamental, est très élémentaire et s'appuie seule- 
ment sur deux théorèmes de la théorie des fibrés qui supposent donné 
un revêtement & à point de base x €tl E: 

(i) chaque chemin dans bs £ d’origine pr € (x) admet pour recou- 
vrement un chemin et un seul (dans tl Ë) d’origine x; 

(ii) si deux chemins dans bs & d'origine pr £ (x) sont homotopes, 
alors les chemins qui les recouvrent (dans tl Ë) sont également homo- 
topes et, en particulier, ont la même extrémité. (Ces théorèmes sont 
des conséquences immédiates des théorèmes 4.1.3.6 et 4.1.3.8.) 
Il est vrai qu’en réalité nous nous servons parfois d’autres faits qui 
se rapportent à la théorie des fibrés (par exemple, du théorème 1.8.12), 
néanmoins ils se déduisent tous très facilement de (i) et (ii). 

Un des objets principaux de la théorie des revêtements est le 
groupe du revêtement. Rappelons que d’après 1.8.12, l’homomorphisme 
Pre: TMitlé, x) — Ty (bs &, pr Ë (x)) est un monomorphisme pour 
chaque revêtement £ à point de base x € tl &. L’ image de ce mono- 
morphisme est appelée groupe du revêtement € à point de base x; 
on le notera gr & (x). 

2. Si pr E (x1) = pr & (xo) et s est un chemin dans tl Ë qui joint 
zo à 21, on a gr E (x,) = 0 ler E (xo)l o7*, où © est la classe du lacet 
préos. En particulier, si pr 6 (x) = pr Ë (xo), alors gr & (to) et 
gr £ (x) sont conjugués dans n, (bs Ë, xo). La réciproque est également 
vraie: seuls les groupes gr & (x) pour x € pr &-! (pr Ë (xo)) sont des 
sous-groupes du groupe n (bs Ë, pr 6 (xo)) conjugués avec gr & (x). 

En effet, 


gr E (xs) = prés (mi (tlE, 21) — 
= présoTs.(m(tlé, x))= Ty os Pr Ex (ru (1 Ë, &o)) = 
— T priés (gré (o)) — © [gr 6 (to)] o71 


et ces mêmes égalités montrent que pour un élément quelconque 
du groupe 7; Es £, pr E (to)) le groupe © [er E (x0)] 67! coïncide 
avec gr & (s (1)), où s est un chemin dans tl Ë d'origine x, qui recouvre 
un lacet quelconque appartenant à la classe o. 


Hiérarchie des revêtements 


$. Un revêtemerit £ à point de base zo Etl E est dit-subordonné 
à un revêtement €” à point de base x, € tl £” lorsque bs £” — bs £ 
et il existe une application op: £’ + É telle que bs ® = id bs'& et 
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tl (x) = zo L'application œ est alors appelée application. de 
subordination ou subordination tout court. 

IL est clair que si o: £” — £ est une application de subordination, 
alors (tl £”, ti o. tl €) est un revêtement. 

4. Si.une application de subordination existe, elle est unique. 

Démonstration. Soient. ®, % des’ subordinations du 
revêtement £ à point de base x, relativement au revêtement E’ à 
point de base x, ; soit x" un point de l’espace tl £”’. Si le chemin s: 
Î — tl €’ joint x à x’, alors les chemins tl œ@ ° 5, tl + s dans l’espace 
tl'é: recouvrent le même chemin pr Ë’°s de la base bs £ et ont 
même origine. Par conséquent, tlbos—=tlpos et tlw (x) — 
= tlhos (1) = tl pos (1) = ti p (x). | 

5. Si deux revêtements à point de base sont subordonnés l’un à 
l'autre, alors les subordinations sont des équivalences inverses l’une 
de l’autre. | 

Démonstration. Soient p: £ —E£, : E—Ë des 
subordinations. Alors po @: Ë" — Ë’, @o p': & — E sont également 
des subordinations, d’où l’on déduit, en vertu de 4, que ®’° @ — 
= idé", pop = id E. 

6 (Lemme). Soient Ë, £" des revêtements à base commune et à points 
de base to EtlE, x Etl£ tels que pr £ (x,) = pr & (to) et gr Ê" (x) 


C gr Ë (to). Si es chemins Si, $,: 1 — tl Ë” ont pour origine le point 
x, et possèdent la même extrémité, alors les chemins situés dans tl £ 
qui recouvrent pr Ë 0 , pré" cs, et ont pour origine le point To 


ont également la même extrémité. 

Démonstration. Soient Sir 82 des chemins dans tl £ 
d’ ose z qui recouvrent pr E' os!, pr Eos. La classe du lacet 
{pr Ë"os;)(pr Ë os) ! appartient à gr €’ CAL et, par conséquent, 
à gr & (to), de sorte que le chemin dans tl £ d’origine x, qui recouvre 
le lacet indiqué est fermé. Ce chemin fermé se représente comme le 
produit d’un chemin qui recouvre pr Eos, par un chemin qui recou- 
vre (pr Ë"cs.) "Île premier facteur a pour origine le point x, et coïn- 
cide donc avec s,, tandis que le second a pour. extrémité le point x 
et coïncide donc avec S,*. Aïnsi Si 82 Ont même extrémité. 

7. Soient E, E’ des revêtements à base commune et à points de base 
to Eté, x Etl É tels que pr Ë" (x;) = pr & (xo). Dans ce cas, si E 
est “subordonné à E', alors gr £’ (x 2) & gr Ë (to); si gré (x)e 
Œ gr E (to) et la base bs Ë est localement connexe, alors E est subordon- 
né à E’ 

La première assertion est évidente; démontrons la deuxième. 
Faisons correspondre au point z’ € til Ë’ l'extrémité commune des 
chemins dans tE d’ origine %, qui recouvrent les chemins de Ja 
forme pr Ë’ su, où u est un chemin de tl £” qui joint x, à x’ (voir 6). 
Ceci détermine une application F': tl: £” — til & qui vérifie la relation 
pr 60 F = pr Ë’ et il ne reste qu’à démontrer que cette application 
est continue. Soit x’ un point de tl £’ et: U un voisinage du point 
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F (x'); nous indiquerons un voisinage U” du point x’ tel que F (0) 
a U. 

Pour cela, choisissons dans bs Ë un voisinage W du point pr £’ (x) 
tel que certains voisinages V”, V des points x”, F (x’) sont projetés 
bijectivement sur W par pr Ë”, pr &. Puisque l’espace bs & est locale- 
ment connexe, on peut prendre, à la place de W, un voisinage W, 
du point pr £’ (x’) plus petit que W et tel que pr £” (x') peut être 
relié à un point quelconque de W, par un chemin qui passe par W. 
Posons V, = V' N(pr Eë) 1 (W,), V, = V N pr ET (W,) et prenons 
en guise de U’ l'intersection V' N] (pr Ë’) ! (pr 6 (U)). Il est évident 
que æ EU"; montrons que F (0) € U. 

Soit y’ E U’. Puisque ab pr £’: V'—+ W est un homéomorphisme, 
on peut joindre x’ à y’ par un chemin v’ : { —- tl £” contenu dans V”. 
Définissons le chemin v: { — tl £ par la formule 


v () = (pr Ë lv) (pr £" v (4), 


fixons un chemin uw’: Î — tl £" qui joint x, à x’ et envisageons un 
chemin u: Î— tl £ qui joint x, à F (x) et qui recouvre le chemin 
pré" ou’. Il est clair que le chemin uv" joint x, à y”, tandis que le 
Chemin uv recouvre le chemin pr £" + (uv) et a pour origine le 
point xs Par conséquent, uv (1) — F (y) et donc F (y) = v (1) — 
= (pr E |y)-1 (pr EG) EV Nprét(prE (VU) U. 

8 (Corollaire). Les revêtements Ë, E" à base commune localement 
connexe sont équivalents si, et seulement si, pour des points xo € tl Ë, 
x, Etl £’ vérifiant pr £’ (x;)= pr 6 (to), les groupes gr & (x), gr E” (x) 
sont conjugués dans n, (bs &, pr & (x)). 


Le groupe des automorphismes d’un revêtement 


9, De même que les automorphismes (les auto-équivalences) d’un 
fibré quelconque Ë&, les automorphismes d’un revêtement Ë forment 
un groupe ÂAut Ë. Sa structure est décrite par le théorème 70 ci-des- 
sous, dans lequel x, désigne, comme toujours, un point de base 
situé dans tl £. En outre, nous employons dans 7/0 deux nouvelles 
notations: ev et Reg. La première désigne l'application du groupe 
Aut £ dans la fibre pr 8-1 (pr & (xo)) définie par la formule ev (p) = 
— tl @ (x), la deuxième, l’ensemble de tous les points x appartenant 
à pré" (E(xo)) tels que gr E (x) = gr E (xo). IL découle de 2 que 
l’image inverse de l’ensemble Reg par l'application A: n, (bs Ë, 
pr 6 (to)) — no (pr (pr É (to)), to) = pr ÉT (pr E (xo)) coïncide 
avec le normalisateur Nr (gr Ë(xo)) du groupe gr Ë(xs) dans 
m1 (bSË, prE(xs)). (Rappelons que l’on appelle normalisateur 
Nr (4) d'un sous-groupe À du groupe donné G, la partie du groupe 
G formée de tous les g tels que gHg”! — H; c’est un sous-groupe du 
.groupe G dont À est un sous-groupe normal.) Ainsi À induit une 
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bijection 
fact ab A: Nr (gr & (x,))}/gr & (xo) — Reg. 

10. L'application ev est injective, son image ev (Aut Ë) est contenue 
dans Reg et l'application composée 
AutE ST Rod ES Nr (gr E (0))/8r E (40) 
est un anti-homomorphisme. Si la base bs & est localement connexe, alors: 
ev (Aut Ë) — Reg, de sorte que le groupe Aut & est antiisomorphe au 
groupe Nr (or E (xo))/gr & (xo). Si en outre le revêtement Ë est régulier, 
alors Nr (gr E (xo))-coëncide avec n, (bs Ë, pr & (xo)), de sorte que le: 

groupe Aut & est antiisomorphe et n, (bs &, pr & (x)}/gr Ë (xo). 

Démonstration. Puisque tout automorphisme ® € Aut Ë. 
peut être envisagé comme une subordination du revêtement & à point 
de base tl ® (xo) relativement au revêtement & à point de base x, 
l’injectivité de l'application ev découle directement de 5. D'une 
manière analogue, l'inclusion ev (Aut £) € Reg découle de la pre- 
mière partie du théorème 7, tandis que l'égalité ev (Aut £) — Reg 
(dans le cas d’une base localement connexe), de la deuxième partie 
de ce théorème. Enfin, le fait que l’application (fact ab A)-tc ab ev 
est un antihomomorphisme est évident. | 


Revêtements réguliers 


11. Un revêtement € est dit régulier si pour un point x, € tl Ë 
le sous-groupe gr £ (x) du groupe x, (bs £, pr & (xo)) est normal. IE 
découle de Z que dans ce cas gr E (x) sera un 
sous-groupe normal du groupe x, (bs £ 
pr & (x)) pour tout point x € tl £. 

Si le revêtement & est régulier, alors en 
vertu de 2, pour tout point b € bs & les 
groupes gr Ë (x) coïncident lorsque x € 
€ pré (b). 

Remarquons que tous les revêtements 
à deux feuillets sont réguliers (un sous- 
groupe d'indice 2 est toujours normal). 

D'autres exemples de revêtements ré- 
guliers sont donnés par les revêtements 
(R.: hel, Stet(St,hel,, S1 (voir 4.1.2.6), 
ainsi que par les revêtements (S?"-1, pr, 
Lim; h,...,1,)) (voir 4.2.8.15) et "(S5. 


pr, S3/GP), où P est un tétraèdre, un cube 
ou un dodécaèdre (voir 4.2.3.17). Un 
exemple d’un revêtement non régulier est 
montré sur la figure 17 (les deux points 
A sont identifiés ainsi que les deux points B); le fait que ce revé- 
tement n'est pas régulier découle du théorème 72 ci-dessous. 


Fig. 17 
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12. Un revêtement £& est régulier si et seulement si, pour un point 
to Etlé et un lacet quelconque s: T1 — til & d’origine x, et un point 
quelconque x € pr E"* (pr Ë (xo)) Le chemin qui recouvre le lacet pr £cs 
et a pour origine le point x est fermé. 

En effet, la dernière condition signifie que chaque élément du 
groupe gr Ë (Zo) appartient également à tout groupe gr £ (x) pour 
x Epr E* (pré (xo)), d’où l’on déduit que chaque sous-groupe du 
groupe nt (bs E, pr 6 (xo)) conjugué avec gr Ë (x,) coïncide avec 
gr 6 (to) (voir 2). 

13. Un revêtement Ë est régulier si, et seulement si, il est équivalent 
à un fibré principal. Le ge structural d'un tel fibré est discret et 
isomorphe à. G = 1 (bs &, pr Ë (xo))/gr & (xo); deux G-fibrés de Steen- 
rod, tous les deux équivalents à Ë, sont G- équivalents entre eux: 
| Démonstration. En vertu de 4.3.2.10 et 4.3.2.11,.& est 
équivalent à un G-fibré de Steenrod si, et seulement si, il existe une 
action à droite continue et libre du groupe G dans tl & dont les 
trajectoires coïncident avec les fibres, d'où l’on tire en particulier 
que le groupe G doit être discret. Les transformations de l’espace tl É 
définies par cette ‘action déterminent des automorphismes du revêé- 
tement Ë; d’après 9 une telle action est possible seulement dans le 
cas où & est régulier et le groupe G est antiisomorphe à Aut Ë, i.e. 
isomorphe à x, (bs Ë, pr Ë (xo))/gr Ë (to). 


Existence des revêtements 


14. Un espace topologique X est dit micro-simplement connexe 
si chaque point x € X possède un voisinage U tel que l’homomor- 
phisme in, : 7, (U, x) — n, (X, x) est trivial. 

La classe des espaces micro-simplement connexes contient évi- 
demment tous les espaces simplement connexes et tous les espaces 
localement contractiles (parmi ces derniers citons tous les espaces 
localement euclidiens et tous les SCNR (voir 1.3.6.8), en particulier, 
tous les espaces cellulaires (voir 2.1.4.5)). 

15. Tout espace possédant un revêtement simplement connexe est 
micro-simplement connexe. 

En effet, si & est un revêtement avec tl Ë simplement connexe, et b 
un point de la base bs E, alors l’homomorphisme ins : Ty (U, D) —+ 
— 1, (bs €, b) est trivial pour chaque voisinage U du point b à 
restriction & [y triviale. 

16. Si un espace B est connexe, localement connexe et micro-simple- 
ment connexe,.alors pour chacun de ses points b, et chaque sous-groupe n 
de 5 (B, bo) il existe un revêtement & à point de base xs € tl Ë tel que 
bs E — B, pr & (to) = bo et gr Ë (xo) = nr. 

Démonstration. Prenons l'espace quotient de & (7, 0; 
B,.b,) en identifiant tous les deux chemins s,, 5, à extrémité com- 
mune tels que la classe du lacet s.5,;" est contenue dans 1x, et désignons 
l’ensemble quotient par £. Désignons ensuite par Nb (U, V ; s), où 
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U est un ouvert de B, V un ouvert de U et's un chemin de B vérifiant 
S (0) = bo, s (1) € V, le sous-ensemble de l’ensemble Æ formé des 
points représentés par des chemins de la forme sw avec w (1) € U, 
w (1) € V. Les ensembles Nb (U, V ; s) vérifient les conditions de la 
proposition. 1.1.1.9 et par conséquent constituent la base d’une topo- 
logie. (Information: cette topologie coïncide avec la topologie 
quotient définie dans Æ par la topologie de l’espace @ (7, 0; B, b;).) 
Il est clair que l’application p : E —+ B qui fait correspondre à chaque 
point de Æ£ l’extrémité commune des chemins qui le représentent est 
continue et même ouverte. Posons & = (£, p, B) et définissons x, 
comme un point de l’espace Æ représenté par un chemin constant. 
Il estévident que p (to) — b9; montrons que Ë est un revêtement et 
que gr £ (xo) = x. 

Démontrons tout d’abord que £& est un revêtement au sens large. 
Soit b un point quelconque de l’espace B. Choisissons un voisinage U 
du point b tel que l’homomorphisme d’inclusion st, (U, b) —+ x, (B, b) 
est trivial et, à l’intérieur de ce voisinage, un voisinage Ÿ du point b 
tel que b peut être joint à un point quelconque de V par un chemin 
contenu dans ÜU. Nous montrerons que Ë | est un fibré trivial à 
fibre discrète. 

3 Pour cela, joignons b, à b par un chemin s: / —+ B et fixons pour 
chaque classe d’ équivalence « € n, (B,. bi)/n un lacet u,: 1 — B 
représentant un élément quelconque de cette classe. Les ensembles 
Nb (U, V; u,s) sont ouverts et deux à deux disjoints (si les chemins 
(u,,s) w et (Ua ,S) w, avec w (7) ae U, w, (1) € U définissent un même 
point de l’espace Æ, alors a — «;, étant donné que le lacet ((u:s) w) X 
X ((u.s) w1) 7 et le lacet u aus qui lui est homotope appartiennent. à 
une classe de a). Ces ensembles recouvrent p_ 1 (V) (chaque chemin s’ 
qui joint #, à un point de V est homotope à un chemin de la forme 
(us) w, où u est un lacet et w (1)  U, par exemple au chemin, 
(((s'w-1) sl) s) w, où west un chemin de Ü qui joint b à s’(1)). Enfin, 
les applications ab p: Nb (U, V; u,s) — V sont ouvertes en même 
temps que p et sont bijectives (si les chemins (u,s) w, (u,S) w, véri- 
fiant w (1) & U, w, (1) & U ont même extrémité, ils sont homoto- 
pes), i.e. ce sont des homéomorphismes. Ainsi la restriction & |y 
est effectivement un fibré trivial à fibre discrète. 

Il reste à démontrer que Æ est connexe et qu’un chemin de Æ 
d’origine x, qui recouvre un lacet de classe o appartenant à «, (B, b:) 
est fermé si et seulement si & E.n. Désignons, pour le chemin s: 


I — B d'origine bo, par s un chemin de Æ qui fait correspondre à un 
nombre # € I le point de > l'espace E représenté par le chemin 7 +--> 


s (ét). Il est clair que $ joint'x, au point de l’ espace E représenté 
par le chemin s et recouvre s. On én déduit tout d’abord que chaque 
point de E peut être joint à x, par un chemin et, ensuite, que l’extré- 
mité d’un chemin d’ origine Zp qui recouvre un lacet d’origine bo 
coïncide avec le point de l’espace £ qui est représenté par ce lacet. 
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Le premier fait montre que l’espace Æ est connexe, tandis que le 
deuxième, que l’extrémité d’un chemin d'origine x, qui recouvre un 
lacet d’origine b, coïncide avec x, si et seulement si la classe d’homo- 
topie de ce lacet appartient à n. 

17. Le théorème précédent termine notre exposé de la théorie 
des revêtements à base donnée. Avec le théorème 7, il établit une 
bijection entre les classes de revêtements équivalents au-dessus d’un 
espace B connexe, localement connexe et micro-simplement connexe 
à point de base b, et les classes des sous-groupes conjugués du groupe 
rt (B, bo). Cette bijection établit une correspondance entre la hiérar- 
chie des revêtements et la hiérarchie usuelle des sous-groupes, les 
sous-groupes normaux correspondant aux revêtements réguliers. Au 
sous-groupe trivial correspond le revêtement à espace total simple- 
ment connexe. Puisque tous les autres revêtements sont subordonnés 
a celui-ci, on l'appelle universel. (Mise en garde: il ne faut pas 
confondre cette universalité avec celle envisagée dans la théorie des 
fibrés de Steenrod. Par ailleurs, parmi les fibrés de Steenrod uni- 
versels, certains sont des revêtements universels : tels sont les fibrés. 
universels - principaux qui correspondent aux sous-groupes discrets: 
voir 1.5 et cf. 18.) 


Application: espaces classifiants 
des groupes discrets 


CE 


18. Pour qu'un espace topologique connexe X soit un espace classi- 
fiant d'un groupe discret x, il est nécessaire et, dans le cas où X est 
localement connexe et micro-simplement connexe, également suffisant 
que les groupes n, (X), r > 2, soient triviaux et le groupe sn, (X) soit 
isomorphe à T. | 

La nécessité découle de 1.5, 73 et 1.9.15, la suffisance de 76, 
1.8.12 et 1.5. 


Applications de revêtements 


19. Soient &, £' des revêtements à points de base x Etl Ë, x EtlE’ 
et f: (bsË”, pr E (x;)) — (bs &, pr Ë (xo)) une application continue: 
Alors l’inclusion f, (gr &” (x;)) € gr £.(xo) est une condition nécessaire 
et, dans le cas où la base bs E” est localement connexe, également suffi- 
sante de l'existence d'une application q: Ë" — & vérifiant tl ® (x;) — 
— %0. Si une telle application @ existe, alors elle est unique. 

Démonstration. Le fait que l'existence d’une telle 
application implique l'inclusion f, (gr £" (x,)) & gr & (xo) se déduit 
de la commutativité du diagramme 


m(tle", x) LT mi (tlE, x) 


| 


| pr Ex QE 


mi (bs E, pr Ë' (x!) © mi (bs Ë, pr E (x) 
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(voir 1.8.6). Démontrons la réciproque. Considérons un fibré PE 
et une application ad f:f'£—- 6. Soit y; un point de la fibre (pr f'£) 

X (pr &’ (x5)) tel que tl ad f (y,) — Lo: Soient ensuite Ÿ” la compo- 
sante de l’ espace tl (f'Ë) qui contient y, et p' la restriction de l’appli- 
cation pr f! & à Ÿ'. Il est clair que (Y”, p', bs £') est un revêtement, 
que tl ad f forme avec f une application de ce revêtement dans Ë& 
et que l'application tl ad f | est injective sur chaque fibre de ce 
revêtement. Puisque dans le diagramme 


nu (Yu) LE a (bsE", prE (x) + n0((p)*(prE (xs), wi) 


| 
Î b'tl ad f 
LV |" d # 


| ab t1 ad + 


T'Sx 
a (UE, 29) 25 mu (bsE, pr E (to) > to (pr Et (pr E(to)), &0) 

les lignes sont exactes, tandis que l'homomorphisme vertical à 
gauche est un monomorphisme, on a jf," (Im (pr &,)) — Im p, et 
donc Im p, — gr Ë (x). On en déduit, en vertu de la connexité 
locale de l’espace bs Ë”, que le revêtement (Ÿ”, p', bs £’) à point de 
base y, est subordonné au revêtement E’ à point de base x. Si 
est la subordination, alors la composée (ti ad f |ÿ-) o tl Ÿ forme 
avec f l'application cherchée . 

Démontrons enfin l’unicité de œ. Soit p, : £” — Ë une autre appli- 
cation vérifiant tl Pi (x) = x. Alors, pour chaque point x' € tl £’ 
et chaque chemin s’: / — til Ë” qui joint x, à x’, les chemins tl @cs, 
tl @ os’ recouvrent le chemin jf + pr £" <s’ et ont pour origine le 
point xs. Par conséquent on a dans ces conditions tl os = tlm,os 
et donc tilpm(x’) =tlæos (1) = tl po 5° (1) = tl p, (x’). 

20. Soient & un revêtement à point de base x) Etlé, Ÿ un espace 
localement connexe à point de base yo et f: (Y, yo) —+ (bs Ë, pr & (xo)) 
une application continue. Si f, (ni (Ÿ, Yo)) € gr 6 (to) (en particulier, 
si Ÿ est simplement connexe), il existe une application F: (Y, yo) —- 
—+ (tl é, xo) qui recouvre f. 

(Voir 4.1.3.8.) 

Pour la démonstration, il suffit d'appliquer le théorème 129 
aux revêtements Ë et Ë" — (Y, id, Ÿ). 


Revêtements et structures supplémentaires 


21. Selon un principe général important, toute structure supplé- 
mentaire définie dans la base d’un revêtement se retrouve naturelle- 
ment, sous conditions favorables, dans l’espace de revêtement. Nous 
concluons notre exposé de la théorie des revêtements en appliquant 
ce principe à trois structures : différentielle, cellulaire et simpliciale. 
D'autres exemples sont donnés dans les exercices 5.10, 5.11. 

Dans le cas d’une structure différentielle, nous nous limitons dès 
le début aux variétés, i.e. nous supposons que la base bs £ du revête- 
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ment Ë est une &'-variété (1 < r < a) et que le nombre de feuillets 
est dénombrable. Chaque carte @ € Atl bs £ au-dessus de laquelle & 
est un fibré trivial possède des copies dans tl £ qui recouvrent l’en- 
semble pr £-! (supp æ); il est clair que la famille de toutes ces 
copies constitue un &’'-atlas de l’espace tl £. Cet atlas munit l’espace 
tl £ d’une €’-structure, le transformant en une @'-variété. La pro- 
priété fondamentale de la @’'-structure « relevée », qui la détermine 
de manière unique, consiste en ce que la projection pr Ë est une 
@’-submersion relativement à cette structure, i.e. le revêtement £ 
est un @’-fibré. Ajoutons que l’orientabilité de bs & implique celle 
de tl Ë. 

Le relèvement d’une structure cellulaire s'effectue d’une manière 
analogue, sauf que dans le cas des cellules et des applications caracté- 
ristiques il faut se servir du théorème #0. Il en résulte que l’espace 
total d’un revêtement à base cellulaire devient un espace cellulaire 
(équipé si la base était équipée) et la projection devient une applica- 
tion cellulaire. 

Le relèvement d’une structure simpliciale peut être envisagé 
comme un Cas particulier de celui d’une structure cellulaire. L'espace 
total du revêtement à base simpliciale devient un espace simplicial 
(ordonné si la base était ordonnée), et la projection, une application 
simpliciale. 

22. Pour toutes les trois situations envisagées, la structure 
« relevée » est invariante relativement aux automorphismes du 
revêtement ; il est clair, au moins dans le cas d’un revêtement régu- 
lier £, que chaque structure différentielle ou cellulaire (définie dans 
tl €) invariante relativement aux automorphismes du revêtement 
peut être « descendue » dans bs Ë, ce qui veut dire qu’elle a été 
obtenue par relèvement (dans le cas d’une structure simpliciale ce 
dernier fait reste valable à condition d'effectuer deux fois une 
subdivision barycentrique). Par exemple, les lentilles et les espaces 
quotients de la sphère S° par les groupes binaires du tétraèdre, du 
cube et du dodécaèdre (voir 4.2.3.17) possèdent des revêtements régu- 
liers dont l’espace total est une sphère (voir 4.3.2.11 et 15) et sont 
donc des &°-variétés. 

Remarquons que la condition précédente d'invariance d’une 
structure relativement aux automorphismes d’un revêtement Ë 
est certainement satisfaite si & est un €'-fibré et s’il s’agit d'une 
G'-structure dans tl £ Dans ce cas la €’-structure « descendue » 
coïncide évidemment avec celle qui était donnée dans bs £. Ce sera 
le cas, par exemple, pour tous les revêtements décrits dans 4.1.2.6, 
en particulier, pour les revêtements (R, hel, S1), (ST, hel,, S1) et 
(S?, pr, RP"). 


$ 6] SUITE DE LA THÉORIE DES FIBRES 479 


3. Orientations 


1. Nous allons appliquer les méthodes du sous-paragraphe précé- 
dent aux problèmes d'’orientabilité envisagés aux $ 3.1 et 4.5 (voir 
pp. 3.1.3 et 4.5.1, 4.5.4). Nous suivrons le schéma du p. 4.5.1, qui 
est valable pour tous les fibrés au-dessus d’un espace quelconque, 
tandis que le schéma du p. 4.5.4 permet d'obtenir les mêmes résul- 
tats seulement dans le cas d’une base cellulaire. 

2. Soit € un fibré vectoriel réel de dimension nr. Considérons le 
fibré principal associé asso (£, GL (n, R)) et prenons l’espace quo- 
tient de son espace total tl asso (E, GL (n, R)) par l’action à droite 
du groupe GL; (n, R) que l’on obtient par restriction de l’action 
canonique à droite du groupe GL (n, R) dans tl asso (&, GL (n, R)} 
(voir .4.3.2.10). L'espace des orbites de cette action du groupe 
GL} (n, R) est désigné par bs, £. Il sert d'espace total d’un fibré à 
base bs £ et à projection fact pr asso (£, GL (n, R)). Il est clair que 
ce fibré est un revêtement au sens large à deux feuillets. On le désigne: 
par or €. 

Les points de l’espace bs, Ë peuvent être interprétés de manière 
naturelle comme étant des couples (x, e), où x est un point de l’espace 
bs Ë et & une orientation de la fibre pr £-! (x). Ceci permet d’inter- 
préter l'orientation simultanée des fibres du fibré £ comme une 
application s: bs £ — bs, Ë telle que pr or & + s — id bs £; on voit. 
que la compatibilité de ces orientations au sens de 4.5.1.8 est tout 
simplement équivalente à la continuité de l’application s. Aïnsi les 
orientations du fibré Ë sont les sections du fibré or Ë. 

Conséquences importantes : 

(i) un fibré Ë est orientable si et seulement si or Ë est un fibré 
trivial ; 

(ii) le fibré & est toujours orientable si la base bs Ë est localement 
connexe et les groupes fondamentaux de ses composantes n'ont pas 
de sous-groupes d'indice 2 (cette dernière condition est satisfaite, 
par exemple, si les composantes sont simplement connexes); 

(iii) si le fibré Ë est orientable, alors le nombre de ses orientations 
coïncide avec le nombre d'applications comp bs £ — S° (en parti- 
culier, si le nombre des composantes est fini et égal à m, le nombre 
des orientations est égal à 27). 

ÿ. Aux considérations ci-dessus ajoutons la remarque suivante : 
soit ë un fibré vectoriel réel; considérons un fibré £, à base bs, £ 
induit du fibré Ë par la projection pr or Ë; nous affirmons que le 
fibré 84 possède une orientation canonique. À savoir, l'orientation 
de sa fibre pr E;! (x, Ë), où x est un point de la base bs Ë, tandis que & 
est l'orientation de la fibre pr £-* (x), se définit comme l'orientation & 
transférée dans pr E;' (x, €) par l’isomorphisme 


ab tl ad (pror £): pr Et (x, €) —+ pr £"? (x). 
Ces orientations sont compatibles au sens de 4.5.1.8. 
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Le cas des variétés différentiables 


4, En remarquant qu'orienter une variété différentiable c’est 
orienter son fibré tangent (voir 4.6.4.4), on voit que les considérations 
‘exposées dans £ sont applicables à l’orientabilité et aux orientations 
des variétés différentiables. En particulier, une variété différentiable 
X est orientable si et seulement si le fibré or tang X (qui est un 
fibré au sens large à deux feuillets à base X) est trivial; une variété 
différentiable est certainement orientable si les groupes fondamen- 
taux de ses composantes n'ont pas de sous-groupes d'indice 2 (en 
particulier, si toutes les composantes sont simplement connexes). 

Ajoutons qu'en vertu de 2.21 l’espace tl or tang X est une variété 
différentiable, et 3 implique qu’il possède une orientation canonique. 
Si À est connexe et non orientable, alors or tang X est-un revête- 
ment (à deux feuillets) au sens restreint; on l'appelle revêtement 
d'orientation. 


4. Quelques fibrés au-dessus des sphères 


1. Nous étudions certaines propriétés élémentaires des fibrés 
vectoriels réels orientés et des fibrés vectoriels complexes au-dessus 
des sphères de petites dimensions. Présentant un certain intérêt 
intrinsèque, ces propriétés donnent en même temps une illustration 
de la théorie générale. 

Rappelons que les classes des GL.R"-fibrés GL,R'-équivalents 
au-dessus d’une base cellulaire sont en bijection naturelle avec les 
classes d'homotopie des applications continues de cette base dans 
+ (co, n), tandis que les classes des GLC”-fibrés GLC'"-équivalents 
au-dessus d’une base cellulaire sont en bijection naturelle avec les 
classes d’homotopie des applications continues de cette base dans 
CG (oo, n) (voir 4.5.3.7). Si la base est la sphère S7, r > 1, alors, 
puisque les espaces G&+ (co, n) et CG (co, n) sont simples, les classes 
homotopiques indiquées peuvent être identifiées avec les éléments 
des groupes x, (G+ (oo, n)) et x, (CG (œ, n)), mais ces derniers sont 
canoniquement isomorphes aux groupes 7,1 (SO (n)) et n,_, (U (n)) 
(voir 2.8.2 et 2.8.4). Ainsi les classes des GL,R"-fibrés GL,R"- 
équivalents au-dessus de S7, r > 1, sont en bijection naturelle avec 
les éléments du groupe n,_, (SO (n)), tandis que les classes des 
GLC'fibrés GLC'-équivalents au-dessus de ST, r > 1, sont en 
bijection naturelle avec les éléments du groupe x,_, (U (n})). Con- 
naissant les groupes x,_, (SO (n)) et x, (U (n)) pour les premières 
valeurs de r (voir p. 2.6), nous pouvons classitier les fibrés corres- 
pondants. Nous en donnons ici une classification succincte. Certaines 
notions supplémentaires sont données dans les exercices 5.14 à 5.19. 

Il faut remarquer que cette méthode est applicable à une situa- 
tion beaucoup plus générale. Soit G un groupe topologique et F un 
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G-espace fidèle. D'après la théorie générale des fibrés (voir 4.4.2), 
les éléments de l’ensemble Stee (ST, F) sont en bijection naturelle 
avec les éléments de l’ensemble x (S2, X}), où X est un-espace clas- 
sifiant quelconque du groupe G. Si X est g-simple (par exemple, si 
le groupe G est connexe), alors x (S2, X) ne diffère pas de x, (X) et, 
pour g> 1, ne diffère pas de x,_1 (G) (voir 1.6). 


Le cas orienté réel 


2. Les groupes 59 (SO (n)) étant triviaux, quel que soit le nombre 
naturel n, tout GL,R"-fibré au-dessus du cercle S? est GL;R"- 
trivial. 

Puisque le groupe x, (SO (1)) est trivial, le groupe x, (SO (2)) 
est isomorphe à Z, tandis que le groupe 1; (SO (n)), pour n > 3, 
est isomorphe à Z,; on en déduit que : chaque GL,R'-ibré au-des- 
sus de la sphère S? est GL+R'-trivial ; le nombre de GL.,R°-fibrés 
qui ne sont pas deux à deux GL,R*-équivalents au-dessus de la 
sphère S% est infini dénombrable; pour ñn => 3 le nombre de GL,R"- 
fibrés deux à deux GLR"-non- équivalents au-dessus de S* est 
égal à 2. 

Les groupes x, (SO (n)) étant triviaux, quel que soit le nombre 
naturel n, tout GL.R"-fibré au-dessus de la sphère S° est GL,R'- 
trivial. 

Les groupes 3 (SO (1)) et x3 (SO (2)) étant triviaux et le groupe 
H: (SO (n)) (pour n > 3) infini dénombrable, on voit que: tout 
GL,R'-ibré au-dessus de la sphère S# est GL.R!-trivial; tout 
GL,R?-fibré au-dessus de S* est GL,R*-trivial; pour nr > 3 le 
nombre de GL.R'-fibrés qui ne sont pas deux à deux CL Rr- 
équivalents au-dessus de S“* est infini dénombrable. 


Le cas complexe 


3. Les groupes 59 (U (n)) étant triviaux, quel que soit le nombre 
naturel n, tout GZC'-fibré au-dessus de S1 est GLC"-trivial. 

Le groupe n, (U (n)); pour n > 1, étant isomorphe à Z, pour 
chaque nombre naturel nr |’ ensemble de GLC"'-fibrés qui ne sont pas 
deux à deux GZLC"-équivalents au-dessus de S°? est infini dénom- 
brable. 

Les groupes n, (U (n)}) étant triviaux, pour chaque nombre natu- 
rel n tout GLC"-fibré au-dessus de S° est GLC”-trivial. 

Le groupe 7; (U (1)) étant trivial et le groupe 3 (U (n))}, pour 
n > 2, isomorphe à Z, on a : chaque GZLC'-fibré au-dessus de S4.est 
GLC'-trivial; pour nr > 2 l’ensemble de G£C”-fibrés qui ne sont 
pas deux à deux GLC"-équivalents au-dessus de S“* est infini dénom- 
brable. 
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5. Exercices 


1. Montrer que les variétés différentiables de dimension deux 

n'admettent pas de revêtement non identique par le disque D. 

2. Montrer que les variétés différentiables compactes de dimension 
deux n’admettent pas de revêtement par le demi-plan R°. 


3. Montrer qu'une sphère à g anses peut être revêtement à m 


feuillets d’une sphère à g anses si et seulement si g — 1 — m (g — 1) 
(cf. 4.1.5.1). 


4. Montrer qu’une sphère à h bandes peut être revêtement à m 


feuillets d’une sphère à À bandes si et seulement si À— 2 — m (h— 2) 
(cf. 4.1.5.2). 

5. Montrer qu'une sphère à g anses peut être revêtement à m 
feuillets d’une sphère à h bandes si m est pair et g — 1 — m (h — 2)/2. 

6. Montrer qu'un espace topologique peut être un revêtement 
non identique d'une bouteille de Klein si, et seulement si, il est 
homéomorphe à la bouteille de Klein, à la partie intérieure d’une 
bande de Mœbius ou à l’un des produits R X R,R X S1, St X SI, 

7. Montrer que pour tout groupe nr, et toute suite de groupes abé- 
liens 2, T3, . . . munis d'une action à droite du groupe 11,, il existe 
un espace cellulaire À à point de base x, et un isomorphisme f: 
Ti —> Ty (X, Lo) tels que les groupes 7, (X, 5), 113 (X, Zo), . . . sont 
j-isomorphes aux BTOUPES Me, Hs) - 

8. Montrer que si la base d’un revêtement E est un espace locale- 
ment euclidien de dimension n#, alors til £ est un espace localement 
euclidien de dimension n à bord pr £7? (8 bs E). 

9. Montrer qu'un revêtement d'un espace cellulaire localement 
fini est localement fini (voir 2.21). 

10. Supposons que la base d’un revêtement £ est un groupe topo- 
logique. Montrer que pour chaque point x de la fibre pr Ë"T (ee) 
l’espace tl £ possède une structure de groupe unique qui transforme 
tl & en groupe topologique à unité x et pr £ en homomorphisme. 

11. Montrer que si la base d’un revêtement à nombre de feuillets 
fini admet une action transitive d'un groupe topologique compact 
connexe, alors une telle action d'un groupe topologique compact 
connexe peut être définie dans l’espace total de ce revêtement. 

12. Montrer que si un revêtement & à deux feuillets a pour base 
une variété différentiable non orientable, l’ espace total étant orien- 
table, alors & est équivalent au revêtement d'orientation de la variété 
bs Ë. 

15. Montrer que si une variété différentiable non orientable X 
admet pour revêtement une variété orientable, alors tl or tang X 
admet cette même variété pour revêtement. 

14. Montrer que: (i) pour chaque nombre naturel n il existe un 
GLR"-ibré GLR"-non-trivial au-dessus du cercle S', unique à une 
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GLRT-équivalence près, et dans le cas n = 1 son espace total est 
homéomorphe à la partie intérieure d’une bande de Mœbius; (ii) le 
nombre des GLR?-fibrés deux à deux GLR*-non-équivalents au-des- 
sus de $? est infini dénombrable; (iii) pour nr > 3 le nombre de 
GLR"-fibrés qui ne sont pas deux à deux GLR"-équivalents au-dessus 
de S? est égal à 2; (iv) pour chaque nombre naturel nr tout GLR”- 
fibré au-dessus de S° est GLR"-trivial ; (v) tout GLR2-fibré au-dessus 
de S* est GLR?-trivial : (vi) pour nr > 3 le nombre de GLR"-fibrés 
deux à deux GLR"-non-équivalents au-dessus de S* est infini dénom- 
brable. 

15. Montrer que pour r > 2 tout GLR!-ibré au-dessus de S7 est 
GLR'trivial. 

16. Montrer que pour r > 3: tout GLR*-fibré au-dessus de S” 
est GLR*-trivial; tout GLR?-fibré au-dessusi de S7 est GL,R?- 
trivial; tout GLC!-fibré au-dessus de S” est GLC!-trivial. 

17. Montrer que deux GL.,R?-fibrés au-dessus de S? deviennent 
équivalents par extension du groupe structural GL} (2, R) à GL (2,R) 
si et seulement si les éléments correspondants du groupe 11, (SO (2)) 
(voir 4.1) coïncident ou sont inverses l’un de l’autre. 

18. Montrer que pour chaque OR*-fibré & non trivial, ayant pour 
base S?, l’espace total tl asso (£, S*) est homéomorphe à une des 
lentilles L (m ; 1, 1) (il s’agit de l’action canonique du groupe O (2) 
dans S?). 

19. Montrer que pour n > 2 le nombre de GLC"-fibrés qui ne 
sont pas deux à deux GLC"-équivalents au-dessus de S° est infé- 
rieur ou égal à 2. 

Information. Ce nombre est égal à 2 si ñn — 2 et à À si 
n > 2. 
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INTRODUCTION À LA THÉORIE DES PROCESSUS 
ALÉATOIRES 


par Ï. GUIKHMAN et A. SKOROKHOD 


L'ouvrage de I. Guikhman et A. Skorokhod, membres correspon- 
dants de l’Académie des sciences de l'Ukraine, développe la théorie 
des processus aléatoires sur des bases mathématiques rigoureuses. 
Il suppose au lecteur des connaissances de la théorie des proba- 
bilités. Les principales notions de la théorie de la mesure sont 
rappelées sans démonstration. Les auteurs se penchent sur les 
principes généraux de la théorie y compris sur l’axiomatique de la 
théorie des probabilités et sur les principales classes de processus 
aléatoires. Les auteurs ont fait une place importante aux processus 
à accroissements indépendants, aux processus markoviens, au 
problème de la prévision linéaire, ainsi qu'aux théorèmes limites 
pour les processus aléatoires. Le mérite de cet ouvrage est dans 
son laconisme, sa rigueur, l’enchaînement judicieux des sujets 
abordés, la mise en relief des problèmes clés de la théorie. 

Ce manuel s'adresse aux élèves du second et du troisième cycle ainsi 
qu'aux personnes désireuses de s'initier aux principales méthodes 
mathématiques de la théorie des processus aléatoires. | 


MÉTHODES DE CALCUL NUMÉRIQUE 


par G. MARCHOUK 


Le manuel de l’académicien G. Marchouk, l’un des plus éminents 
spécialistes en matière de calcul numérique, est consacré à la 
description des méthodes actuelles de résolution sur calculatrices 
d’une vaste gamme de problèmes appliqués. L'auteur s'est penché 
sur des problèmes complexes de physique mathématique se rédui- 
sant à d’autres plus simples et programmables sur des calculatrices. 
Il passe en revue les problèmes généraux de calcul numérique : 
approximation d'équations, stabilité des schémas aux différences, 
convergence des solutions approchées. Il traite des principes varia- 
tionnels de discrétisation des équations de physique mathématique, 
des méthodes de décomposition appliquées à des problèmes comple- 
xes de dimension n. L'auteur attache une attention particulière 
aux méthodes de résolution des problèmes stationnaires et com- 
munique par ailleurs quelques résultats de la théorie actuelle des 
méthodes de résolution directe et itérative de ces problèmes. 

Cet ouvrage qui est destiné aux élèves du second et du troisième 
cycle des facultés de physique et de mathématiques peut être d’une 
grande utilité aux spécialistes en calcul numérique et en mathé- 
matiques appliquées. 


